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Resumen

En la presente investigación se determinó la existencia y unicidad de la solución débil

de la ecuación de Poisson con condición de frontera de Robin. Para tal propósito se defi-

nió la teoŕıa de distribuciones para emplear una función test o de prueba para debilitar

la ecuación de Poisson. Luego, se describió el proceso de obtención de la formulación

variacional de dicha ecuación; y de esta manera se verificó si las nuevas condiciones de

la forma débil de la ecuación de Poisson con condición de frontera de Robin cumple con

las afirmaciones del teorema de Lax-Milgram en un espacio adecuado de Sobolev. Final-

mente, se llegó a la conclusión que existe una solución débil única para la ecuación de

Poisson con condición de frontera de Robin.

Palabras clave: Ecuación de Poisson, condición de frontera, formulación variacional,

función test, espacio de Sobolev.

V



Abstract

In this research, it was determined the existence and uniqueness of the weak solution

of the Poisson’s equation with the Robin boundary condition. For that, it was defined the

distribution theory in order to use a test function to weaken the Poisson’s equation. Then,

it was described the process to obtain the weak formulation of such equation, so it was

verified if the new conditions of the weak form of the Poisson’s equation with the Robin

boundary value holds with the statements of the Lax-Milgram theorem on an adequate

Sobolev space. Finally, the conclusion reached was that exists a unique weak solution for

the Poisson’s equation with the Robin boundary condition.

Keywords: Poisson’s equation, boundary condition, weak formulation, test function,

Sobolev space.
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4.1.2. Teoŕıa de distribuciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.1.3. Espacios de Sobolev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

4.2. Presentación del resultado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.2.1. Ecuación de Poisson con condición de frontera de Robin
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I. INTRODUCCIÓN

Desde su nacimiento en el siglo XVIII, las ecuaciones diferenciales parciales (EDPs)

han tenido un rol muy importante dentro de la ciencia, tanto en la f́ısica como en la

matemática. Esto es porque muchos problemas de la f́ısica matemática se reducen a

ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. La mayoŕıa de fenómenos f́ısicos pueden

ser modelados con ecuaciones diferenciales parciales y, de esa manera, se utiliza la herra-

mienta matemática para su desarrollo, análisis y solución. Por tal razón, matemáticos de

renombre como Euler, D’Alembert, Lagrange y Laplace —quienes fueron los pioneros en

su estudio— expandieron esta teoŕıa y actualmente siguen siendo un foco de investigación.

Dentro de la matemática, una ecuación diferencial parcial también tiene trascendencia,

como por ejemplo, en la geometŕıa diferencial y su estrecha relación con el análisis fun-

cional.

Aśı como surgió el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales también se dio una

búsqueda exhaustiva de soluciones de las mismas. Debido a esto, diferentes matemáticos

crearon métodos para resolverlas, como por ejemplo, el método de separación de varia-

bles, superposición de variables y más. Sin embargo, resolver una EDP requiere de una

solución que satisfaga dos condiciones importantes para que sea un problema bien defi-

nido. Estas dos condiciones son que la solución encontrada sea única y que dependa de

los datos del problema. Con estas condiciones, la solución de una EDP se llama solución

clásica, porque no requiere de cambios ni de variaciones en el espacio donde se trabaja.

Puesto que se continuó con la investigación, muchas EDPs no pod́ıan ser resueltas sin

más, sino que requeŕıan de unas condiciones de frontera, las cuales delimitaban dónde se
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deb́ıan trabajar para posteriormente hallar su solución. Entonces, encontrar una solución

clásica de una EDP con condiciones de frontera se convirtió en un desaf́ıo, ya que los

métodos ya mencionados obstaculizaban el descubrimiento de soluciones porque exiǵıan

demasiada regularidad y en dimensiones superiores, el dominio también debe satisfacer

ciertas condiciones de regularidad. A pesar del gran problema que esto representaba para

los matemáticos de la época, fue el punto de inicio para más pesquisas y desarrollo de

nuevas teoŕıas en otros campos de la matemática, como el análisis funcional a mediados

del siglo XX. Fue aśı como, el matemático David Hilbert, en el año 1920, planteó la idea

de la formulación variacional —también llamada formulación débil— mediante su teoŕıa

de ecuaciones integrales, las cuales proporcionaban una mejor aproximación a las ecua-

ciones diferenciales parciales. Por otro lado, en 1930, el matemático ruso, Sergei Sobolev,

presentó la idea de espacios generalizados o más conocidos como espacios de Sobolev; y

se convirtió en el instrumento esencial que añadió fuerza al trabajo de Hilbert.

Todo esto significó un gran avance en el estudio de las EDPs y asimismo creó ideas

diferentes de solución. En este caso, el método de la formulación variacional provee una

solución débil de una EDP, a diferencia de los métodos anteriores con los cuales se ob-

teńıan soluciones clásicas. Entonces, una EDP en su forma débil facilita su estudio y la

obtención de su solución.

Unos pocos años después, en 1954, los matemáticos Peter Lax y Arthur Milgram pre-

sentaron el teorema de Lax-Milgram en su trabajo titulado Parabolic Equations [14], el

cual es conocido como una generalización del teorema de representación de Riesz-Fréchet,

el cual tiene gran relevancia dentro de la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales parciales,
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sobre todo en las EDPs eĺıpticas, ya que garantiza la existencia y unicidad de sus solu-

ciones débiles. En el caso de las EDPs eĺıpticas —las cuales modelan distintos procesos

estacionarios de distinta naturaleza f́ısica (oscilaciones, conducción del calor, difusión y

otros)—, la obtención de una solución débil fue mucho más sencilla de encontrar.

Debido a las investigaciones anteriores, se encontró satisfactoriamente la solución débil

para las ecuaciones diferenciales parciales con distintos tipos de condiciones de frontera,

como las condiciones de frontera de Dirichlet, Neumann y mixtas. Aśı se tiene en el año

2015, Karina Aguilera y César Santisteban, autores del trabajo de tesis de licenciatura

titulado La Formulación Variacional del Problema de Newmann-Dirichlet en los espacios

de Sobolev [2], desarrollaron la formulación variacional de la ecuación de Poisson con con-

dición de frontera Newmann-Dirichlet homogónea y no homogénea. En ese mismo año,

Guillermo Sucasaire, en su trabajo de tesis, Generalización del teorema de Lax-Milgram y

un problema de condiciones de frontera eĺıpticos [18], concluyó que a pesar de que el teo-

rema de Lax-Milgram es un teorema que proviene del Análisis funcional, su aplicación es

de gran utilidad para encontrar una única solución para ecuaciones diferenciales parciales

eĺıpticas en el sentido débil. Aśı mismo, en su trabajo de tesis de maestŕıa en el año 2017,

titulada Weak Solutions of Linear Partial Diferential Equations [7], Abd Dood realizó

un estudio de la existencia y unicidad de las soluciones débiles de ecuaciones diferenciales

parciales eĺıpticas con condiciones de frontera de Dirichlet y de Neumann.

Ahora, dentro de las EDPs eĺıpticas, la que tiene mayor renombre es la ecuación de

Laplace dada de la forma �u = 0; y su versión no homogénea: �u = f , es llamada

ecuación de Poisson, la cual es relevante en el campo de la f́ısica. Gracias a que los
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investigadores obtuvieron una solución débil de esta ecuación con las condiciones de

frontera de Dirichlet y de Neumann, se plantea la cuestión de si es que existirá una

solución débil única para la misma ecuación pero con la condición de frontera de Robin,

la cual es una combinación lineal de las condiciones de frontera de Dirichlet y de Neumann.

La condición de frontera de Robin, también llamada tercera condición de frontera, no

es una condición de frontera mixta, como se podŕıa pensar; por lo que, a simple vista, se

puede notar que tanto en el sentido f́ısico es dif́ıcil de describir, entonces en la matemática,

su comportamiento será igual de denso.

Es por eso que el presente trabajo de investigación tiene como objetivo principal deter-

minar la existencia y unicidad de la solución débil de la ecuación de Poisson con condición

de frontera de Robin, mediante el estudio de los espacios de Sobolev, la introducción de

la teoŕıa de distribuciones y la descripción de la obtención de la formulación variación de

nuestro problema y la aplicación del teorema de Lax-Milgram para obtener lo propuesto.

En el caṕıtulo I se exponen las bases teóricas que permitirán conocer el tema desde sus

ráıces, empezando desde los espacios métricos hasta llegar a los espacios de Hilbert, con

teoremas y definiciones útiles para la presente tesis.

En el caṕıtulo II y III se presenta los materiales, métodos y la metodoloǵıa utilizada.

En el caṕıtulo IV se describe y se presenta los resultados de la presente investigación,

el cual empieza describiendo el campo donde se obtendrán los resultados, continuando

con la presentación del resultado y se finaliza con la discusión de los resultados obtenidos
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previamente.

En el caṕıtulo V se dan las conclusiones a las que se llegó después de este estudio.

En el caṕıtulo VI se sugieren algunas ideas para póstumas investigaciones. Finalmen-

te, se mencionan las referencias bibliográficas empleadas para la ejecución del presente

trabajo de investigación.
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Bases teóricas

Los conocimientos previos que se requieren para el desarrollo del tema de investigación,

empezarán desde los espacios métricos, espacios normados, espacios de Banach, espacios

de Lebesgue, y finalmente, espacios de Hilbert.

1. Espacios métricos

La noción geométrica más fundamental en un espacio es la idea de distancia entre

dos puntos en dicho espacio. Es por ello que la definición de un espacio métrico es

útil para abstraer en conjuntos generales las propiedades básicas del concepto de

distancia.

Definición 1.0.1. [9] Sea X un conjunto no vaćıo y d una función de valor real

definida sobre X ⇥X, es decir:

d : X ⇥X �! R

(x, y) 7�! d(x, y)

La función d es una métrica sobre X si para todo x, y, z 2 X se satisfacen:

M1) d(x, y) � 0 y d(x, y) = 0() x = y

M2) d(x, y) = d(y, x)

M3) d(x, z)  d(x, y) + d(y, z)

Un espacio métrico es un par (X, d) formado por el conjunto X y una métrica d

sobre X.

Definición 1.0.2 (Convergencia de una sucesión). [9] Una sucesión (xn) en un
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espacio métrico (X, d) se dice que converge a x0 2 X, si para todo " > 0, existe un

N 2 N tal que d(xn, x0) < ", siempre que n � N.

Definición 1.0.3 (Sucesión de Cauchy). [9] Una sucesión (xn) en un espacio métri-

co (X, d) es llamada una sucesión de Cauchy si para todo " > 0, existe un N 2 N

tal que d(xn, xm) < " siempre que n,m � N.

Definición 1.0.4 (Espacios métricos completos). [9] Un espacio métrico (X, d)

es completo si cada sucesión de Cauchy en el espacio converge a algún punto del

espacio.

Teorema 1.0.1 (Conjunto cerrado). [12] Un subconjunto M de un espacio métrico

es cerrado si y solamente si dada cualquier sucesión (xn)n2N en M , con xn ! x,

entonces x 2M.

Teorema 1.0.2 (Subespacio completo). [20] Un subespacio M de un espacio métri-

co completo X, es completo si y solamente si M es cerrado en X.

2. Espacios Normados. Espacios de Banach

Un espacio normado es un espacio vectorial con una norma definida en él. Puesto

que tales espacios ya son espacios métricos, la teoŕıa desarrollada para espacios

métricos se aplica para los espacios normados.

Sea X un espacio vectorial sobre un campo K, donde K puede ser R o C.

Definición 1.0.5 (Espacio normado). [12] Una norma en X es una función real,

cuyo valor en x es denotada por kxk, satisfaciendo las siguientes condiciones:

Para todo x, y 2 X y ↵ 2 K:
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(N1) kxk � 0

(N2) kxk = 0() x = 0

(N3) k↵xk = |↵|kxk

(N4) kx+ yk  kxk+ kyk (Desigualdad Triangular)

Un espacio normado es un par (X, || · ||), donde X es un espacio vectorial sobre K

y || · || es una norma definida sobre X.

Todo espacio normado es un espacio métrico, con la métrica definida por

d(x, y) = kx� yk.

Ejemplo 1. El espacio `p =

(
x = (xn)n2N : xn 2 C,

1X

n=1

|xn|p <1
)
(p � 1), es un

espacio normado con la norma: kxkp =
 1X

n=1

|xn|p
!1/p

.

Ejemplo 2. Sea el espacio `
1 =

�
x = (xn)n2N : xn 2 C, {xn}n2N acotada

 
, es un

espacio normado con la norma kxk = sup
n

|xn| .

Como se hab́ıa mencionado anteriormente, la teoŕıa de espacios métricos se aplica

en los espacios normados; aśı que si cada sucesión de Cauchy (xn) converge en un

espacio normado X, entonces X es llamado un espacio normado completo. Este

tipo de espacios poseen distintas propiedades y los estudiaremos a continuación.

Definición 1.0.6 (Espacios de Banach). [5] Un espacio normado X es de Banach

si es un espacio normado completo con respecto a la métrica inducida por la norma.

Ejemplo 3. Sea el espacio L
p(X,

P
, µ) es un espacio de Banach con la norma:

k[f ]kp =
✓Z

|f |pdu
◆ 1

p

.
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Ejemplo 4. El espacio l
2
también es un espacio de Banach.

Definición 1.0.7 (Subespacio de un espacio de Banach). [5] Un subespacio M de

un espacio de Banach X es completo si y solamente si M es cerrado en X.

Lema 1. [5] Si B = {x1, · · · , xn} es un conjunto de vectores linealmente indepen-

dientes en un espacio normado X. Entonces existe c > 0, que depende del conjunto

B, tal que

ka1x1 + · · ·+ anxnk � c(|a1|+ · · · |an|)

Para escalares cualesquiera a1, · · · , an.

Dentro del análisis funcional, se considera como principal objeto de estudio a espa-

cios generales, tales como a los espacios métricos y espacios normados, y aplicaciones

en estos espacios.

En el caso de los espacios normados, una aplicación es llamada operador.

Definición 1.0.8 (Operador lineal). [5] Sea X un espacio normado y T : X �! X

un operador. T es lineal es un operador lineal si cumple lo siguiente:

T (x+ y) = T (x) + T (y), 8x, y 2 X

T (↵x) = ↵T (x), 8↵ 2 K y cualquier x 2 X

Los espacios normados tienen una estructura algebraica de espacio vectorial la cual

está asociada a las transformaciones lineales, y una estructura de espacio métrico la

cual está asociada a las aplicaciones continuas. De modo que, los morfismos entre

espacios normados son funciones que son lineales y continuas al mismo tiempo.

Tales funciones son llamadas operadores lineales continuos.

17



Definición 1.0.9 (Operadores lineales continuos). [5] Sean X, Y espacios norma-

dos y T : X �! Y un operador lineal. El operador T es continuo si 8x0 2 X y

" > 0, 9� > 0 tal que kT (x)� T (x0)k < " siempre que x 2 X y kx� x0k < �.

El conjunto de todos los operadores lineales continuos de X en Y será denotado

por L(X, Y ). Además, L(X, Y ) es un espacio vectorial sobre K (R o C)

Si Y fuese el campo de los escalaresK, en lugar de escribir L(X,K), escribiremosX⇤,

el cual es llamado espacio dual de X, y decimos que sus elementos son funcionales

lineales continuos.

Definición 1.0.10 (Operadores lineales acotados). [12] Sean X, Y espacios nor-

mados y T : X �! Y un operador lineal. El operador T es acotado si 9c 2 R, c > 0,

tal que 8x 2 X

kTxk  ckxk

De lo anterior se puede apreciar lo siguiente,

kTxk
kxk  c, x 6= 0.

Definición 1.0.11. [12] La norma de un operador lineal acotado T se define como

kTk = sup
x2X
kxk=1

kTxk.

Esta norma definida satisface las condiciones de la definición 1.0.5.

Demostración: Ver [12], página 93.
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Observemos ahora el siguiente teorema, el cual nos asegura que un operador lineal

continuo es un operador lineal acotado.

Teorema 1.0.3. [5] Sea T : D(T ) ⇢ X �! Y un operador lineal, donde X y Y

son espacios normados. Entonces:

(a) T es continua śı y solo śı T es acotada.

(b) Si T es continuo en un único punto, entonces T es continua.

Demostración: Ver [12], página 97.

Teorema 1.0.4. [5] Si X y Y son espacios de Banach, entonces L(X, Y ) es también

un espacio de Banach.

Demostración:

L(X, Y ) es un espacio vectorial, consideremos {Tn}n2N una sucesión de Cauchy en

L(X, Y ); es decir:

8" > 0, 9N(") 2 N

tal que

kTm � Tnk < ", 8m,n > N(")

Como sup
x2X
kTm � Tnk < ", se tiene que

kTm(x)� Tn(x)k  sup
x2X
kTm(x)� Tn(x)k < " · · · (⇤)

Entonces {Tn(x)}n2N es una sucesión de Cauchy en Y , para cada x en X, pero como

Y es un espacio de Banach, entonces Tn(x) �! y cuando n �!1.
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Definamos, T : X �! Y , donde T (x) = y = ĺım
n!1

Tn(x)

i) T es una transformación lineal:

T (↵x+ z) = ĺım
n!1

Tn(↵x+ z)

= ĺım
n!1

(↵Tn(x) + Tn(z))

= ↵ ĺım
n!1

Tn(x) + ĺım
n!1

Tn(z)

= ↵T (x) + T (z).

ii) T está acotada:

T = Tn � (Tn � T )

kT (x)k = kTn(x)� (Tn(x)� T (x))k

 kTn(x)k+ kTn(x)� T (x)k

Pasando ĺımite en (⇤):

sup
x2X
kTm(x)� Tn(x)k < "

=) kTm � Tk < ".

Un funcional es un operador cuyo rango pertenece al campo K (R o C).

El análisis funcional centra su estudio en funcionales. Denotamos a estos funcionales

con letras minúsculas f , g, h, · · · , el dominio de f por D(f) y el rango por R(f).

Debido a que los funcionales son operadores, se aplican las definiciones previas. Sin

embargo, necesitaremos dos definiciones en particular.
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Definición 1.0.12 (Funcional lineal). [12] Un funcional lineal f es un operador

lineal con dominio en el espacio vectorial X y rango en el campo K de X; aśı,

f : D(f) �! K

donde K = R si X es real y K = C si X es complejo.

Definición 1.0.13 (Funcional lineal acotado). [12] Un funcional lineal acotado f es

un operador lineal acotado con dominio que está en el espacio normado X y rango

en el campo K de X. Aśı existe un número real c > 0 tal que para todo x 2 D(f),

|f(x)|  ckxk.

Más aún, la norma de f es:

kfk = sup
x2D(f)

x 6=0

|f(x)|
kxk

o también

kfk = sup
x2D(f)
kxk=1

|f(x)|

De previas definiciones se llega a lo siguiente:

|f(x)|  kfkkxk

Teorema 1.0.5. [12] Un funcional lineal f con dominio D(f) en un espacio nor-

mado es continuo śı y solo śı está acotado.
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3. Espacios de Lebesgue

Los espacios de Lebesgue también son conocidos como espacios L
p, son espacios

normados completos; por tanto, estos espacios también son espacios de Banach.

[4] Sea ⌦ ⇢ RN un conjunto medible en el sentido de Lebesgue. Para una función

f, integrable en el sentido de Lebesgue, se denota la integral de f por alguna de las

siguientes expresiones:
Z

⌦

f =

Z

⌦

fdx =

Z

⌦

f(x)dx

y la medida de Lebesgue de un conjunto medible ⌦ la denotaremos por µ(⌦). Para

1  p < +1 se define

L
p(⌦) =

⇢
f : ⌦! R medible /

Z

⌦

|f |p < +1
�
.

Las funciones de L
p(⌦) se entienden definidas salvo conjuntos de medida nula,

es decir, dos funciones que son iguales salvo en un conjunto de medida nula son

consideradas como la misma función, luego en realidad no son funciones sino clases

de funciones. Los espacios Lp(⌦) son espacios de Banach con las normas

kfkp = kfkLp
def.
=

✓Z

⌦

|f |p
◆1/p

, 8f 2 L
p(⌦)

Se define L
1(⌦) como el espacio formado por las funciones f : ⌦ ! R medibles

tales que

supes⌦ |f | < +1

donde ” supes ” es el supremo esencial de |f | en ⌦.
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[4] Si f 2 L
1 y N 2 ⌦ con µ(N) = 0, se define

S(N) = sup{|f(x)| : x 62 N}

y

kfk1 = ı́nf{S(N) : N 2 ⌦, µ(N) = 0}.

Un elemento de L
1 es llamado función esencialmente acotada.

Obsérvese que este valor no depende del representante de la función f escogido. El

espacio L
1(⌦) es un espacio de Banach con la norma

kfk1 = kfkL1
def.
= supes⌦ |f |.

Teorema 1.0.6 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). [4] Sea (fn)

una sucesión de funciones integrables la cual converge en casi todo punto a una

función medible f . Si existe una función integrable g tal que |fn| � g, 8n, entonces

f es integrable y

Z
fdµ = lim

Z
fndµ.

Definición 1.0.14 (Desigualdad de Hölder). [9] Sean f 2 L
p(⌦), g 2 L

q(⌦), con

p > 1 y
1

p
+

1

q
= 1. Entonces f · g pertenece a L

1(⌦) y se verifica

kfgk1  kfkpkgkq.

23



Lo anterior se escribe también como:

Z

⌦

|fg| 
✓Z

⌦

|f |p
◆1/p✓Z

⌦

|g|q
◆1/q

.

Definición 1.0.15 (Desigualdad de Minkowski). [9] Si f, g 2 L
p(⌦), p � 1, enton-

ces f + g pertenece a L
p(⌦) y

kf + gkp  kfkp + kgkp.

Definición 1.0.16 (Desigualdad de Cauchy - Bunyakovsky - Schwartz). [5] Sean

f, g 2 L
2(⌦), entonces f · g pertenece a L

2(⌦) y se verifica

kfgk1  kfk2kgk2.

4. Espacios de Hilbert

Definición 1.0.17 (Espacio con producto interno). [5] Sea X un espacio vectorial

sobre un campo K, sea R o C.Un producto interno en X es una aplicación:

h·, ·i : X ⇥X �! K

(x, y) 7�! hx, yi

tal que para cualesquier x, y, z 2 X y � 2 K, se tienen:

(1) hx, yi � 0 ; hx, xi = 0 śı y solo śı x = 0

(2) hx, yi = hy, xi
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(3) hx+ y, zi = hx, zi+ hy, zi

(4) h�x, yi = �hx, yi.

El par (X, h·, ·i) es llamado espacio con producto interno. En este caso decimos que

la función:

k, k : X �! K

x 7�! kxk =
p
hx, xi

es una norma inducida por el producto interno h, i.

Ejemplo 5. Sea X = l
2
, si se define h, i sobre l

2
mediante:

h·, ·i : l
2 ⇥ l

2 �! C

(x, y) 7�! hx, yi =
1X

n=1

xnyn

es claro que h·, ·i es un producto interno en l
2
.

Ejemplo 6. Sea X = L
2
, la expresión:

hf, gi =
Z

X

fg dµ

define un producto interno en L
2
.

Proposición 1.0.1 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). [5] Sea X un espacio vec-

torial con producto interno. Entonces

|hx, yi|  kxk · kyk 8x, y 2 X.
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Además de eso, la igualdad ocurre śı, y solamente si, los vectores x, y son lineal-

mente dependientes.

Corolario 1.0.7. [5] Sea X un espacio con producto interno. La función:

k.k : X �! K

x 7�! kxk =
p
hx, xi

es una norma en X.

Definición 1.0.18 (Espacio de Hilbert). [5] Un espacio con producto interno que

es completo en la norma inducida por el producto interno es llamado espacio de

Hilbert. En particular, un espacio de Hilbert es un espacio de Banach con la norma

inducida por el producto interno.

Ejemplo 7. El espacio L
2
con la norma:

kxkL2 =

✓Z

X

|x|2 dµ
◆1

2

es un espacio de Hilbert.

Demostración:

La norma de L2 está inducida por el producto interno del ejemplo 6:

kxk =
p
hx, xi =

Z

X

xx dµ

Por otro lado, el espacio L2 es un caso particular del espacio L
p, cuando p = 2, el

cual es un espacio de Banach. Por tanto, la norma de L2 es una norma completa
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inducida por un producto interno. De esta manera, (L2, k · kL2) es un espacio de

Hilbert.

Ejemplo 8. El espacio l
2
con la norma:

kxkl2 =
 1X

n=1

|xn|2
!1

2

es un espacio de Hilbert.

Proposición 1.0.2 (Ley del paralelogramo). [5] Sea X un espacio vectorial con

producto interno. Entonces, para cualesquiera x, y 2 X, se cumple que:

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2)

Lema 2. [6] Sea (X, k·k) un espacio normado que satisface la ley del paralelogramo.

Definamos ' : X ⇥X �! C mediante:

'(x, y) =
1

4
(kx+ yk2 � kx� yk2 + ikx+ ◆yk2 � ikx� iyk2)

para todo x, y en X, entonces:

a) '(x, y) = '(y, x), para todo x, y en X; (x, x) � 0,'(x, 0) = 0 para todo x 2 X

y '(x, x) = 0 =) x = 0.

b) kx+ y + zk2 + kxk2 + kyk2 + kzk2 = kx+ yk2 + kx+ zk2 + ky + zk2.

Teorema 1.0.8 (Jordan-Von Neuman). [6] Sea (X, k · k) un espacio normado. Si

la norma k · ksatisface la ley del paralelogramo, entonces existe un producto interno
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h, i en X tal que

p
hx, xi = kxk para todo x 2 X.

Demostración:

Definamos ' : X ⇥X �! C como en el lema 2.

i) '(x+ y, z) = '(x, z) + '(y, z) para todo x, y, z en x. En efecto:

Sea b = kxk2 + kyk2 + kzk2, usando b) del lema 2 se obtiene:

kx+ y + zk2 = kx+ yk2 + kx+ zk2 + ky + zk2 � b

kx+ y � zk2 = kx+ yk2 + kx� zk2 + ky � zk2 � b

Entonces:

kx+ y + zk2 � kx+ y � zk2 =
�
kx+ zk2 � kx� zk2

�
+
�
ky + zk2 � ky � zk2

�

Similarmente:

◆kx+y+◆zk2�◆kx+y�◆zk2 = (ikx+izk2�ikx�izk2)+(iky+izk2�iky�izk2

Luego:

'(x+ y, z) = 1
4 [kx+ y + zk2 � kx+ y � zk2 + ikx+ y + izk2 � ikx+ y � izk2]

= '(x, z) + '(y, z).

ii) '(ax, y) = a'(x, y), para todo a 2 R y todo x, y en X.
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En efecto:

'(kx, y) = k'(x, y), 8k 2 N [ {0}.

Además, '(0, y) = '(x + (�x), y) = '(x, y) + '(�x, y), entonces '(�x, y) =

�'(x, y); y por tanto:

'(kx, y) = k'(x, y) 8k 2 Z, 8x, y 2 X.

Ahora, como '(x, y) = "
�
m
�

1
m
x
�
, y
�
= m'

�
x

m
, y
�
se tiene:

'

⇣
x

m
, y

⌘
=

1

m
'(x, y)

lo cual implica que '(qx, y) = q'(x, y) para todo q 2 Q.

Pero la continuidad de k · k implica la continuidad de '. Por tanto:

'(ax, y) = a'(x, y), 8a 2 R y 8x, y 2 X.

iii) Fácilmente se verifica que '(◆x, y) = i'(x, y) y por tanto:

'(cx, y) = c'(x, y), 8c 2 C y 8x, y 2 X.

Como '(y, x) = '(x, y), se tiene que ' es un producto interno en X.

Finalmente '(x, x) = kxk2 y por tanto:

kxk =
p
'(x, x).
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Definición 1.0.19 (Ortogonalidad). [12] Un elemento x de un espacio con producto

interno X se dice que es ortogonal a un elemento y 2 X si

hx, yi = 0.

También decimos que x y y son ortogonales y denotamos x?y.

Teorema 1.0.9 (Proyección ortogonal). [5] Sea X un espacio con producto interno

y sea M un subespacio completo de X, para todo x 2 X existe un único p 2 M tal

que:

kx� pk = dist(x,M) := ı́nf
y2M
kx� yk

Sean X un espacio con producto interno y A un subconjunto de X. Consideremos

al subconjunto

A
? = {y 2 X : hx, yi = 0, 8x 2 A}

Es fácil de probar que A
? es un subespacio cerrado de X.

Nuestro principal objetivo es representar a un espacio de Hilbert como una suma

directa, esto será de gran utilidad para resultados posteriores. Veamos la definición

de suma directa.

Definición 1.0.20 (Suma directa). [12] Se dice que un espacio vectorial X es la

suma directa de dos subespacios Y y Z de X,

X = Y � Z
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si cada x 2 X tiene una única representación

x = y + z y 2 Y, z 2 Z.

Teorema 1.0.10. [12] Sean H un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de

H. Entonces,

H = M �M
?
.

Esto es, cada x 2 H admite una única representación de la forma

x = y + z, z 2M
?
.

El vector y es llamado la proyección ortogonal de x en Y .

La ecuación (1) define una aplicación

P : H �! Y

x 7�! y = Px

P es llamado operador proyección de H sobre Y .

Teorema de Representación de Riesz

Anteriormente se ha hablado sobre funcionales lineales acotados en espacios norma-

dos, pero en esta sección abordaremos los funcionales lineales acotados en espacios

de Hilbert.

En 1909, los matemáticos Frigyes Riesz y Maurice Fréchet obtuvieron un resultado
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importante dentro del estudio de los espacios de Hilbert.

El teorema que veremos más adelante, es conocido como el teorema de representa-

ción de Riesz para espacios de Hilbert, pero también es conocido como el teorema

de Riesz-Fréchet. Este teorema es uno de los más importantes dentro del Análisis

Funcional y genera toda la teoŕıa de los espacios de Hilbert.

Teorema 1.0.11 (Teorema de representación de Riesz). [5] Sea H un espacio de

Hilbert y ' : H �! K un funcional lineal continuo, entonces existe un único y0 2 H

tal que '(x) = hx, y0i para cada x en H y k'k = ky0k.

Demostración:

El teorema se cumple cuando el funcional ' es nulo.

Veamos cuando el funcional ' 6= 0, y0 = 0

Si '(x) = hx, y0i = 0, es decir,

x 2 H,'(x) = 0 =) x 2M = ker(')

ya que

hx, y0i = 0

y0?x =) y0?M

=) y0?M?

Dado que M es un subespacio vectorial cerrado de H y como ' 6= 0, entonces

M 6= H =)M
? 6= {0}.
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Sea x0 2M
?
, x0 6= 0. Consideremos cualquier v 2 H de la siguiente manera:

v = '(x)x0 � '(x0)x, x 2 H

'(v) = '('(x)x0)� '('(x0)x)

'(v) = '(x)'(x0)� '(x0)'(x)

'(v) = 0 =) v 2M.

Pero x0 6= 0 2M , tenemos: hv, x0i = 0, entonces:

0 = hv, x0i = h'(x)x0 � '(x0)x, x0i

= h'(x)x0i � h'(x0)x, x0i

= '(x)hx0, x0i � '(x0)hx, x0i

'(x0)hx, x0i = '(x)hx0, x0i.

Entonces:

'(x) =
'(x0)

hx0, x0i
· hx, x0i.

Si escogemos y0 =
'(x0)

hx0, x0i
· x0, se tiene que:

hx, y0i = hx, '(x0)

hx0, x0i
· x0i, 8x 2 H

= '(x0)
hx0,x0i · hx, x0i

= '(x), 8x 2 H

=) '(x) = hx, y0i, 8x 2 H.

Ahora se probará que y0 es único.
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Supongamos que para todo x 2 H, 9y1, y2 :

'(x) = hx, y1i = hx, y2i, 8x 2 H

=) hx, y1 � y2i = 0

() x = y1 � y2.

Entonces:

hy1 � y2, y1 � y2i = 0

ky1 � y2k2 = 0

() y1 � y2 = 0

=) y1 = y2.

) 9!y0 2 H tal que '(x) = hx, y0i

Ahora demostraremos que k'k = ky0k.

Si ' = 0, entonces se cumple que k'k = ky0k.

Sea '(x) 6= 0 =) y0 6= 0.

De resultados anteriores, se tiene que '(x) = hx, y0i, reemplazamos x por y0, en-

tonces:

ky0k2 = hy0, y0i = '(y0)

=) k'(y0)k  k'kky0k

ky0k2  k'kky0k

ky0k  k'k · · · (↵)
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Considere |'(x)| = |hx, y0i|, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que:

|'(x)|  kxkky0k

k'k = sup
kxk6=0

|'(x)|
kxk  sup

kxk=1
ky0kkxk

k'k  ky0k · · · (�)

De (↵) y (�) se obtiene:

ky0k  k'k  ky0k

k'k = ky0k.

⌅

Definición 1.0.21 (Forma sesquilineal). [12] Sean X e Y espacios vectoriales so-

bre el mismo campo K (= R o C). Entonces una forma sesquilineal (o funcional

sesquilineal) h sobre X ⇥ Y es una aplicación

h : X ⇥ Y �! K

tal que para todo x, x1, x2 2 X e y, y1, y2 2 Y y para todos los escalares ↵, �, se

tienen:

a) h(x1 + x2, y) = h(x1, y) + h(x2, y)

b) h(x, y1 + y2) = h(x, y1) + h(x, y2)

c) h(↵x, y) = ↵h(x, y)

d) h(x, �y) = �h(x, y).
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Aśı, h es lineal en el primer argumento y lineal conjugado en el segundo argumento.

Si X e Y son reales (K = R), entonces (d) es simplemente

h(x, �y) = �h(x, y)

y h es llamado biblineal ya que es lineal en ambos argumentos.

Si X y Y son espacios normados y si existe un número c tal que para todo x, y

|h(x, y)|  ckxkkyk,

entonces decimos que h es acotado, y el número

khk = sup
x2X�{0}
y2Y �{0}

|h(x, y)|
kxkkyk = sup

kxk=1
kyk=1

|h(x, y)|

es llamado norma de h.

Definición 1.0.22 (Forma bilineal). [5] Sean X e Y espacios de Banach sobre

K = R o C. Una forma bilineal h : X ⇥ Y ! K es

a) coerciva si X = Y,K = R y existe una constante � > 0 tal que

h(x, x) � �kxk2, 8x 2 X.

b) simétrica si X = Y y h(x, y) = h(y, x) para cualquier x, y 2 X.

c) no degenerada si el único vector x 2 X tal que h(x, y) = 0, 8y 2 Y para el

vector x = 0; y, análogamente, el único vector y 2 F tal que
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h(x, y) = 0, 8x 2 X el vector y = 0.

d) continua si existe una constante M tal que

|h(x, y)| Mkxkkyk, 8x 2 X, y 2 Y.

Teorema 1.0.12. [12] Sean H1y H2 espacios de Hilbert y

h : H1 ⇥H2 �! K

una forma sesquilineal acotada. Entonces h tiene una representación

h(x, y) = hSx, yi

donde S : H1 �! H2 es una operador lineal acotado. S es únicamente determinado

por h y tiene norma kSk = khk.

⌅
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1.1. Justificación

A diferencia del estudio de la ecuación de Poisson con condición de frontera de Diri-

chlet o de Neumann, las EDPs, de manera general, con condición de frontera de Robin son

poco conocidas, tratadas y desarrolladas. Por lo que este trabajo se justifica en brindar

información y conocimientos del tema.

Por otro lado, la teoŕıa de ecuaciones diferenciales parciales y el análisis funcional son

áreas de la matemática que parecen ser distantes y separadas, pero en realidad, están

fuertemente relacionadas. Por tal motivo, este trabajo de investigación tiene el fin de

dar a conocer la conexión que existe entre estas dos ramas de la matemática. Mediante

este trabajo de investigación, se llegará a entender dicha relación y para llegar a ello se

hará uso de teoŕıas, tales como: la teoŕıa de distribuciones, espacios de Sóbolev, méto-

do variacional; que en los cursos regulares de pregrado no se llegan a tratar, por lo que

este trabajo servirá de material introductorio para futuros estudios de postgrado de los

estudiantes de Matemática. Además, los resultados y conclusiones obtenidos en el pre-

sente serán útiles para investigaciones posteriores de estudiantes y docentes de nuestra

Facultad de Ciencias.

1.2. Planteamiento del problema

1.2.1. Formulación de problemas

El estudio de las ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) comenzó en el siglo XVIII

con el trabajo de matemáticos como Euler, D’Alembert, Lagrange y Laplace. Este estudio

surgió como herramienta central en la descripción de la mecánica y más generalmente,

como el principal modo de estudio anaĺıtico de modelos en la ciencia f́ısica.
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Pero tiempo después, las EDPs también se convirtieron en una herramienta esencial

en otras ramas de la matemática, tales como la geometŕıa diferencial y en el análisis

funcional.

Aśı como surgió el estudio de las EDPs, también se dio inicio a la búsqueda de soluciones

de las mismas.

Resolver una EDP en el sentido clásico, significa que la solución clásica satisface dos

condiciones de un problema bien definido. Es decir, que existe una solución, la solución

hallada es única y solo depende de los datos dados en el problema.

La curiosidad de los matemáticos de la época los llevó a encontrar las soluciones en

sentido clásico. Para ello desarrollaron un gran número de métodos importantes, entre

estos métodos están: separación de variables, superposición de soluciones de ecuaciones

lineales, presentados por D’Alembert en el año 1747 y Euler en 1748.

Estos métodos sirvieron para dar solución a la ecuación de la onda. Ideas similares fueron

utilizadas por Laplace y Legendre en 1782 para la ecuación de Laplace y por Fourier para

la ecuación de calor.

Lastimosamente, estos métodos proporcionados presentaban ciertos inconvenientes,

puesto que exiǵıan demasiada regularidad de la solución de modo que no se llegaba a

satisfacer a la ecuación diferencial parcial de manera adecuada.

De manera general, no se puede esperar que todas las ecuaciones diferenciales parciales

tengan una solución clásica. Para la existencia de una solución clásica, todos los paráme-
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tros deben ser lo suficientemente suaves. En dimensiones superiores, también el dominio

debe satisfacer ciertas condiciones de regularidad. Aśı que, la necesidad de un tratamiento

riguroso de las soluciones de EDPs y problemas de condición de frontera, fue una fuerte

motivación en el desarrollo de herramientas básicas del análisis funcional desde principios

del siglo XX.

En el año 1920, el matemático David Hilbert, creó la idea de la formulación variacional

o formulación débil mediante su teoŕıa de ecuaciones integrales, las cuales provéıan una

moderna aproximación a las ecuaciones diferenciales parciales.

Cuando el matemático Serguei Sobolev introdujo la idea de espacios generalizadas (o de

Sobolev), en 1930, fue una pieza imprescindible que complementó el trabajo de Hilbert.

Esto implicó que las EDPs podŕıan ser mejor manejadas y aśı se facilitaba la obtención

de una solución para las EDPs en sentido débil.

Gracias a los antecedentes anteriores se encontraron resultados favorables para la

búsqueda de soluciones débiles de problemas eĺıpticos con condiciones de frontera de

Dirichlet y Neumann. Dado que cada uno de ellos posee una solución débil, uno se atre-

veŕıa a decir que es factible encontrar una solución de una EDP eĺıptica, en este caso, la

ecuación de Poisson, con condición de frontera de Robin. Esta condición de frontera es

una combinación lineal de los tipos de frontera de Dirichlet y Neumann.

Por eso se planteará la siguiente pregunta de investigación:

¿Existirá solución débil y única de la ecuación de Poisson con condición de frontera de

Robin?
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1.2.2. Delimitación del problema

En el presente trabajo de investigación nos limitaremos a estudiar la existencia y

unicidad de una solución, en sentido débil, de la ecuación de Poisson, ��u = f , un tipo

de ecuación diferencial parcial eĺıptica. En términos espećıficos, la EDP con condición de

frontera a estudiar es: 8
>><

>>:

��u = f en ⌦

@⌘u+ hu = g sobre @⌦

Donde f 2 L
2(⌦), g 2 L

2(@⌦), h > 0,⌦ ⇢ Rn
,⌦ es abierto y acotado.

1.3. Objetivo general

Determinar la existencia y unicidad de la solución débil de la ecuación de Poisson con

condición de frontera de Robin.

1.3.1. Objetivos espećıficos

Definir la teoŕıa de distribuciones.

Explicar los espacios de Sobolev.

Describir el proceso de obtención de la formulación variacional de la ecuación de

Poisson con condición de frontera de Robin.

Aplicar el teorema de Lax-Milgram para obtener una única solución débil del pro-

blema.
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II. MATERIALES Y MÉTODOS

2.1. Materiales y equipos

Bibliograf́ıa básica y especializada.

Revistas y art́ıculos cient́ıficos relacionados al tema de estudio.

Una laptop.

Una impresora.

Una memoria USB de 32GB.

2.2. Métodos

2.2.1. Instrumentos de recolección de datos

Se inició con la lectura de libros concernientes a la teoŕıa de los espacios de Hilbert,

los funcionales lineales acotados en estos espacios y teoremas importantes.

Se hizo un estudio introductorio de la teoŕıa de distribuciones.

Se estudió la teoŕıa de espacios de Sobolev.

Se hizo un breve repaso sobre ecuaciones diferenciales parciales eĺıpticas.

Se dio inicio al estudio de la formulación variacional de la ecuación de Poisson.

Después, se dio la búsqueda de art́ıculos, revistas y más información sobre la com-

prensión y demostración del teorema de Lax-Milgram.
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Se prosiguió con el análisis y estudio exhaustivo de todos los datos recopilados sobre

el objeto de estudio.

Con el respaldo teórico, se inició el estudio de la existencia y unicidad de soluciones

de la formulación variacional de la ecuación de Poisson con condición de frontera

de Robin.

Se discutió todos los resultados obtenidos.

Se presentó las conclusiones de la investigación.
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III. METODOLOGÍA DE LA INVESTIGACIÓN

3.1. Tipo de estudio

a) De acuerdo a la orientación:

• Investigación básica: El presente trabajo de investigación es de tipo básica

ya que está orientada a lograr un nuevo conocimiento, de manera sistemática

y metódica, con el único objetivo de ampliar el conocimiento.

b) De acuerdo a la técnica de contrastación:

• Investigación descriptiva: La investigación de este trabajo es de tipo des-

criptiva ya que el investigador no se apoya bajo ninguna hipótesis. Mas bien,

describe y analiza el tema de estudio para la obtención de información.

3.2. El diseño de investigación

Diseño no experimental:

Los autores de [10], Hernández, Fernández y Baptista (2014), definen a la inves-

tigación no experimental como aquella que utiliza la recolección y análisis de los

datos para afinar las preguntas de investigación o mostrar nuevas interrogantes en el

proceso de explicación. Por ello, este presente trabajo de investigación es de diseño

no experimental.
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3.3. Técnicas e instrumentos de recolección de datos

Se inició con la lectura de libros concernientes a la teoŕıa de los espacios de Hilbert,

los funcionales lineales acotados en estos espacios y teoremas importantes.

Se hizo un estudio introductorio de la teoŕıa de distribuciones.

Se estudió la teoŕıa de espacios de Sobolev.

Se hizo un breve repaso sobre ecuaciones diferenciales parciales eĺıpticas.

Se dio inicio al estudio de la formulación variacional de la ecuación de Poisson.

Después, se dio la búsqueda de art́ıculos, revistas y más información sobre la com-

prensión y demostración del teorema de Lax-Milgram.

Se prosiguió con el análisis y estudio exhaustivo de todos los datos recopilados sobre

el objeto de estudio.

Con el respaldo teórico, se inició el estudio de la existencia y unicidad de soluciones

de la formulación variacional de la ecuación de Poisson con condición de frontera

de Robin.

Se discutió todos los resultados obtenidos.

Se presentó las conclusiones de la investigación.
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IV. RESULTADOS DE LA INVESTIGACIÓN

4.1. Descripción del trabajo de campo

Aqúı veremos el estudio de los temas que se precisan conocer para obtener los resul-

tados de la presente investigación.

4.1.1. Teorema de Lax-Milgram

Sea H un espacio de Hilbert real y T : H ⇥ H ! R una forma bilineal continua y

coerciva.

Entonces, para todo ' 2 H
⇤ funcional lineal continuo, 9!x0 2 H tal que '(x) = T (x, x0), 8x 2

H.

Demostración:

Debemos probar que 8' 2 H
⇤, 9!x0 2 H tal que '(x) = T (x, x0), 8x 2 H · · · (�)

Se tienelo siguiente como datos:

T es bilineal continua y coerciva.

H es un espacio de Hilbert.

Para cada x 2 H fijo, por la continuidad de T , la aplicación y 7! T (x, y) es acotada en

H =) T 2 H
⇤

Por el teorema de representación de Riesz,

T (x, y) = hAx, yi, 8y 2 H
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donde A : H �! H es un operador lineal acotado.

Por otro lado, ' 2 H
⇤ por el teorema de representación de Riesz,

9!z 2 H/'(y) = hz, yi, 8y 2 H

Reformulando (�),

hz, yi = '(y) = T (x, y) = hAx, yi, 8y 2 H

hz, yi = hAx, yi

Esto es equivalente a encontrar un único x tal que Ax = z

Se debe probar que A debe ser lineal, continuo, inyectivo y sobreyectivo.

1. ¿A será lineal? Por el teorema de representación de Riesz, se tiene que

(A [u] , v) = a(u, v). Sean u1, u2, v 2 V y �1,�2 2 R. Entonces:

(A [�1u1 + �2u2] , v) = a(�1u1 + �2u2, v)

= �1a(u1, v) + �2a(u2, v)

= �1(A [u1] , v) + �2(A [u2] , v)

= (�1A [u1] + �2A [u2] , v)

) A [�1u1 + �2u2] = �1A [u1] + �2A [u2] .

) A es lineal.

2. ¿A será continuo?

Sea kAxk2 = hAx,Axi = T (x,Ax)
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Como T es acotado, entonces:

9M/|T (x,Ax)|  MkxkkAxk, 8x 2 H

kAxk2  MkxkkAxk, 8x 2 H

) kAxk  Mkxk, 8x 2 H.

) A es continuo.

3. ¿A será inyectivo?

Esto es equivalente a demostrar que KerA = 0, es decir Ax = 0, x = 0, entonces

por la coercitividad de T , existe c > 0 tal que:

ckxk2  T (x, x)  Ax, xi

ckxk2  hAx, xi  kAxkkxk

De los extremos:

ckxk  kAxk

kxk  1
c
kAxk · · · (")

Puesto que Ax = 0, entonces de (") se tiene que kxk = 0) x = 0

De esta manera, kerA = 0.

) A es inyectivo.

4. ¿A será sobreyectivo?

Esto es equivalente a demostrar R(A) = H.

Primero se probará que R(A) es un subespacio cerrado de H.

Sea una sucesión de Cauchy Yn ⇢ R(A), Yn �! y 2 H.
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Tenemos que demostrar que y 2 R(A).

En efecto:

Yn 2 R(A), 9Xn 2 H/A(Xn) = Yn

De (") se tiene que:

kXm �Xnk 
1

c
kA(Xm �Xn)k.

Entonces Xn es una sucesión de Cauchy.

Como H es un espacio de Hilbert, Xn ! x 2 H.

Por otro lado,

A(Xn) = Yn ! A(x) 2 R(A)

Pero, Yn ! y entonces Ax = y 2 R(A).

Se tiene que R(A) es subespacio cerrado.

Ahora se probará que R(A) = H.

Supongamos que R(A) 6= H, por el teorema de la proyección ortogonal:

H = R(A)�R(A)?

Existe z 2 R(A)?, z 6= 0 tal que hz, yi = 0, 8y 2 R(A)

hz, Axi = 0

T (z, x) = 0

Si hacemos x = z, entonces T (z, z) = 0.
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Por la coercitividad de T , se tiene que:

9c > 0/ckzk2  T (z, z) = 0

Aśı, kzk2 = 0, implicaŕıa que z = 0 (! )

De esa manera, R(A) = H.

) A es sobreyectivo.

De los resultados anteriores, se tiene que existe un único x0 2 H tal que Ax = z

Esto es:

9!x0 2 H tal que '(x) = T (x, x0), 8x 2 H

⌅

4.1.2. Teoŕıa de distribuciones

Sean ⌦ ⇢ Rn un conjunto abierto y f : ⌦ �! R una función medible en sentido de

Lebesgue.

Definición 4.1.1 (Soporte de una función). Dada una función continua µ : ⌦ �! R, se

define el soporte µ, denotado por ” sopt(µ)” como el conjunto:

sopt(µ) = {x 2 ⌦/µ(x) 6= 0} \ ⌦

Proposición 4.1.1. Sean µ, v : ⌦ �! R funciones medibles. Entonces:

1. sopt(µ+ v) ⇢ soptµ [ sopt v
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2. sopt(µ · v) ⇢ soptµ \ sopt v

3. Para � 6= 0, sopt(�µ) = sopt(µ).

Demostración:

1. Recordar que, dados dos conjuntos A y B, entonces A ⇢ B , B
c ⇢ A

c.

Por eso, demostraremos que:

(sopt(u) [ sopt(v))c ⇢ soptc(u+ v)

que a su vez es equivalente a probar soptc(u) \ soptc(v) ⇢ soptc(u + v). Para esto

tomemos un elemento:

x 2 soptc(u) \ soptc(v)) x 2 soptc(u) ^ x 2 soptc(v)

) u(x) = 0 c.p.t en ⌦ ^ v(x) = 0 c.p.t en ⌦

) u(x) + v(x) = (u+ v)(x) = 0 c.p.t en ⌦

) x 2 sopt
c(u+ v).

) sopt(u+ v) ⇢ sopt(u) [ sopt(v).

2. Recordar que, dados dos conjuntos A y B, entonces A ⇢ B , B
c ⇢ A

c.

Por eso, demostraremos que:

(sopt(u) \ sopt(v))c ⇢ soptc(uv)

que a su vez es equivalente a demostrar soptC(u)[ soptc(v) ⇢ soptc(uv).
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Para esto tomemos un elemento:

x 2 soptc(u) [ soptc(v)) x 2 soptc(u) _ x 2 soptc(v)

) u(x) = 0 c.t.p en ⌦ _ v(x) = 0 c.t.p en ⌦

) u(x)v(x) = (uv)(x) = 0 c.t.p en ⌦

) x 2 soptc(uv).

) sopt(uv) ⇢ sopt(u) \ sopt(v).

3. Para � 6= 0, sopt(�µ) = sopt(µ), obsérvese que:

sopt(�u) = sopt(u)() soptc(�u) = soptc(u)

pero

soptc(�u) = {x 2 ⌦ : (�u)(x) = 0}

= {x 2 ⌦ : �u(x) = 0}

=

⇢
x 2 ⌦ : u(x) =

0

�

�

= {x 2 ⌦ : u(x) = 0}

= soptc(u).

Por lo tanto si � 6= 0 entonces sopt(�u) = sopt(u).

Definición 4.1.2. Definimos C
1
0 (⌦) como el espacio de todas las funciones infinita-

mente diferenciables que tienen soporte compacto en ⌦. Llamaremos funciones test a los

elementos de C
1
0 (⌦).
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Ejemplo 9. La función µ : (0, 2) �! R, donde 8x 2 (1, 2), µ(x) 6= 0, no pertenece a

C
1
0 (⌦) ya que soptµ = [1, 2) no es compacto.

Ejemplo 10. La función: f(x) =

8
>><

>>:

cos(x), |x| < ⇡

2

0, |x| � ⇡

2

no es una función C
1
, porque

ĺım
x!⇡

2

d

dx
cos(x) = � ĺım

x!⇡
2

sen(x) = � sen
⇣
⇡

2

⌘
= �1 6= 0.

Por lo tanto, no pertenece al espacio C
1
0 (⌦).

Ejemplo 11. La función µ : R3 �! R, ⌦ = R3
, dada por:

µ(x) =

8
>><

>>:

e
1

kxk2�1 , kxk < 1

0 , kxk � 1

pertenece al espacio C
1
0 (R3), ya que µ 2 C

1
. Por otra parte; sopt(µ) = B(0, 1) es un

subconjunto compacto de R3
. De esa manera, µ 2 C

1
0 (R3).

Teorema 4.1.1. C1
0 (⌦) es denso en L

p
para cada 1  p <1.

Demostración: Véase [10], página 431.

Teorema 4.1.2. Si ' 2 C
1
0 (⌦), entonces D

↵
' 2 C

1
0 (⌦) para cualquier ↵.

Demostración:

Dado que D
↵
' es la derivada parcial de ' 2 C

1
0 (⌦), entonces se tiene que D

↵
' es

infinitamente diferenciable.

Por otro lado, sea x0 62 sopt', entonces existe " > 0 tal que B(x0, ") \ sopt' = ;.

Luego, '(x) = 0, 8x 2 B(x0, ").
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Consideremos x 2 B(x0,
"

2
) y sea h 2 R; |h| < "

2
.

Entonces

kx+ he1 � x0k  kx� x0k+ khe1k

 "

2
+ |h|

 "

2
+
"

2

< ".

Aśı:

@'

@x1
(x) = ĺım

h!0

'(x+ he1)� '(x)
h

= 0

Entonces @'

@x1
(x) = 0, 8x 2 B(x0, "), de modo que x 62 sopt @'

@x1
(x).

Consecuentemente:

x0 62 sopt
@'

@xj

, 8j = 1, n

Por lo tanto,

soptC ' ⇢ soptC
✓
@'

@xj

◆
() sopt

✓
@'

@xj

◆
⇢ sopt'

Finalmente sopt
⇣

@'

@xj

⌘
es compacto.

Si se repite el mismo procedimiento para |↵| veces, se tiene que:

D
↵
' 2 C

1
0 (⌦), 8' 2 C

1
0 (⌦).

⌅
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Definición 4.1.3. Sea {'n} ⇢ C
1
0 (⌦). Decimos que 'n �! ' en C

1
0 (⌦) si:

1. 9K compacto contenido en ⌦ tal que

sopt'n ⇢ K ^ sopt' ⇢ K.

2. Para cada ↵ 2 Nn
, la sucesión D

↵
'n �! D

↵
' uniformemente en K, es decir:

sup
x2K

|D↵
'n �D

↵
'| �! 0, cuando n �!1.

Teorema 4.1.3. Sea K =

Z

RN

µ(x)dx, siendo µ la función definida en el ejemplo 11.

Para cada n 2 N considere la función µn : Rn �! R definida por:

µn(x) =

✓
n
N

k

◆
µ(nx), 8x 2 Rn

Para cada n, µn es una función test en Rn
, con las siguientes propiedades:

(1) 0  µn(x) 
n
N

ke
.

(2)

Z

RN

µn(x)dx =

Z

kxk 1
n

µn(x)dx = 1.

(3) soptµn = {x 2 RN
/kxk  1

n
}.

Demostración:

1.

µ(nx) =

8
>><

>>:

e
1

knxk2�1 , knxk < 1

0 , knxk � 1
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Se sabe que knxk < 1, entonces:

0  knxk2 < 1

�1  knxk2 � 1 < 0

�1 <
1

knxk2  �1

e
�1

< e

1

knxk2  e
�1

0 < e

1

knxk2  1

e

0 <
n
N

k
e

1

knxk2  n
N

ke

0 < µn(x)  n
N

ke

Si knxk � 1 =) µ(nx) = 0, entonces:

0  µ(x)  n
N

ke
.

2. Z

RN

µn(x) dx =

Z

B(0,1/n)

µn(x) dx+
⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠:0Z

Rn\B(0,1/n)

µn(x) dx

=

Z

kx�0k<1/n

µn(x) dx

=

Z

kxk<1/n

µn(x) dx

Por otra parte,
Z

RN

µn(x) dx =

Z

RN

n
N

k
µ(nx) dx.

Sea z = nx = (nx1, nx2, nx3, . . . , nxN) =) dz = |nN |dx, entonces dx= dz

nN
.
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De esta manera Z

RN

µn(x) dx =

Z

RN

⇢⇢nN

k
µ(z)

dz

⇢⇢nN

=
1

k

Z

RN

µ(z) dz

=
1

◆◆k
·◆◆k

= 1.

3.

µ(nx) =
n
N

k
µ(nx) =

8
>><

>>:

e
1

knxk2�1 , knxk < 1

0 , knxk � 1

soptµn(x) = {x 2 RN/µn(x) 6= 0} \ RN

= {x 2 RN/µn(x) 6= 0}

= B

✓
0,

1

n

◆

= B

✓
0,

1

n

◆

= {x 2 RN
/kxk  1

n
}.

⌅

Definición 4.1.4 (Sucesiones Regularizantes). Una sucesión µn de funciones test en RN

con las propiedades (1), (2) y (3) del teorema anterior, es denominada sucesión regulari-

zante (o familia mollifiers).

Definición 4.1.5 (Convolución). Sean f, g funciones de valor real definidos en RN
. De-

finimos la convolución f ⇤ g por:

(f ⇤ g)(x) =
Z

RN

(f ⇤ g)(x� y)g(y)dy
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Propiedades: Sean f, g, h 2 L
1(RN). Entonces:

i) f ⇤ g = g ⇤ f

ii) f ⇤ (g ⇤ h) = (f ⇤ g) ⇤ h

iii) (↵f + �g) ⇤ h = ↵(f ⇤ h) + �(g ⇤ h) ↵, � 2 R.

Puesto que el conjunto C
1
0 (⌦) está dado de la siguiente manera:

C
1
0 (⌦) = {f : ⌦ ⇢ RN ! R/f 2 C

1 y sopt f es compacto en ⌦}

Sea {'n}1n=1 ⇢ C
1
0 (⌦),'n ! ' en C

1
0 (⌦) si:

(1) 9K, compacto, K ⇢ ⌦ tal que sopt'n, sopt' ⇢ K

(2) D
↵
'n ! D

↵
' uniformemente en K para todo ↵ 2 NN , i.e.

sup
x2K

|D↵
'n(x)! D

↵
'(x)|! 0, cuando n!1.

Denominaremos ”c” a las condiciones (1) y (2).

Notación: D(⌦) denota al espacio C
1
0 (⌦) con la notación de convergencia ”c”.

D(⌦) : Espacio de las funciones prueba o funciones test .

Definición 4.1.6 (Distribución). Una distribución sobre D(⌦) es un funcional lineal

dado de la siguiente manera:

T : D(⌦) �! R

' 7�! hTf ,'i =
Z

⌦

f(x)'(x)dx
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que es continua según la convergencia definida en D(⌦), es decir:

1) hT,↵'+  i = ↵hT,'i+ hT, i

2) Si {'n}n2N ⇢ D(⌦) y ' 2 D(⌦) tal que 'n ! ' entonces hT,'ni ! hT,'i en R.

Nota: hTf ,'i no implica producto interno, es solo una notación. Por lo tanto, si se

escribe hTf ,'i es igual que Tf (').

Ejemplo 12 (Distribución Delta de Dirac). �- Dirac en x0 2 ⌦(�x0)

�x0 : D(⌦) �! R

' 7�! h�x0 ,'i = '(x0)

En efecto:

�x0 es una transformación lineal:

Sean ↵ 2 R,', 2 D :

�x0(↵'+  ) = (↵'+  )(x0)

= ↵'(x0) +  (x0)

= ↵�x0(') + �x0( ).

) �x0 es lineal .

�x0 es continua.

Sean 'n ! ' en D(⌦). Queremos demostrar que �x0('n)! �x0(')
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En efecto:

|�x0('n)� �x0(')| = |'n(x0)� '(x0)|

= |D↵
'n(x0)�D↵

'(x0)|

 sup |D↵
'n(x0)�D↵

'(x0)| !
n!1

0.

) �x0 es continua .

De los resultados anteriores, se concluye que �x0 es una distribución.

Ejemplo 13. Sea µ 2 L
1
loc
(⌦). La función:

Tµ : D(⌦) �! R

' 7�! hTµ,'i =
Z

⌦

µ(x)'(x)dx

es una distribución.

Demostración:

L
1
loc
(⌦) = {f : ⌦! R/f es medible ^

Z

K

|f |dx < +1, 8K compacto contenido en ⌦}

¿ Tµ estará bien definida?
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Si ' 2 D(⌦)) ' 2 C
1
0 (⌦)) sopt' = K ⇢ ⌦ =) µ 2 L

1
loc
(K)

Tµ(') = |
Z

⌦

µ(x)'(x)dx|


Z

K

|µ(x)||'(x)|dx+
⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠⇠:0Z

⌦\K
|µ(x)||'(x)|dx


Z

K

sup
x2K

|'(x)||µ(x)|dx

= k'k1
Z

K

|µ(x)|dx
| {z }

<+1

< +1.

) T śı está bien definida.

Dado que T está bien definida, procederemos con revisar si es lineal y continua.

Tµ es lineal:

Sea ↵ 2 R,', 2 D(⌦), entonces:

Tµ(↵'+  ) =

Z

⌦

µ(x)[↵'+  ](x)dx

=

Z

⌦

[↵µ(x)'(x) + µ(x) (x)]dx

= ↵

Z

⌦

↵µ(x)'(x)dx+

Z

⌦

µ(x) (x)dx

= ↵Tµ(') + Tµ( ).

Usando la otra notación: hTµ,↵'+  i = ↵hTµ,'i+ hTµ, i.

Tµ es continua:

Sea 'n ! ' en D(⌦), es decir, 9K ⇢ ⌦ compacto tal que sopt('n) ^ sopt(') ⇢ K

y sup
x2K

|D↵
'n(x)! D

↵
'(x)|! 0, cuando n!1, 8↵ 2 Nn

Queremos demostrar que: Tµ('n)! Tµ(') en R.
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En efecto:

|Tµ('n)� Tµ(')| = |
Z

⌦

µ(x)'n(x)dx�
Z

⌦

µ(x)'(x)dx|

= |
Z

⌦

µ(x)['n(x)� '(x)]dx|


Z

K

|µ(x)||'n(x)� '(x)|dx


Z

K

|µ(x)|k'n � 'k1dx

Cuando n!1; k'n � 'k1 ! 0 y

Z

K

|µ(x)|dx = C < +1.

Lo cual demuestra que:

ĺım
n!1

|Tµ('n)� Tµ(')| = 0.

) Tµ es continua.

Hasta ahora se ha visto el espacio de las funciones test D(⌦), al espacio vectorial de

las formas lineales continuas sobre D(⌦), se le denota D0(⌦) y se le denomina el espacio

de las distribuciones sobre ⌦.

Al conjunto de todas las distribuciones sobre ⌦ se le denota D0(⌦)

D0(⌦) = {T : D(⌦)! R/T es una distribución}.

A partir de ahora, si T 2 D0(⌦), usaremos de manera indistinta las notaciones T (') y

hT,'i.
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Proposición 4.1.2. Para cada u 2 L
1
loc
(⌦) denotemos por Tu la aplicación definida sobre

D(⌦) con valores en R, dada por:

hTu,'i =
Z

⌦

u(x)'(x)dx 8' 2 D(⌦).

Entonces Tu 2 D0(⌦), y la aplicación u 2 L
1
loc
(⌦)! Tu 2 D0(⌦) es lineal e inyectiva.

Nota: A partir de ahora, si u 2 L
1
loc
(⌦) identificamos u con la distribución sobre ⌦,

es decir:

Tµ(') = hTµ,'i

= hµ,'i

= µ(')

=

Z

⌦

µ(x)'(x) dx.

Con esta identificación, teniendo en cuenta la proposición precedente, resulta que

L
1
loc
(⌦) es un subespacio vectorial de D0(⌦).

Definición 4.1.7 (Derivada de una distribución). Dada T 2 D0(⌦), para cualquier mul-

tiindice ↵ se define D
↵
T, la derivada ↵ de T, como el elemento de D0(⌦) determinado de

manera uńıvoca por la igualdad,

hD↵
T,'i = (�1)|↵| hT,D↵

'i , 8' 2 D(⌦).

Nota :

a) D
↵
T es una distribución.
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b) Es también fácil comprobar que la derivación es una operación lineal secuencialmen-

te continua en D0(⌦), es decir, para todo multiindice de derivación ↵ la aplicación

T 2 D0(⌦)! D
↵
T 2 D0(⌦)

es lineal y tal que Tn ! T en D0(⌦), implica que

D
↵
Tn ! D

↵
T en D0(⌦).

c) Se tiene la independencia del orden en la derivación, es decir, para todo par ↵ y �

de multinatices de derivación y toda T 2 D0(⌦) se tiene que

D
↵
�
D

�
T
�
= D

� (D↵
T ) = D

↵+�
T.

d) Dada una función µ 2 L
1
loc
(⌦), no se puede afirmar que D

↵
µ 2 L

1
loc
(⌦).

Ejemplo 14. Dada una función µ(x) = |x|. Hallar µ
0(x) en D0(⌦),⌦ = (�1, 1)

Solución:

Como µ 2 L
1
loc
(⌦) =) Tµ 2 D0(⌦).

Entonces

hD1
Tµ,'i = (�1)1 hTµ, @

1
'i , 8' 2 D(⌦)

= �
Z 1

�1

µ(x)'0(x) dx

= �
⇢Z 0

�1

�x'0(x) dx+

Z 1

0

x'
0(x) dx

�

Tenemos que hµ0
,'i = �

⇢Z 0

�1

�x'0(x) dx+

Z 1

0

x'
0(x) dx

�
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Integrando por partes:

µ = x ! dµ = dx

dv = '
0(x) ! v = '(x)

Entonces:
Z 0

�1

µ(x)'0(x) dx = x'(x)|0�1 �
Z 0

�1

'(x) dx

Volviendo a la ecuación:

hµ0
,'i =

Z 0

�1

x'
0(x) dx�

Z �1

0

x'
0(x) dx

= x'(x)|0�1 �
Z 0

�1

'(x) dx�
⇢
x'(x)|10 �

Z 1

0

'(x) dx

�

= '(�1)�
Z 0

�1

'(x) dx�
⇢
'(1) +

Z 1

0

'(x) dx

�

= ⇠⇠⇠⇠: 0
'(�1)����* 0

'(1)�
Z 0

�1

'(x) dx+

Z 1

0

'(x) dx

=

Z 1

�1

f(x)'(x) dx

De modo que:

hµ0
,'i =

Z 1

�1

f(x)'(x) dx = hTf ,'i

Por lo tanto µ
0 = f , donde:

f(x) =

8
>><

>>:

�1 ,�1  x < 0

1 , 0 < x  1

Ejemplo 15. Calcular la derivada distribucional de la siguiente función:

µ(x) =

8
>><

>>:

0 ,�1  x < 0

1 , 0  x  1

65



donde ⌦ = [�1, 1]

Solución:

Dado que µ 2 L
1
loc
(⌦) =) Tµ 2 D0(⌦).

Entonces:

hµ0
,'i = �

Z 1

�1

µ(x)'0(x) dx

= �
Z 0

�1

µ(x)'0(x) dx+

Z 1

0

µ(x)'0(x) dx

�

= �
Z 1

0

'
0(x) dx

= �'(x)|10

= �'(1) + '(0)

= '(0)

= �0(').

De lo anterior se tiene que:

hµ0
,'i = �0(') = h�0,'i.

) µ
0 = �0.

⌅

4.1.3. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev constituyen una de las partes más relevantes de las herra-

mientas funcionales para el tratamiento de problemas de condición de frontera.

Estos espacios están definidos sobre un dominio arbitario ⌦ ⇢ Rn y son subespacios

vectoriales de diversos espacios de Lebesgue L
p(⌦).
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Definición 4.1.8 (Normas de Sobolev). Se define un funcional k · km,p , donde m es un

entero positivo y 1  p  1, como sigue:

kukm,p =

0

@
X

0|↵|m

kD↵
ukp

p

1

A
1/p

si 1  p <1, (1)

kukm,1 = máx
0|↵|m

kD↵
uk1 (2)

Definición 4.1.9 (Espacio de Sobolev). Para cualquier m entero positivo y 1  p  1,

consideramos tres espacios vectoriales en los cuales k · km,p es una norma:

(a) H
m,p(⌦) ⌘ la completitud de {u 2 C

m(⌦) : kukm,p < 1} con respecto a la norma

k · km,p,

(b) W
m,p(⌦) ⌘ {u 2 L

p(⌦) : D↵
u 2 L

p(⌦) para 0  |↵|m}, donde D
↵
u es la derivada

débil (o distribucional) parcial, y

(c) W
m,p

0 (⌦) ⌘ la clausura de C
1
0 (⌦) en el espacio W

m,p(⌦).

Equipados con la norma apropiada (1) o (2), estos espacios son llamados espacios de

Sobolev sobre ⌦.

Claramente, W
0,p(⌦) = L

p(⌦) y si 1  p < 1,W
0,p
0 (⌦) = L

p(⌦), porque C
1
0 es denso

en L
p(⌦). Para cualquier m, se tiene la siguiente cadena de encajes

W
0,p
0 (⌦) ⇢ W

m,p(⌦) ⇢ L
p(⌦).

Teorema 4.1.4. Def́ınase

W = {v 2 H : Lv 2 Z}
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y

hu, viW = hu, viH + hLu, LviZ . (1)

Entonces W es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por (1). El encaje de

W en H es continuo y la restricción de L en W es continua desde Wa Z.

Demostración:

Está claro que (1) cumple con las condiciones de un espacio interno, con la norma inducida

kukW =
q
kuk2

H
+ kLuk2

Z
.

De esta manera, W es un espacio con producto interno.

Para la completitud de este espacio, tomemos {vk} una sucesión de Cauchy en W . Debe-

mos demostrar que existe v 2M tal que vk ! v en H y Lvk ! Lv en Z.

Obsérvese que {vk} y {Lvk} son sucesiones de Cauchy en H y Z, respectivamente. De

modo que, existe v 2 H y z 2 Z tal que vk ! v en H y Lvk ! Lv en Z.

La continuidad de L y (1) dan como resultado:

Lvk ! Lv en D0 (⌦;Rn) y Lvk ! z en D0 (⌦;Rn) .

Dado que el ĺımite de la sucesión en D0 (⌦;Rn) es único, se infiere queLv = z.

Por lo tanto:

Lvk ! Lv en Z

y W es un espacio de Hilbert.
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De la continuidad del encaje W ⇢ H se obtiene que

kukH  kukW

mientras que la continuidad de L|W : W ! Z proviene de

kLukZ  kukW .

⌅

Sea ⌦ ⇢ Rn un conjunto abierto y sea p 2 R con 1  p  1.

Definición 4.1.10. El espacio de Sobolev W
m,p(⌦) se define por

W
m,p(⌦) = {f 2 L

p(⌦) |D↵
f 2 L

p(⌦), 8↵ 2 Nn :|↵|  m} ⇢ L
p(⌦)

Se establece también:

H
m(⌦) = W

m,2(⌦)

De ese modo, los espacios de Sobolev expresados por W
m,p(⌦) llegan a ser espacios de

Hiblert.

Para u 2 W
1,p(⌦), se define @u

@xi
= gi, y se escribe:

ru = grad u =

✓
@u

@x1
,
@u

@x2
, . . . ,

@u

@xN

◆
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El espacio W
1,p(⌦) está equipado con la norma

kukW 1,p = kukp +
NX

i=1

����
@u

@xi

����
p

en ocasiones con la norma equivalente

✓
kukp

p
+
P

N

i=1

��� @u

@xi

���
p

p

◆1/p

, si 1  p <1.

Teorema 4.1.5. (Wm,p(⌦), k · km,p) es un espacio normado. Donde:

W
m,p(⌦) = {f 2 L

p(⌦) |D↵
f 2 L

p(⌦), 8↵ 2 Nn :|↵|  m} ⇢ L
p(⌦)

kfkm,p =

2

4
X

|↵|m

kD↵
fkp

Lp(⌦)

3

5
1/p

, 1  p <1.

Demostración:

Para probar que el espacio (Wm,p(⌦), k · km,p) es un espacio normado, veamos primero

que sea un espacio vectorial.

W
m,p(⌦) es un subespacio vectorial:

Sean f y g 2 W
m,p(⌦) y sea � 2 R, probaremos que �f + g 2 W

m,p(⌦).

Para ello, será suficiente demostrar que �f + g 2 L
p(⌦) y D

↵(�f + g) 2 L
p(⌦).

Dado que L
p(⌦) es un espacio vectorial, se verifica que �f + g 2 L

p(⌦).

Veamos si D↵(�f + g) 2 L
p(⌦).

En efecto;
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Para f, g 2 L
p(⌦) entonces D↵

f,D
↵
g 2 L

p(⌦) luego:

D
↵(�f + g) 2 L

p(⌦)()
Z

⌦

|D↵(�f + g)|p du =

Z

⌦

|D↵
�f +D

↵
g|p du


Z

⌦

|D↵
�f |p du+

Z

⌦

|D↵
g|p du

= �

Z

⌦

|D↵
f |p du+

Z

⌦

|D↵
g|p du

< +1.

Entonces D↵(�f + g) 2 L
p(⌦).

) W
m,p(⌦) es un subespacio vectorial .

Veamos si k · km,p es una norma, donde:

kfkm,p =

2

4
X

|↵|m

kD↵
fkp

Lp(⌦)

3

5
1/p

, 1  p <1

i) kfkm,p � 0

En efecto:

kfkm,p =

2

64
X

|↵|m

kD↵
fkp

Lp(⌦)| {z }
�0

3

75

1/p

� 0.

ii) kfkm,p = 0() f = 0

=)] Si kfkm,p,⌦ =
hP

|↵|m
kD↵

fkp
Lp(⌦)

i1/p
= 0 =) kD↵

fkp
Lp(⌦) = 0,

entonces:

D
↵
f = 0, 8|↵|  m

) f = 0; c.t.p en ⌦, 8|↵|  m.

[(= Si f = 0; c.t.p en ⌦, entonces kfkm,p,⌦ = 0.
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iii) �kfkm,p = |�|kfkm,p

En efecto:

Sea � 2 R y f 2 W
m,p(⌦), entonces :

k�fkm,p =

2

4
X

|↵|m

kD↵(�f)kp
Lp(⌦)

3

5
1/p

=

2

4
X

|↵|m

|�|p kD↵(f)kp
Lp(⌦)

3

5
1/p

= (|�|p)1/p
2

4
X

|↵|m

|�| kD↵(f)kp
Lp(⌦)

3

5
1/p

| {z }
=kfkm,p,⌦

= |�|kfkm,p.

iv) kf + gkm,p  kfkm,p + kgkm,p

Sean f, g 2 W
m,p(⌦), entonces:

kf + gkm,p =

2

4
X

|↵|m

kD↵(f + g)kp
Lp(⌦)

3

5
1/p

=

2

4
X

|↵|m

Z

⌦

|D↵(f + g)|p du

3

5
1/p


X

|↵|m

(kD↵
fk

Lp + kD↵
gk

Lp)
p

Aplicando la desigualdad de Minkowski para sumas:

kf + gkm,p 

0

@
X

|↵|m

kD↵
fkp

Lp

1

A
1/p

+

0

@
X

|↵|m

kD↵
gkp

Lp

1

A
1/p

= kfkm,p + kgkm,p.
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Por lo tanto:

kf + gkm,p  kfkm,p + kgkm,p.

Aśı queda demostrado que (Wm,p(⌦), k · km,p) es un espacio normado.

Teorema 4.1.6. (Wm,p(⌦), k . km,p) es un espacio de Banach.

Demostración:

Sea {fn}n2N una sucesión de Cauchy en W
m,p(⌦), entonces dado " > 0, 9n0 2 N tal que

kfn � fkkm,p < ", 8n, k � n0, esto es:

kfn � fkkm,p =

0

@
X

|↵|m

Z

⌦

|D↵(fn � fk)(x)|p dx

1

A
1/p

=

0

@
X

|↵|m

Z

⌦

|D↵
fn(x)�D

↵
fk(x)|p dx

1

A
1/p

< ".

Entonces:

kfn � fkkpm,p
=

X

|↵|m

Z

⌦

|D↵
fn(x)�D

↵
fk(x)|p dx < "

p

=
X

|↵|m

Z

⌦

|D↵
fn(x)�D

↵
fk(x)|p dx < "

p

De modo que:

kD↵
fn �D

↵
fkkpp =

Z

⌦

|D↵
fn(x)�D

↵
fk(x)|p dx < "

p
, 8|↵|  m

kD↵
fn �D

↵
fkkp < ", 8|↵|  m.

De esto vemos que {D↵
fn}n2N es una sucesión de Cauchy en L

p(⌦), 8|↵| 6 m. Sabemos

también queel espacio Lp(⌦) es un espacio de Banach, entonces 9f↵ en L
p(⌦) tal que
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D
↵
fn �! f↵, cuando n �!1, esto es:

ĺım
n�!1

D
↵
fn = f↵, 8|↵| 6 m.

Además, como W
m,p(⌦) ⇢ L

p(⌦) y L
p(⌦) es Banach, entonces 9f 2 L

p(⌦) tal que

fn �! f y D
↵
fn �! f↵, cuando n �! 1 en L

p(⌦).Entonces bastará demostrar que

f↵ = D
↵
f , y para esto procedemos de la siguiente manera:

Como L
p(⌦) ⇢ L

1
Loc

(⌦) y además {fn} ⇢ L
p(⌦) y f 2 Lp(⌦), entonces cada fn

determina una distribución Tfn 2 D
0(⌦) y Tf 2 D

0(⌦).

Luego 8� 2 D(⌦) tenemos:

Tfn : D(⌦) �! R

' 7�! Tfn(') =

Z

⌦

fn(x)'(x) dx.

Tf : D(⌦) �! R

� 7�! Tf (�) =

Z

⌦

f(x)'(x) dx.

Entonces:

|Tfn(')� Tf (')| = |
Z

⌦

fn(x)'(x) dx�
Z

⌦

f(x)'(x) dx|

= |
Z

⌦

(fn(x)� f(x))'(x) dx|


Z

⌦

|fn(x)� f(x)||'(x)| dx

por la desigualdad de Hölder se tiene que:

|Tfn(')� Tf (')| k fn � fkp k ' kq�! 0, cuando n �!1.
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Luego, Tfn(') �! Tf (�), para cualquier ' 2 D(⌦), cuando n �!1.

Similarmente, {D↵
fn}n2N converge a f↵ en L

p(⌦) y L
p(⌦) ⇢ L

1
Loc

(⌦), entonces cada

D
↵
fn y f↵ determinan una distribución TD↵fn , Tf↵ 2 D

0(⌦).

Luego 8� 2 D(⌦) tenemos:

TD↵fn : D(⌦) �! R

' 7�! TD↵fn(') =

Z

⌦

D
↵
fn(x)'(x) dx.

Tf↵ : D(⌦) �! R

� 7�! Tf↵(') =

Z

⌦

f↵(x)'(x) dx.

Entonces:

|TD↵fn(')� Tf↵(')| = |
Z

⌦

D
↵
fn(x)'(x)dx�

Z

⌦

f↵(x)'(x) dx|

= |
Z

⌦

(D↵
fn(x)� f↵(x))'(x) dx|


Z

⌦

|D↵
fn(x)� f↵(x)||'(x)| dx

Por la desigualdad de Hölder se tiene que:

|TD↵fn(')� Tf↵(')| k D↵
fn � f↵ kpk ' kq�! 0, cuando n �!1.

Entonces TD↵fn(') �! Tf↵('), para cualquier ' 2 D(⌦), cuando n �!1.
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Además:

Tf↵(') = ĺım
n�!1

TD↵fn(') = ĺım
n�!1

(�1)|↵|Tfn(D
↵
')

= (�1)|↵|Tf (D↵
') = TD↵f('), ' 2 D(⌦).

Por lo tanto f↵ = D
↵
f en el sentido de distribuciones, 8|↵|  m, y f 2 W

m,p(⌦).

Como ĺım
n�!1

kfn � fkm,p = 0, entonces Wm,p(⌦) es un espacio de Banach.

El espacio H
1(⌦)

Es un espacio de Sobolev conformado por las funciones en L
2(⌦), cuyas primeras derivadas

en el sentido de distribuciones son funciones en L
2(⌦). Para este espacio usamos el śımbolo

H
1(⌦). De esta manera:

H
1(⌦) = {v 2 L

2(⌦) : rv 2 L
2(⌦,Rn)}

El producto interno de H
1(⌦) está definido por:

(u, v)H1(⌦) =

Z

⌦

uv dx+

Z

⌦

ru ·rv dx

y la norma de H
1(⌦) está definido por:

kuk2
H1(⌦) =

Z

⌦

u
2
dx+

Z

⌦

|ru|2dx

que es igual a:

kuk2
H1(⌦) = kuk2L2(⌦) + kruk2L2(⌦,Rn).
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De esta manera, se obtiene una relación con la norma del espacio L
2(⌦), estudiado pre-

viamente.

Teorema 4.1.7. Sea ⌦ un dominio abierto y acotado. Entonces D(⌦) es denso en H
1(⌦).

Es decir, si u 2 H
1(⌦), existe una sucesión (um) ⇢ D(⌦) tal que

kum � ukH1(⌦) ! 0 cuando m! +1.

El espacio H
1
⇤ (⌦)

Es un espacio de Hilbert de funciones H
1(⌦), con una norma equivalente a la estándar

en este espacio. k · kH1
⇤

kuk2
H1

⇤
=

Z

⌦

|ru|2 dx+

Z

@⌦

u
2
ds.

La norma de H
1
⇤ (⌦) está inducida por el siguiente producto interno:

(u, v)H1
⇤ =

Z

⌦

ru ·rv dx+

Z

@⌦

u · v ds.

Definición 4.1.11 (Fórmula de Green). Se presenta de dos maneras:

i) Para u 2 H
2(⌦) y v 2 H

1(⌦), la primera fórmula de Green está dada por:

Z

⌦

�u(x)v(x) dx = �
Z

⌦

ru(x)rv(x) dx+

Z

@⌦

@u

@⌘
(s)v(s) ds.

ii) Para u, v 2 H
2(⌦), la segunda fórmula de Green está dada por:

Z

⌦

�u(x)v(x) dx�
Z

⌦

�v(x)u(x) dx =

Z

@⌦

@u

@⌘
(s)v(s) ds�

Z

@⌦

@v

@⌘
(s)u(s) ds.
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4.2. Presentación del resultado

4.2.1. Ecuación de Poisson con condición de frontera de Robin homogénea

Dado f 2 L
2(⌦). Determinar u definida y solución de:

8
>><

>>:

��u = f en ⌦

@⌘u+ hu = 0 sobre @⌦

(2)

Donde , h > 0,⌦ ⇢ Rn
,⌦ es dominio abierto y acotado y @⌘u es el vector unitario normal

hacia afuera sobre @⌦.

Para dar solución a este problema, se seguirán las siguientes etapas:

1. En este paso se debilitará a la ecuación de Poisson, para ello, se selecciona un

espacio de funciones test, compatible con las condiciones de frontera del problema.

Multiplicamos la ecuación diferencial por una función test e integramos sobre el

dominio ⌦.

2. Después, se asume que todos los datos del problema son suaves, para luego integrar

la ecuación debilitada, utilizando las condiciones de frontera y aśı obtener una

ecuación integral (la formulación variacional).

3. Finalmente, se interpreta la ecuación integral como un problema variacional abs-

tracto en un adecuado espacio de Hilbert para aplicar las condiciones del teorema

de Lax-Milgram.

Etapa 1: Supongamos que f es suave y u 2 H
2 es una solución suficientemente

regular de (2). Seleccionamos a C
1(⌦) como el espacio de funciones test, para poder
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incorporar las condiciones de frontera de Robin. Por otro lado, el espacio C
1(⌦) es

denso en H
1, lo cual permite extender el espacio de funciones test a H

1, entonces

escogemos una función test v 2 H
1 y multiplicamos:

�
Z

⌦

�uv dx =

Z

⌦

fv dx. (3)

Etapa 2: Integramos la ecuación (3) sobre el dominio ⌦.

Por la primera fórmula de Green, se tiene que:

Z

⌦

ru ·rv dx�
Z

@⌦

@⌘uv ds =

Z

⌦

fv dx

Por dato del problema, tenemos que: @⌘u = �hu. Entonces,

Z

⌦

ru ·rv dx�
Z

@⌦

�huv ds =

Z

⌦

fv dx

Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv dx =

Z

⌦

fv dx, 8v 2 H
1(⌦) (4)

La ecuación (4) es la formulación variacional para el problema (2).
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Etapa 3: Entonces el problema variacional abstracto de (4), es:

8
>><

>>:

Dado f 2 L
2(⌦), determinar u 2 H

1
⇤ (⌦) tal que

Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds =

Z

⌦

fv dx, 8v 2 H
1(⌦)

(5)

Donde

B(u, v) =

Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds, L(v) =

Z

⌦

fv dx.

Teorema 4.2.1. El problema (5) tiene solución única si cumple las condiciones del teo-

rema de Lax-Milgram.

Demostración:

Se tiene que probar que B(u, v) es una forma bilineal, continua y coerciva (o H-eĺıptica).

Además, que L(v) es un funcional lineal y continuo.

Demostraremos que B, definido de la siguiente manera:

B : H
1
⇤ ⇥H

1
⇤ �! R

(u, v) 7�! B(u, v) =

Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds

es bilineal, continua y coerciva (o H-eĺıptica).

Veamos:
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B es bilineal: Sean ↵, � 2 R y u, v, w 2 H
1
⇤ (⌦)

B(↵u+ �v, w) =

Z

⌦

r(↵u+ �v) ·rw dx+ h

Z

@⌦

(↵u+ �v)w ds

=

Z

⌦

(↵ru+ �rv) ·rw dx+ h

Z

@⌦

↵uw + �vw ds

= ↵

Z

⌦

ru ·rw dx+ �

Z

⌦

rv ·rw dx

+ h↵

Z

@⌦

uw ds+ h�

Z

@⌦

vw ds

= ↵

✓Z

⌦

ru ·rw dx+ h

Z

@⌦

uw ds

◆

+ �

✓Z

⌦

rv ·rw dx+ h

Z

@⌦

vw ds

◆

= ↵B(u, w) + �B(v, w).

Ahora probemos la linealidad de la otra componente:

B(u,↵v + �w) =

Z

⌦

ru ·r(↵v + �w) dx+ h

Z

@⌦

u(↵v + �w) ds

=

Z

⌦

ru · (↵rv + �rw) dx+ h

Z

@⌦

↵uv + �uw ds

= ↵

Z

⌦

ru ·rv dx+ �

Z

⌦

ru ·rw dx

+ h↵

Z

@⌦

uv ds+ h�

Z

@⌦

uw ds

= ↵

✓Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds

◆

+ �

✓Z

⌦

ru ·rw dx+ h

Z

@⌦

uw ds

◆

= ↵B(u, v) + �B(u, w).

Por lo tanto, B es bilineal.

B es continua:

Dado que B es una forma bilineal, por la parte d) de la definición (1.0.22), B será

continua si 9c, tal que |B(u, v)|  ckukH1
⇤kvkH1

⇤ .
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Entonces,

|B(u, v)| = |
Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds|

 max{1, h}|
Z

⌦

ru ·rv dx+

Z

@⌦

uv ds|

 max{1, h}| (u, v)
H1

⇤
|

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que:

|B(u, v)|  max{1, h}kukH1
⇤kvkH1

⇤

 ckukH1
⇤kvkH1

⇤ .

Por lo tanto, B es continua.

B es coerciva:

Probaremos que 9� > 0, tal que B(u, u) � �kuk2
H1

⇤

En efecto:

|B(u, u)| =

Z

⌦

|ru|2 dx+ h

Z

@⌦

u
2
ds

� min{1, h}
✓Z

⌦

|ru|2 dx+

Z

@⌦

u
2
ds

◆

� min{1, h}kuk2
H1

⇤

� �kuk2
H1

⇤
.

Por tanto, B es coerciva.

De los resultados anteriores, tenemos como resultado que B es una forma bilineal, continua

y coerciva.

Ahora tenemos que demostrar que L, definido de la siguiente manera:

L : H
1
⇤ (⌦) �! R

v 7�! L(v) =

Z

⌦

fv dx
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es un funcional lineal y continuo.

L es lineal:

Sea ↵, � 2 R y v, w 2 H
1
⇤ (⌦), entonces:

L(↵v + �w) =

Z

⌦

f(↵v + �w) dx

= ↵

Z

⌦

fv dx+ �

Z

⌦

fw dx

= ↵L(v) + �L(w).

Por tanto, L es lineal.

L es continuo:

Demostraremos que 9c > 0 tal que |L(v)|  ckvkH1
⇤

|L(v)| = |
Z

⌦

fv dx|


Z

⌦

|f ||v| dx

Por la desigualdad de Cauchy - Bunyakovsky - Schwartz, se tiene que:

|L(v)| 
✓Z

⌦

|f |2 dx
◆1

2
✓Z

⌦

|v|2 dx
◆1

2

 kfkL2kvkL2

 kfkL2kvkH1

 �kfkL2kvkH1
⇤ .

Si hacemos c = �kfkL2 , entonces |L(v)|  ckvkH1
⇤ .

De este modo, L es un funcional lineal y continuo.
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Como se cumplen todas las condiciones del teorema de Lax-Milgram, se concluye que

el problema (5) tiene como solución débil única a u 2 H
1
⇤ .

⌅

4.2.2. Ecuación de Poisson con condición de frontera de Robin no homogénea

Dado f 2 L
2(⌦), g 2 L

2(@⌦). Determinar u definida y solución de:

8
>><

>>:

��u = f en ⌦

@⌘u+ hu = g sobre @⌦

(6)

Donde , h > 0,⌦ ⇢ Rn
,⌦ es dominio abierto y acotado y @⌘u es el vector unitario

normal hacia afuera sobre @⌦.

Para dar solución a este problema, al igual que para la ecuación de Poisson con condición

de frontera de Robin homogénea, se seguirá la serie de etapas explicada anteriormente.

Etapa 1: Supongamos que f, g son suaves y u 2 H
2 es una solución suficientemente

regular de (6). Seleccionamos a C
1(⌦) como el espacio de funciones test, para poder

incorporar las condiciones de frontera de Robin. Por otro lado, el espacio C
1(⌦) es

denso en H
1, lo cual permite extender el espacio de funciones test a H

1, entonces

escogemos una función test v 2 H
1 y multiplicamos:

�
Z

⌦

�uv dx =

Z

⌦

fv dx. (7)

Etapa 2: Integramos la ecuación (7) sobre el dominio ⌦.
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Por la primera fórmula de Green, se tiene que:

Z

⌦

ru ·rv dx�
Z

@⌦

@⌘uv ds =

Z

⌦

fv dx

Por dato del problema, tenemos que: @⌘u = g � hu, entonces:

Z

⌦

ru ·rv dx�
Z

@⌦

(g � hu)v ds =

Z

⌦

fv dx

Z

⌦

ru ·rv dx�
Z

@⌦

gv ds+ h

Z

@⌦

uv ds =

Z

⌦

fv dx

Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds =

Z

⌦

fv dx+

Z

@⌦

gv ds, 8v 2 H
1(⌦). (8)

La ecuación (8) es la formulación variacional para el problema (6).

Etapa 3: Entonces el problema variacional abstracto de (8), es:

8
>><

>>:

Dado f 2 L
2(⌦), determinar u 2 H

1
⇤ (⌦) tal que

Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds =

Z

⌦

fv dx+

Z

@⌦

gv ds 8v 2 H
1(⌦)

(9)

Donde:

B(u, v) =

Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds, L(v) =

Z

⌦

fv dx+

Z

@⌦

gv ds.

Teorema 4.2.2. El problema (9) tiene solución única si cumple las condiciones del teo-

rema de Lax-Milgram.

Demostración:

Se tiene que probar que B es una forma bilineal, continua y coerciva (o H-eĺıptica).
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Además, que L es un funcional lineal y continuo.

Demostraremos que B, definido de la siguiente manera:

B : H
1
⇤ ⇥H

1
⇤ �! R

(u, v) 7�! B(u, v) =

Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds

es bilineal, continua y coerciva (o H-eĺıptica).

Veamos:

B es bilineal:

Sean ↵, � 2 R y u, v, w 2 H
1
⇤ (⌦)

B(↵u+ �v, w) =

Z

⌦

r(↵u+ �v) ·rw dx+ h

Z

@⌦

(↵u+ �v)w ds

=

Z

⌦

(↵ru+ �rv) ·rw dx+ h

Z

@⌦

↵uw + �vw ds

= ↵

Z

⌦

ru ·rw dx+ �

Z

⌦

rv ·rw dx

+ h↵

Z

@⌦

uw ds+ h�

Z

@⌦

vw ds

= ↵

✓Z

⌦

ru ·rw dx+ h

Z

@⌦

uw ds

◆

+ �

✓Z

⌦

rv ·rw dx+ h

Z

@⌦

vw ds

◆

= ↵B(u, w) + �B(v, w).
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Ahora probemos la linealidad de la otra componente:

B(u,↵v + �w) =

Z

⌦

ru ·r(↵v + �w) dx+ h

Z

@⌦

u(↵v + �w) ds

=

Z

⌦

ru · (↵rv + �rw) dx+ h

Z

@⌦

↵uv + �uw ds

= ↵

Z

⌦

ru ·rv dx+ �

Z

⌦

ru ·rw dx

+ h↵

Z

@⌦

uv ds+ h�

Z

@⌦

uw ds

= ↵

✓Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds

◆

+ �

✓Z

⌦

ru ·rw dx+ h

Z

@⌦

uw ds

◆

= ↵B(u, v) + �B(u, w).

Por lo tanto, B es bilineal.

B es continua:

Dado que B es una forma bilineal, por la parte d) de la definición (1.0.22), B será

continua si 9c, tal que |B(u, v)|  ckukH1
⇤kvkH1

⇤ .

Entonces,

|B(u, v)| = |
Z

⌦

ru ·rv dx+ h

Z

@⌦

uv ds|

 max{1, h}|
Z

⌦

ru ·rv dx+

Z

@⌦

uv ds|

 max{1, h}| (u, v)
H1

⇤
|

Por la desigualdad de Cauchy-Schwartz, se tiene que:

|B(u, v)|  max{1, h}kukH1
⇤kvkH1

⇤

 ckukH1
⇤kvkH1

⇤ .

Por lo tanto, B es continua.
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B es coerciva:

Probaremos que 9� > 0, tal que B(u, u) � �kuk2
H1

⇤

En efecto:

|B(u, u)| =

Z

⌦

|ru|2 dx+ h

Z

@⌦

u
2
ds

� min{1, h}
✓Z

⌦

|ru|2 dx+

Z

@⌦

u
2
ds

◆

� min{1, h}kuk2
H1

⇤

� �kuk2
H1

⇤
.

Por tanto, B es coerciva.

De los resultados anteriores, tenemos como resultado que B es una forma bilineal, continua

y coerciva.

Ahora tenemos que demostrar que L(v), definido de la siguiente manera:

L : H
1
⇤ (⌦) �! R

v 7�! L(v) =

Z

⌦

fv dx+

Z

@⌦

gv ds

es un funcional lineal y continuo.

L es lineal

Sea ↵, � 2 R y v, w 2 H
1
⇤ (⌦), entonces:

L(↵v + �w) =

Z

⌦

f(↵v + �w) dx+

Z

@⌦

g(↵v + �w) ds

= ↵

Z

⌦

fv dx+ �

Z

⌦

fw dx+

Z

@⌦

g(↵v + �w) ds

= ↵

Z

⌦

fv dx+ �

Z

⌦

fw dx+ ↵

Z

@⌦

gv ds+ �

Z

@⌦

gw ds

= ↵

✓Z

⌦

fv dx+

Z

@⌦

gv ds

◆
+ �

✓Z

⌦

fw dx+

Z

@⌦

gw ds

◆

= ↵L(v) + �L(w).
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Por tanto, L es lineal.

L es continuo:

Hacemos:

m(v) =

Z

⌦

fv dx y p(v) =

Z

@⌦

gv ds

De modo que L(v) seŕıa:

L(v) = m(v) + p(v).

Tenemos que demostrar que m(v) y p(v) son continuos.

En efecto:

|m(v)| = |
Z

⌦

fv dx|


Z

⌦

|f ||v| dx

Por la desigualdad de Cauchy, tenemos que:

|m(v)| 
✓Z

⌦

|f |2 dx
◆1

2
✓Z

⌦

|v|2 dx
◆1

2

= kfkL2kvkL2

 kfkL2kvkH1

 �kfkL2kvkH1
⇤

Si hacemos c = �kfkL2 , entonces |m(v)|  ckvkH1
⇤ .
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Aśı se tiene que, m es continuo. Ahora analicemos si p es continuo.

|p(v)| = |
Z

@⌦

gv dx|


Z

@⌦

|g||v| dx


✓Z

@⌦

|g|2 dx
◆1

2
✓Z

@⌦

|v|2 dx
◆1

2

= kgkL2kvkL2

 kgkL2kvkH1

 'kgkL2kvkH1
⇤ .

Haciendo C = 'kgkL2 , entonces |p(v)|  CkvkH1
⇤

De esta manera, p es continuo.

Ya que m y p son continuos, se tiene que L es continuo.

Como se cumplen todas las condiciones del teorema de Lax-Milgram, se concluye que el

problema (9) tiene como solución débil única a u 2 H
1
⇤ .

⌅
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4.3. Discusión de resultados

La ecuación de Poisson con condición de frontera de Robin es un problema bien

definido, es decir, existe solución y esta es única. En el caso de la presente investigación,

se obtuvo que la solución pertenece al espacio H
1(⌦) con norma k · kH1

⇤ , esto indica

que es una solución débil. Por otro lado, para llegar a ella se ha seguido una serie de

procedimientos, los cuales han facilitado el uso y manejo de las variables para obtener el

resultado que se esperaba.

En primer lugar, se tiene el uso de las funciones test o de prueba, las cuales posibilitan

que la ecuación de Poisson con condición de frontera de Robin —que posee condiciones

fuertes—, sea suavizada. Para esta investigación se trabajó con una función test v 2

C
1(⌦), debido a que, como lo recomiendan los autores de [16], es un espacio que no

interfiere con las condiciones de frontera de Robin. En cambio, si se hubiera trabajado

con un espacio de funciones test diferente, se hubiese obtenido un resultado poco favorable

y con menor capacidad de expandir ese espacio a un espacio adecuado de Sobolev y debido

a esta interferencia no se hubiera llegado a la existencia de la solución de la ecuación de

Poisson.

Otro dato a destacar es el espacio de Sobolev en cual se encuentra la solución débil de

esta investigación. Pues, el espacioH1(⌦), con su norma usual, es uno de los más conocidos

dentro de la teoŕıa de los espacios de Sobolev; sin embargo, pocos textos académicos

exponen más normas dentro de este espacio y el rol importante que tienen para, como en

este caso, facilitar los resultados de la investigación.
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Como se ha presentado, la norma k · kH1
⇤ tiene una caracteŕıstica particular en la que

incluye a dos integrales, una de ellas actúa sobre ⌦ a la otra sobre la frontera @⌦. Esta

singularidad hace que al momento de demostrar si se cumplen o no las condiciones del

teorema de Lax-Milgram, se pruebe con menor dificultad que, en efecto, la formulación

variacional de la ecuación de Poisson posee solución única. Después de todo lo expuesto y

con todas las teoŕıas explicadas y desarrolladas, los objetivos planteados de este trabajo

de investigación fueron logrados satisfactoriamente, y aśı queda justificado el propósito

de la investigación.
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V. CONCLUSIONES

En esta tesis se determinó la existencia y unicidad de la solución débil de la ecuación

de Poisson con condición de frontera de Robin, mediante la formulación variacional y la

aplicación del teorema de Lax-Milgram. Tras obtener los resultados se llegó a las siguientes

conclusiones:

1. Se definió la teoŕıa de distribuciones, con la cual se pudo seleccionar una función

test adecuada v 2 C
1(⌦), para que sea compatible con la condición de frontera de

Robin y de esa manera se suavizó la ecuación de Poisson.

2. El espacio de Sobolev H
1
⇤ y sus propiedades son un instrumento útil para dar solu-

ción a la ecuación de Poisson con condición de frontera de Robin homogénea y no

homogénea.

3. Para la formulación variacional de la ecuación de Poisson con condición de frontera

de Robin homogénea y no homogénea, es esencial el uso de la primera fórmula

de Green, puesto que facilita el desarrollo de la ecuación integral y obtener la

formulación débil del problema.

4. Para aplicar el teorema de Lax-Milgram es primordial que la formulación variacional

del objeto de estudio sea reducida a una forma bilineal y a un funcional, para

adecuarlo al enunciado del teorema y aśı obtener una única solución débil.
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VI. RECOMENDACIONES

1. En esta tesis se determinó la solución débil de la ecuación de Poisson con condi-

ción de frontera de Robin homogénea y no homogénea, por lo que se recomienda

recuperar la solución clásica del mismo problema mediante el teorema de la traza.

2. Se sugiere emplear una técnica diferente a la de la formulación variacional para

determinar la existencia y unicidad de la solución del problema de Robin.

3. Se recomienda investigar el comportamiento de la formulación débil de la ecuación

de Poisson con condición de frontera de Robin; mas en un espacio de Sobolev

diferente o en el espacio H
1 pero con norma distinta a k · kH1

⇤ .

4. Determinar la solución débil de la ecuación de Poisson con una condición de frontera

mixta entre la condición de Robin y otra más.
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