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PRESENTACION

El manual titulado “Técnicas de Integracion de
Funciones Reales De Variable Real”, esta dirigido a los
docentes, y estudiantes que cursan estudios de
ingenieria, donde se presentan los temas de integracion
indefinida desde un punto de vista historico, tedrico y
combina el uso de algunos softwares en su desarrollo
para una mejor comprension; pues en la actualidad con
el avance de las TICs, y la incorporacion de estas en el
proceso de ensefianza aprendizaje, se han vuelto
necesarias en la comprensién de muchos temas de
matematica, permitiendo en los estudiantes el desarrollo

de capacidades matematicas.






INTRODUCCION

En este manual se presentan los temas en capitulos,
desde algunos aspectos histdricos, para luego explicar los
fundamentos de la integracion indefinida, las técnicas de
integracion, y en los capitulos finales se presentan casos poco
comunes que no se dan en los diferentes libros y textos, o
cualquier otra publicacion de la integral indefinida, asi mismo
se consideran algunos softwares para su uso en los calculos

de algunos ejercicios.

En el capitulo 1 se consideran algunos aspectos historicos del
calculo integral, en el capitulo 2, se detalla en forma clara que
se entiende por antiderivada y primitiva de una funcion;
mientras que en los capitulos 3 y 4 se explican una serie de
técnicas y casos particulares de algunas integrales indefinidas
las cuales son utilizadas para determinar las primitivas de
algunas funciones especificas; en el capitulo 5, se dan algunas
integrales que pueden ser resueltas mediante férmulas de
recurrencia, en el capitulo 6 se listan mediante la direccion de
las paginas web, algunos software matematicos que permiten
evaluar las integrales indefinidas, y por Gltimo se da una serie
de ejercicios para que el usuario pueda verificar el

aprendizaje de las técnicas de integracion.
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CAPITULON® 1

ASPECTOS HISTORICOS DEL
CALCULO INTEGRAL
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A. C. Santiago Z. y M.J. Santiago Puertas (2011), en
su libro Resimenes de Matematicas Il con notas historicas,
consideran que las nociones historicas presentadas son
suficientes para mostrar al lector que las matematicas son
algo vivo, en constante vaivén, pues las nuevas herramientas
gue van apareciendo permiten estudiar problemas antiguos
con un nuevo enfoque, facilitando en muchos casos sus

resolucién y comprension.

El uso del célculo integral aparecio
en la época de Arquimedes (287 —212a. C.),

cientifico e ingeniero griego antiguo, y uno

de los matemaéticos méas grandes de todos los
tiempos, descubri6 muchos conceptos de ‘
calculo, trabajé en geometria, analisis y mecénica. La
derivada surge veinte siglos después para resolver otros
problemas que en principio no tenian nada en comun con el

calculo integral.

El descubrimiento mas importante del calculo
infinitesimal (creado por Barrow, Newton y Leibniz) es la
intima relacion entre la derivada y la integral definida, a pesar
de haber seguido caminos diferentes durante veinte siglos.

Una vez conocida la conexion entre derivada e integral



M. NINAQUISPE C. / A. SOTO G. / F. PUELLES G. / P. NUNEZ B.

(teorema de Barrow), el célculo de integrales definidas se

hace tan sencillo como el de las derivadas.

Sir Isaac Newton Gottfried Wilhelm Leibniz Isaac Barrow

(1642 - 1726) (1646 - 1716) (1630 -1677)

Introducir el calculo integral, se logro con el estudio
de J. Bernoulli, quien escribi6 el primer curso sistematico de
calculo integral en 1742, sin embargo, fue Euler quien llevo
la integracion hasta sus Ultimas consecuencias, de tal forma
que los métodos de integracion indefinida alcanzaron
practicamente su nivel actual. El calculo de integrales de tipos
especiales, ya a comienzos de siglo, conllevd al
descubrimiento de una serie de resultados de la teoria de las
funciones especiales, como las funciones gamma y beta, el

logaritmo integral o las funciones elipticas.

Los creadores del Analisis Infinitesimal introdujeron
el Calculo Integral, considerando los problemas inversos de

sus célculos. En la teoria de fluxiones de Newton la mutua
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inversibilidad de los problemas del calculo de fluxiones y
fluentes se evidenciaba claramente. Para Leibniz el problema
era mas complejo: la integral surgia inicialmente como
definida. No obstante, la integracion se reducia practicamente
a la busqueda de funciones primitivas. La idea de la

integracion indefinida fue inicialmente la dominante.

El Calculo Integral incluia ademés de la integracion
de funciones, los problemas y la teoria de las ecuaciones
diferenciales, el calculo variacional, la teoria de funciones
especiales, etc. Tal formulacion general crecié inusualmente
rapido. Euler necesitd en los afios 1768 y 1770 tres grandes

volumenes para dar una exposicién sistematica de él.

Segun Euler el Calculo Integral constituia un método
de busqueda, dada la relacién entre los diferenciales o la
relacidn entre las propias cantidades. La operacion con la que
esto se obtenia se denominaba integracion. El concepto
primario de tal Célculo, por supuesto, era la integral
indefinida. El propio Célculo tenia el objetivo de elaborar
métodos de blsqueda de las funciones primitivas para

funciones de una clase lo mas amplia posible.

Los logros principales en la construccion del Célculo
Integral inicialmente pertenecieron a J. Bernoulli y después a

Euler, cuyo aporte fue inusitadamente grande. La integracion
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llevada por este Ultimo hasta sus Gltimas consecuencias y las
cuadraturas por él encontradas, todavia constituyen el marco
de todos los cursos y tratados modernos sobre Célculo
Integral, cuyos textos actuales son s6lo modificaciones de los
tratados de Euler en lo relativo al lenguaje. Estos juicios se
confirman con la revisién concreta del famoso Calculo

Integral de Euler y su comparacion con los textos actuales.

La palabra calculo proviene del latin calculus, que
significa contar con piedras. Precisamente desde que el
hombre ve la necesidad de contar, comienza la historia del
calculo. Tales piedrecitas ensartadas en tiras constituian el
dbaco romano que, junto con el suwanpan japonés,
constituyen las primeras maquinas de calcular en el sentido

de contar.

El calculo integral, encuadrado en el célculo
infinitesimal, es una rama de las matemaéticas en la que se
estudia el proceso de integracion o anti-derivacion, es muy
comun en la ingenieria y en la matemaética en general y se
utiliza principalmente para el calculo de areas y volimenes

de regiones y sélidos de revolucion.

Publicado 11th June 2012 por cesarvalente


http://www.blogger.com/profile/16735650092182304946
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En las siguientes direcciones de YouTube podra ver y
escuchar videos relacionados a la Historia del Calculo

Integral.

1. Historia del Célculo Integral

https://www.youtube.com/watch?v=viwqUTOwk Y

2. Historia del Célculo Integral

https://www.youtube.com/watch?v=WuhBxx60uPk

3. Historia célculo diferencial e integral
https://www.youtube.com/watch?v=1DTOYKKY7FE

4. Laintegral: qué es, de donde surge y para qué sirve

https://www.youtube.com/watch?v=m3vzgzA77Ms



https://www.youtube.com/watch?v=v1wqUTOwk_Y
https://www.youtube.com/watch?v=WuhBxx60uPk
https://www.youtube.com/watch?v=1DT0YKKy7FE
https://www.youtube.com/watch?v=m3vzgzA77Ms
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TAREA

A continuacién, encontrard una serie de preguntas
relacionadas con la historia del céalculo integral, cada una de
ellas tiene solo una respuesta. Segun las preguntas debera

responder adecuadamente.

1. El célculo aparecid en el siglo

2. Cientifico e ingeniero griego antiguo, que descubrid
muchos conceptos de célculo y trabajo en geometria,

analisis y mecénica.
a) Leibniz

b) Newton

¢) Arquimedes

d) Barrow

3. Redacte, en dos lineas, que entiende por Calculo Integral.
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4. Segun los aspectos historicos del célculo, la derivada y la

integral
a) estuvieron relacionados desde sus inicios.
b) estuvieron relacionados después de muchos siglos.

c) estuvieron relacionados cuando se estudié a

profundidad

5. La construccion del célculo Integral fueron dadas por
a) Barrown
b) Arquimedes
c) Bernoulli

d) Euler

Dar la respuesta, teniendo en cuenta el aspecto histérico.

6. La palabra célculo proviene del ................co.ooiees :

que significa contar con piedras.
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CAPITULO N° 2

ANTIDERIVADA - PRIMITIVA DE UNA
FUNCION REAL DE VARIABLE REAL
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2.1. Antiderivada o Funcién Primitiva

Es bien conocido en aritmética que la operacion inversa de
» Laadicion es la sustraccion,

» Lamultiplicacién es la division,

» Radicacion es la potenciacion, etc

En el célculo diferencial hemos aprendido a determinar la

derivada de una funcion f(x), denotado por:

d
M) - 0 = dre = Fds

Consideremos el problema inverso: dada una funcién f(x),
es necesario hallar una funcién F(x)tal que su derivada sea
igual a f(x), es decir

fx) =F'(x)
La funcién F(x) que asi se obtiene se llama antiderivada o
primitiva de f(x).

El proceso que permite hallarlo se conoce como
ANTIDERIVACION o INTEGRACION de f(x), a tal

operacidn se le denota con el simbolo integral

J

10
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asi
fF’(x)dx= ff(x) dx

siysolo si F'(x) = f(x), Vx € [a;b]

2.2. Funcién Primitiva

DEFINICION. - Sea f(x) una funcién real de variable real

definida en un intervalo cerrado [a; b] € R.

Se llama FUNCION PRIMITIVA de f(x) a otra funcion

F(x) cuya derivada es f(x) en dicho intervalo.

F(x)es primitiva de f(x) & F'(x) = f(x),Vx € [a; b]

2.3. Integral Indefinida

DEFINICION. - Se llama integral indefinida de f(x) al
conjunto de todas las funciones primitivas de f(x) y se

denota por:

ff(x)dx

Si F(x) es una primitiva de f(x), se cumple que:

11
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ff(x)dx=F(x)+C, celR

Donde:

j se llama simbolo de la integral

f (x)dx se llama elemento de integracion
f(x) se llama integrando

La diferencial "d x" nos indica que "x" es la variable de
integracion.
OBSERVACION. - Gottfried Leibniz, fildsofo y matematico

aleman, escribe por primera vez el simbolo de la integral el
29 de octubre de 1675.

La funcion primitiva F(x) no es uUnica, pues toda
funcion primitiva de f(x) tiene la forma F(x) + C, llamada
integral indefinida de la funcion f(x) , donde C es una
constante arbitraria Illamada constante de integracion.

El significado geométrico de la integral indefinida es:
la Integral Indefinida representa una familia de curvas, cada

una de las cuales se obtiene asignandole valores particulares

a la constante de integracion.

12
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Sabemos que F(x) + C es la integral indefinida de f(x) siy

solo si:
(Fx)+0)' =1fx) ff(x) dx =F(x)+C

Derivando a ambos miembros:

([rear) = +er =Fe=r

Por tanto

= [r@a)=re

13
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Ademas
L +0) = f() = d (F) +C) = f()dx
o dF(x) = f()dx
o f dF(x) = jf(x)dx —Fx) +C

Luego

de(x) =Fx)+C

f:—xF(x)dx = F(x) +C

2.4. Funcién Elemental

DEFINICION. - Llamamos funciones elementales a
aquellas funciones que estan formadas por un namero finito
de operaciones aritméticas, de funciones exponenciales,
logaritmicas, trigonométricas y sus inversas, asi como sus

composiciones de funciones

14
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Las funciones elementales se pueden clasificar como:
funciones polindmicas, funciones a trozos, valor absoluto de

funciones y funciones racionales.

El concepto de funciones elementales fue desarrollado por
JOSEPH LIOUVILLE entre 1833y 1841

FUNCIONES BASICAS

POLINOMICAS

RACIONALES

IRRACIONALES EXPONENCIALES LOGARITMICAS

TRIGONOMETRICAS CIRCULARES - HIPERBOLICAS

NUMERO LIMITADO DE LAS OPERACIONES: ADICION,
SUSTRACCION, MULTIPLICACION, DIVISION

NS

FUNCIONES ELEMENTALES

NACIMIENTO DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

Debemos a Johann Heinrich Lambert (1728-1777) la genialidad de definir
las funciones hiperbolicas.

Después de que muchos matematicos a lo largo de
100 afios no lo lograran, Lambert percibié una dualidad en el

comportamiento de la circunferencia (radio =1), la hipérbola

15
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equilatera (reducida), las funciones circulares (seno, coseno,

etc) y las funciones hiperbdlicas, que él iba a definir.

En la matematica prehelénica la trigonometria trataba
de las medidas de los &ngulos y lados de los triangulos. Los
griegos extienden el estudio trigonométrico a las relaciones
entre los angulos centrales en un circulo y las longitudes de

los arcos que subtienden. Se considera a Hiparco de Nicea

(siglo Il a.C.) como el padre de la trigonometria por
componer la primera tabla de trigonometria tomando como
medida del &ngulo central del circulo los 360° como hacemos
en la actualidad (probablemente debido al uso que ya se hacia

en la astronomia babilénica, cuyo sistema de numeracion era

sexagesimal y posicional).

Pero el actual concepto de seno es debido a los
escritores de los Siddhantas (Sistemas astronémicos), en la

India en el siglo IV, quienes trataron el estudio de la

correspondencia entre la mitad de la cuerda de la

circunferencia y la mitad del arco central subtendido.

http://historiasdematematicas.blogspot.com/2017/04/el-nacimiento-de-

las-funciones.html

16
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TEOREMA
Si d';—ix) = 0, Vx € I, entonces F(x) es constante en I.

Demostracion

El teorema afirma que una curva que tiene tangente horizontal

en todo punto de un intervalo, es una recta horizontal.

Supongamos que F(X) no es constante, entonces debe ser
estrictamente creciente o decreciente en |, consideremos X,

X2 en | tal que x2 > X3

luego F(x1) # F(x2), usando el teorema de valor medio, existe

X9 € (xq,x, ) tal que

F(x) — F(xq)

F'(xo) = X, — X,
como
F'(x)=0,vx €l
entonces
F'(xy) =0
luego

F(x,) = F(x,) lo cual es absurdo.

17
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TEOREMA

Sean F1(x) y F2(x) dos primitivas de la funcion f(x) en (a, b).
Entonces, para todo x de (a, b), ellas se diferencian en una

constante.

Demostracién

Sea
H(x) = Fu(x) — F2(x) H*(x) = F'1(x) - F"2(x)
H*(x) = f(x) - f(x) = 0
H'(x) =0
H(x)=C
Por lo tanto

C=F1(x) — F2(x)

F1(X) = F2(x)+C

Geometricamente: la grafica de y = F»(x) + C se obtiene
de la grafica de F1(x), trasladandola a lo largo del eje OY
en una cantidad C; esto no cambia la pendiente de la

tangente.

18
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Fy(x)

F,(x)+C

™S T

La derivada de una funcion elemental siempre es una
funcion elemental; sin embargo, la primitiva de una funcion
elemental no siempre puede expresarse mediante un nimero

finito de funciones elementales.

Para calcular la integral indefinida se construyen tablas de
integrales conocidas, llamadas integrales inmediatas. Para
determinar la integral indefinida, comparamos la expresion
diferencial dada con la tabla, si se encuentra registrada en
ella, se conoce su integral; si no estd registrada, usaremos
algunos métodos o técnicas para reducir a una de las formas

registradas.

19
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TEOREMA DE LINEALIDAD
a) JIfx)tg)ldx=[f(x)dx *[g(x)dx
b) [« f(x)dx =x [ f(x)dx ,V x€ R

Ejemplos

1.) f[13x3 + Sen(x) — mese"(?’x)]dx

= 13fx3dx+f.5'en (x)dx—mf eSen(3x) 4y

) Sen(2 x) — Vx
) f Tan(x + ArcTan(x)) X

3 Sen(2 x) p Vx p
- f Tan(x + ArcTan(x)) e f Tan(x + ArcTan(x)) x

Sen( x3) fSen(x3)dx
3.) f Ta n(x) fTan (x) dx

4.) f\/ 4x5. Ln(Exp(x) + +Ln(x))dx

” f JaxSdx . f Ln(Exp(x) + 1n(x)) dx

20
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2.5. Integrales Inmediatas

Las integrales que se presentan a continuacion son
inmediatas, pues basta con aplicar las reglas de derivacion a

los segundos miembros para justificarlas.

1 fdx=x+C

xn+1
2 Jx"dx= +C,n+-1
n+1

1
3 f;dx =Ln(|x]) + C

ax
4 faxdxz +C,a>0,a#1
Lna

5 fexdx=ex+C

6 fsenxdxz—Cosx+C

7 JCosxdx=senx+C

8 fTan xdx = —In|Cosx| + C

9 fcoTan xdx = In|sen x|+ C

fSec xdx = In|Secx + tag x| + C

" = ln|tag (;-I_%)' +C

Jcsx x dx = In|cscx — cotag x| + C

" =ln|tag (§)|+C

21
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f ) X sen?2x
sen® xdx =——
12 2 4
1
=E(x—Senx.Cosx)+C
x Sen2x

13 Coszxdx=5+ +C

4
14 fSecz xdx =Tanx + C

15 stc xdx = —CoTanx + C
1 1 X
16 J o 2 x =—ArcTan—+C,a>0
X a a a
17 J d 1L|x_a|+C||>
x = n x| > a
x2—a2 2a x+a
1 x+a
18 f > >dx =——Ln |+C,|x|<a
X —a 2a xX—a

X
dx=arcsen —+C,a>0

19 f\/az—xz a

X
=—arccosE+C,a>O

dx:Ln|x+ xzia2|+C

1

21 jsenh(x) dx = Cosh(x) +C

22 f cosh(x) dx = Senh(x) + C

23 jtagh(x) dx = Ln |Cosh(x)| + C

24 f CoTanh(x) dx = Ln |Senh(x)| + C

22
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EJEMPLOS
Determinar el equivalente de cada una de las integrales
1.) f[(3x + 2020)dx

Resolucion

f(3x+ 2020)dx = f3xdx +f2020dx

2

3x
= T-l— 2020x + C

2) [ <20202020 S R 2Tanx> dx

(%—3)x

Resolucion

43
f (20202020 -+ 19" - 2Tanx> dx
(\/E - 3)x

4v3
=j2020202°dx—f3de+f19xdx—2fTanx dx
(\/E—B)x

4+/3 19*
= 20202020, _
020 x In|x| + In(19)

(i/i — 3) +2Ln(cosx)+C
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3.) Consideremos F(x) = [(3x — 7)(x + 1)(x + 2)dx  tal
que F(0) = - 1, determine el valor de F(-1) - 13.

Resolucion

F(x) = j(Bx -7+ D(x+ 2)dx

= f(3x3 + 2x% — 15x — 14)dx

F()_3x4+2x3 15x2 x4 C
=TT 2 x

Pero F(0) = —1 entonces C = —1

3x* 2x3 15x2
Fio =2+ 2 -

—14x—1
4 '3 2 x

F(-1) 13—3 2 15+14 1-13 = 89
T4 3 2 12

4.) Se estima que dentro de t meses la poblacion de cierto pueblo

2
cambiaré a una razén de 4 + 5ts personas por mes. Si la
poblacion actual es 10 0000 personas. ¢Cudl sera la

poblacion dentro de 8 meses? (Hoffmann-Bradley, 1995).
Resolucion

dP(t 2
%=4+5t5, P(0) = 10 000
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2 5
P(t) =f(4+5t3)dt=4t+3t3+c
P(0) =10000 = C = 10 000

5
P(t) = 4t + 3t3 + 10 000

Dentro de 8 meses la poblacién sera

5
P(8) = 4(8) + 3(83) + 10 000 = 10 128

5.) Sabiendo que
F'(x)=f(x) ® F(x) = ff(x)dx +C

determine
a) el equivalente de F''(x) = f(x).
b) la funcién F(x) en forma explicita, si F""’(x) = 2x* + 7.

Resolucion

a)F(x)=f(ff(x)dx+Cl)dx+ C,

b)F(x)zj(j(f(Zx“+7)dx+Cl>dx+C2)dx+C3

. )_2x7 7x3  Cyx? c c
(x—210+6+ 2 + Cyx + 3
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6.) Después de “t” horas de operacion una mina de carbo6n esta
produciendo carbon a razon de 40 + 2t — gtz toneladas de

carbon por hora. Encuentre una férmula que describa la
produccién total de la mina después de “t” horas de

operacion. (Goldstein-Lay-Schneider, 1990).
Resolucion

4P

=40+ 2t 1t2
dt 2

1
P(t) =4Ot+t2—gt3 +C

7.) Encuentre una funcién y = f(x) cuya gréafica pase por el punto

(m; -1) y también satisfaga dy/dx = 1 — 6 sen (3x).
(Dennis G. Zill - Warren S. Wright, 2011)
Resolucion

d
d_i]:1_6sen(3X) =>y=x—2cos(3x)+C

y(@)=mn—2cos3mM)+C=-1=>C=1-x

y=x—2cos(3x)+1—-m
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evalue las siguientes integrales:

1.1.f (x + \/E) xdx

-2 4\5
VA

Determine f(x) si

x*+1
3

2.1. f'"(x) =
22. f"(x) =2¥x+1
(Purcell, Varverg y Rigdon, 2001)

Demuestre la formula

fZg(X)f’(X)—f(X)g’(x) dy — f(x) L C

2l NP1

(Purcell, Varverg y Rigdon, 2001)

De la tabla de integrales inmediatas presentadas
anteriormente, demuestre los resultados correspondientes a
los numerales: 8; 9; 10; 12; 15; 16; 18.
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CAPITULON®° 3

METODOS Y TECNICAS DE
INTEGRACION

28
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Generalmente utilizamos en forma sin6nima los
términos de: método y técnica para indicar a algo o como

efectuar.

3.1. Método

DEFINICION. - Es el proceso que se utiliza para realizar una
actividad basada en principios establecidos. Se refiere a la forma
de desarrollar un trabajo para llegar al objetivo final. Un método
debe ser sistematico y ordenado para lograr obtener el resultado

deseado.

Los métodos pueden ser descriptivos, analiticos/deductivo e

inductivo.

3.2. Técnica

DEFINICION. - Es el conjunto de procedimientos utilizados
para obtener el objetivo deseado, es decir que son las diferentes
herramientas utilizadas de acuerdo con el método para concluir

una tarea con éxito.
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3.3. Diferencias Método y Técnica

Meétodo

Técnica

El método incluye diversas
herramientas o técnicas para
lograr un fin especifico.

Son las herramientas para realizar
algo y que su vez, forman parte de
un método.

Es lo que se tiene planeado, la
forma disefiada para conseguir
un objetivo.

Es el conjunto de saberes
practicos o procedimientos para
obtener el resultado deseado.

El método establece las reglas y
criterios a seguir para el logro
de objetivos y metas.

Son acciones realizadas de
acuerdo a las reglas y criterios
establecidos por el método a
seguir.

Su funcion es delimitar las
técnicas mas adecuadas para
lograr un fin especifico

Su funcién es ayudar a desarrollar
el método

Definen la secuencia de pasos
para ejecutar una tarea.

Son los pasos especificos a seguir
para ejecutar una tarea.

Fuente: https://diferencias.eu/entre-metodo-y-tecnica/,

25 de abril, 2020

En el presente manual se utilizan en forma indistinta los

significados de estas palabras para el Calculo de las Integrales.
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3.4. Técnicas de Integracion
3.4.1. Integracion Directa

Consiste en evaluar una integral dada utilizando los
conocimientos basicos del algebra, geometria y/o trigonometria,
asi como los teoremas y la tabla de integrales inmediatas

presentadas lineas arriba.

Ejemplos: determinar la integral de:

1y S 3::7 dx

Resolucion

jBx+7d _j<3x+ 7)d

7x = 7x 7x x
—f3xd+f7d
B 7xx 7xx

—f3d+jld

-7 x

3

= 7x+C1+Ln|x| +C,

3
= 7x+Ln|x| +C
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3x+7
2) f 7x+3 dx

Resolucion
3x+7d _f<3+40 7 )d
f7x+3 =) \7 97 +3) ¥

fdx _7+3d

_3 +40L|7 +3[+C
=-x+ ;5 Lnf7x

3 2_
3) [f% dx ]

Resolucion

3 + _
dex—f—dx+f—dx— —dx
5x

_3x1/3+x2 57l||+C
"5 "10 5
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar los resultados de
1.) fTan(Bx)dX

2.) fSen(4x— 2)dx

V3
3) f2+5x2dx

4) f7(\/§— 3)dx
5.) f7(\/§x— 3)"dx

V3
6.) fZ—SdeX

7.) f(ZSen(x) — 3 Cos(x))%dx

8.) f—9w/Sen (3x%).Cos (3x)dx

3

9.) f(s—\/Tﬁ— 3x> dx
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3.4.2. Integracion por Sustitucion o Cambio de

Variables

Consiste en realizar un cambio de variable en forma
adecuada de tal manera que resulte una integral a que pueda
resolver usando en forma directa, se puede usar el siguiente

esquema teorico

ff(x)dx = ff(u(t))u’(t)dt
= Jh(u)du =H(u)+C
=H (u‘l(x)) +C

Ejemplos: determinar el equivalente de

1) = Sen3(x) dx
5‘/6053(35)
Resolucion:
u = Cos(x) = du = — Sen(x)dx
; f (1 — Cos?(x))Sen(x) dx 1—u? 4
= fep— —_— u
Y/ Cos3(x) Vs

_3 7
= _J-usdu+fu5du
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|

I

I
S
+
<
v
+
)

5 5
= _E'S Cos?(x) + Es Cos?(x) +C

2) [I = f\/Tan3(x).Sec4(x)J1x

Resolucion:

u=Tan (x) = du = Sec?(x) dx

1= j Tan3(x) Sec?(x) dx = f\/u_3du

2 2
=z u> +C= 3 Tan>(x) +C

3) [I = [x**(Ln(x) + 1) dx}

Resolucion:

u=x** =du= 2x*(Lnx + 1)? dx
1 1
I = szx(Lnx+1)dx: jzduz Eu+C

=x?*+C
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4) |I= [(4x—T7)Tan(2x%—7x+7) dx
Resolucion:
u=2x2-7x+7=du=2x—7%dx
1= f(4x — 7)Tan(2x? — 7x + 7) dx = fTan(u) du

= Ln|Sec(uw)| + C

= Ln|Sec 2x? = 7x+ 7)|+ C

5) [f(Zx — 1)Senh(x? — x) dx ]

Resolucion
Hacer x> —x =z = dz = (2x — 1)dx

luego la integral se escribe

f(ZX — 1)Senh(x? —x) dx = fSenh(Z)dZ

= Cosh(z) + C = Cosh(x? —x) +C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Determinar los resultados de

1. fo(Ln (x) —7)dx sug z = x*
2. f e7x+e gy sug z = e’¥

3. fSen (x).Cos(Cos(x).Cos(Sen(Cos(x))) dx

Sug. Hacer dos cambios de variable.

(3x% — Cos(x)).Senyx3 — Sen(x)
4.[ m .Ln (Cos (\/X3 - Sen(x))) dx

sug.: hacer cos (w/XS — Sen(x)) =z

et+vet+4

5. S50 F(x)= f9.5X+4.5_X dx tal que 'y F<L0g5 (§)> =

1

I
4 6.Ln(5)

+ 1, determine el valor de F(0). Sug.: 5* = z
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3.4.3. Integracion por Partes

[ gz =g - [ F@gax

Generalmente se escribe por:

fudvzuv— fvdu

Llamada féormula de integracion por partes, se
utiliza para transformar una integral no inmediata en otra
integral que sea inmediata 0 al menos, mas sencilla que la

del primer miembro de la igualdad anterior.

No existe regla alguna para determinar qué
integrales es conveniente resolver por partes, como tampoco

para elegira u o dv

OBSERVACIONES:

1. Puede suceder que una integral particular requiera
aplicaciones repetidas de integracion por partes.

2. El método de integracion por partes con frecuencia se
utiliza cuando el integrando contiene logaritmos,
funciones trigonométricas inversas y productos,

algunos de estas integrales son:
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fx”.sen(ax)dx fx”.cos(ax)dx
fx". In(ax)dx fx”.arc sen(ax)dx
fx”.eaxdx fx".arccos(ax)dx

Usando el método de integracion por partes determinar las
primitivas de cada una de las expresiones presentadas en

cada ejemplo.

Ejemplos: utilice integracion por partes para evaluar cada

integral
1) [x.Sen(x)dx
Resolucion:
u=x = du=dx
dv=Sen(x)dx = v= fSen(x) dx = — Cos(x)
luego
fx.Sen(x) dx = —x.Cos(x) + f Cos(x) dx

=—x.Cos(x) + Sen (x) +C
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2)

3)

[+x.Ln(x) dx

Resolucion:

1
u=Ln(x) =>du= ;dx

2
dv = vVx dx =>v=f\/§dx=§\/;

Luego

2Vx3

X3
d
3x X

f\/} Ln(x) dx = %x/ﬁLn(x) —f

= g\/FLn(x) — g\/;Ln(x) +C

[ Arc Tan G) dx
Resolucion:

Usando identidades trigonomeétricas inversas

1
Arc Tan (;) = ArcCotan(x)
luego se tiene

1
jArc Tan (;) dx = jArc coTan(x) dx
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u = Arc CoTan(x) = du=— dx

1+ x2
dv = dx ﬁvzfdx=x
Luego

1
fArc Tan (;) dx = fArc Cotan(x) dx

dx

X
Arc Cot +
x Arc Cotan (x) f1+x2

Ln(1+ x?)
2

x Arc Cotan (x) +

4) [ Cos (Ln(x)) dx
Resolucion:

A) Cambio de variable
1
z=Ln(x) = dz= ;dx

fCos (Ln(x)) dx = erCos(z)dz

B) Integracion por partes

u = Cos(z) = du = —Sen(z) dz

41
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dv = e?dz =>v=f e?dz = e*
luego
jCos (Ln(x)) dx = erCos(z)dz
= e%Cos(z) + f e“Sen(z)dz (x)

Usando nuevamente integracion por partes a la

segunda integral

erSen(z)dz

u = Sen(z) = du = Cos(z) dz
dv = e?dz :>v=j e’dz = e”

luego

f e“Sen(z)dz = e*Sen(z) — f e?Cos(z)dz
Reemplazando en (*)

fCos (Ln(x)) dx = e*Cos(z) + f e“Sen(z)dz
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= ¢7 Cos(2) + e Sen(z) — f e?Cos(2)dz
Recordemos que z = Ln(x), de donde se tiene
f Cos(Ln(x)) dx = xCos(Ln(x)) + xSen(Ln(x)) — f Cos(Ln(x)) dx
2 f Cos(Ln(x)) dx = xCos(Ln(x)) + xSen(Ln(x))

Por lo Tanto

xCos(Ln(x)) + xSen(Ln(x)) ‘o

f Cos(Ln(x))dx = >

5) [ ArcSen(x).ArcCos(x)dx
Resolucion:

u = ArcSen(x).ArcCo s(x) = du

_ (Arc Cos(x) — ArcSe n(x) P
‘( VioxZ ) g

dv = dx =>v=fdx=x

luego
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fArcSen(x).ArcCos(x)dx =

= x. ArcSen(x). ArcCos(x)

3 j X (ArcCos(xi i;ﬁlc;‘cSen(x)) dx

= x.ArcSen(x).ArcCos(x)

ArcCos(x ArcSen(x
( )d + @) dx

Evaluaremos por el método de integracion por partes,

las dos integrales Gltimas, asi

Arc Cos(x)
x.—— dx = —+/1 — x2.ArcCos(x —fdx
— J @)

= —/1 —x2.ArcCos(x) — x

dx
I

dx = dx =+/1—x2

u = ArcCos(x) = du = —

dv =

1—x?

ArcSen(x)
x.———= dx+/ 1 — x2.ArcSen(x +f dx
f V1 —x2 )
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= —/1 —x2.ArcSen(x) + x

dx

1—x2

u = ArcCos(x) = du = —

dx = dx =1 — x2

dv =

1—x2

Reemplazando en (*)

= x.ArcSen(x). Arc Cos(x)

++v1—x2 ArcCos(x) + x
— 1 —=x2 ArcSen(x)+x +C

= x. ArcSen(x).Arc Cos(x) ++/1 — x2. (ArcCos(x)
— ArcSen(x)) +2x +C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Utilice integracion por partes, el nimero de veces que sea

necesario, para evaluar cada integral

1.) [xSen(x).Cos?(x)dx  2.) [x(3x+ 10)* dx

3.) f(Ln(x))® dx 4.) [ Sen (x).Sen (3x) dx
5.) [x*e5* dx 6.) [ x° ArcTan(3x?2) dx

7.) Supbngase que se quiere calcular la integral

[ e5%(4 Cos(7x) + 6Sen(7x))dx. De su experiencia
sabe que el resultado sera de la forma e5"(C1 Cos(7x) +

C,Sen(7x)) + Cs. Determine los valores de C; y C,

8.) Considere y = f~(x), demuestre la siguiente
igualdad [ f~'(x)dx = xf ' (x) — [ f(»)dy

9.) Utilice los resultados del ejercicio (8) para evaluar:
a.) [ Ln(x) dx

b.) [ ArcSen(x) dx
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3.4.4. Integracion por Partes en Forma Tabular

Este método es una variante de la integracion por
partes y se aplica a integrales que son el producto de dos
funciones P(x) es polinomio y la otra ciertos tipos de

funciones trascendentes Q(Xx).

Consiste en derivar el polinomio hasta obtener la
derivada igual a cero e integrar la funcion trascendente tantas
veces como se ha derivado el polinomio. El resultado de la
integral serd un grupo de términos que son el producto de las
respectivas derivaciones e integraciones, segin unas reglas
de agrupacién y signos, como se detalla en las siguientes

tablas.

Asi, consideremos evaluar la integral, usando integracion
por partes mediante la técnica de integracion por partes en

forma tabular.

le.x5.e3x dx

Para usar esta técnica se construye una tabla como se

muestra a continuacion:
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P(X) y sus ) Q(x) y sus e
derivadas Signo integraciones Termino
X5~ + 3%
5xt ~ - hg-1 +37 15"
2063 |+ [TRgez T 5,372 x4
605 = | 3737 | 420.33.3%
120x T | 60,374 a2
120 ~ = [ 7357 | 1120.35.x. 6"
0 T30 | 120,376,

x5 60 120 120
f 12x5e3* dx = (;——x‘* +oox — X o ——>e3x +C

20

243% 7729

Puede ver los videos cuyas direcciones son:

https://www.youtube.com/watch?time continue=172&v=T

pkldNaOllc&feature=emb logo

https://www.youtube.com/watch?v=69¢c z29PTzY

https://www.youtube.com/watch?v=ei4FAqHuU0Xk
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3.4.5. Integracion de Funciones Especiales

Presentaremos resultados (o férmulas) para
funciones integrando que tiene una forma especial o

determina.

CASO1

Ax + B
j—dx,aqto
ax?+bx+c

Para encontrar una respuesta a esta integral podemos

proceder con una de estas técnicas:

1.) Reconstruir el numerador de tal forma que se encuentra
la derivada del denominador, generando dos integrales
una que es inmediata: logaritmo natural, y la otra de

arco tangente.

2.) Completar cuadrado perfecto en el denominador, para
obtener una de las siguientes integrales directas, previo

cambio de variable:

f ! d _1A T ad +C
Z+a2 T g an(a)
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Ejemplos: evaluar las siguientes integrales

x+2

1) I= fx2+x+3 dx

Resolucion:

ler Método: Completando cuadrado perfecto el

denominador

Z 4 +3—(+1)2+11
X X = |X > 7

1
hacer x+5=z = dx=dz

Luego se tiene

x+2 Z+§
[EESTE e 49

x2+x+3 2248
1j2z+3

== z
2 ZZ+£
4

2+11+ 5 ArcT <ZZ)+C
VA —_— — Arclan | —
41 11 V11

<_+32+1w+ 3 AreT (2x+1)+C
X - —_— — AIrclan
4| V11 N&E!

50



M. NINAQUISPE C. / A. SOTO G. / F. PUELLES G. / P. NUNEZ B.

2do Meétodo: reconstruyendo el denominador tal que
aparezca la derivada del denominador, después efectuar

reducciones algebraicas.

2x+1-1

f X+ 2 d_f +2d
T +x43 T )2 sx43

I_lf 2X+1d+3f 1 4
2 ) +x+3 T2 4x43

I 1L (x?2+x+3)+ 5 ArcT <2X+1)
=—LNn (X X — Arclan
2 Vi1 Vi1

I 1L x2+x+3)+ 3 ArcT (2X+1)
= —LNn(X X — Arclan| —-—
2 V11 V11

2) I=[—2 _dx

2x2-5x+7
Resolucion:

Hallando el diferencial del denominador

d(2x* —5x+7)=4x—5

dx

J‘ 3 ; J. 3 (4x—45+5)

2x2 —5x+ 7 ~ ) 2x2 _s5x+7
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_sf -5 +15f 1 .
T4) 22 —5x+7 74 ) 2x2—5x47
51 |2x2 — 5% + 7| + 15 arer (4x_5>+c
= —LNn|[4X" — OX rcian
4 2v31 V31
3x-8
3) J 32+7
Resolucioén:

J‘ 3x—8 dx = f3x—8 q
3247 T 3x2—7 %

~ 1f 6x d+f 8
T T3 =7 T e =7

L 13x2 — 7| + * <3x_m>+c
= — =Ln|3x° — n
2 V21 3x + /21
0,2x—1
4) f\/—x2+7x1dx
Resolucion:

0,2x—1 q (1 )J‘ x—5 q
—_—  dx = X
V3x2+7x— 1 5V3 (x+ 7 )2 49V3+12

243 12\/‘
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7
hacer x+—==w = dx =dw

2v/3

Por simplicidad numérica hagamos

49vV3+12
12V3

7
() [
= X
5v3 k2

1 w 7+ 10V3 1
= ( )f dx — f dx
5v3 w? — k2 30 w2 — k2

7+ 103
)ln(wz—kz)—< \/_>ln| +C
w+k

1
B <105\/§ 60k

Por lo tanto:

1 7 4+ 103
Fx) = (105\/§)ln(wz — k5 - < 60k ) |w + k
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5) f 50x3+20x
' 20x*+20x2+40

Resolucion:
f 50x3 + 20x q _1f 5x3 + 2x
20x* +20x2+ 40 2 ) xt+x242 %

hacer x2 =w = 2xdx = dw

1f (5x% + 2) q _lf (5w + 2)

— | ——— xdx = _—_
2) x*+x%2+2 4 ) wZ4+w+2

2w+1
arc tan ( )

115
= —< — 2 ——ﬁ
2 2ln(w +w+2) N +C
2x2+1
115 arctan( )
=2 m(x* +x2+2) — V7 C
2 Zn(x +x°42) 7 +
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

f 5x+ 2
L) —2x%2+3x+4

5 f —x+8
) XZ—X+8

3. f —x+ 8
) —x%2—-x+8 dx

4 J‘ x+0,8 d
D) exz—osxtos &

5)f V2x +/3
' 2x2% — fx+\/_
J‘ x+3 —2x+4
6.) 2X2+X+3 5x2—x+2

X
7')fx2—6x+9dx

3 f( x+3 —2x + 4 )d
. *
) 2x2+x+3 5x2—x+2 x
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CASO 2

A
,[ (ax? + bx + )" X

b2 —4ac<0,n>2, a>0,nezt

Completando cuadrado perfecto el polinomio
cuadrético y realizar un cambio de variable adecuado se

llega a una integral de la forma:

B
f (t2 +d*)n dt

Integral que se reduce usando

1
f(t2 +d2)n at
3 t
~ 2d%(n— 1)(t? + d?)n!
,_2n-3 1
2d2(n—1) J (2 +d?)n-1

dt
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Ejemplos
1.) Demostrar la Gltima igualdad.

Demostracién

f 1 dt = 1ft2+ d? — t? dt
(tz + dZ)n - d2 (tz + dZ)n

B 1f 1 dt 1f t2 dt
_dz (t2+d2)n‘1 d2 (t2+d2)“

dt

1 ft. d((t?2 +dH)t™)

dt+ 2 2(n—1)

_ 1f 1
- d2 (t2 + dZ)n—l

Consideremos, con fines de reduccion, solo la 2da

integral, usando integracién por partes se tiene que

1 (td((t?+d>)™)
?j 2(n—1)

3 1 t dt
T2 -Da @ +ad)n1t f (t2 + dz)n—l]
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1
| e
t
T 2(n — DAZ(2 + d2)n1
2n—3 dt
M TCEEE f @+ aH)n1

2

2) [ gy

Resolucion

Completando cuadrados:

2 k= 2 d
f(x2+2x+2)3 X_f((x+1)2+1)3 X

Hacer x + 1 = t, se obtiene

[ermr=-wrm i) @

_ —t 3 dt
T2z Ef @z

Ahora integraremos la Gltima integral, aplicando

nuevamente el mismo resultado
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dt
f(t2+1)2= 22+ 2] @+

t 1

—_— A T
2(1:2 D + = Arc Tan(t)
Reemplazando en (**)

—t 3 t
j (t2+1)3 de= 2(t2 + 1)2 212(t2 + 1)

1
+= Arc Tan(t)

Luego
j —2dx B —(x+1)
(x2+2x+2)3 2((x+ 1)2 4+ 1)2
3 2((x(j_ -Il_)?+ D + 1Arc Tan(x + 1)
3) f(xz 13/:+9)4
Resolucion

1/3 o
f (x?2 —3x+9)*
1

- 256f CEDET
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1
Reemplazando z=2x -3 = dx = Edz

f ((2x — 3)2 + 27)4 f (z% + 27)4
Integrando

Z
— _dz = + d
f @2 +20% % T 16222+ 27)° " 162) (z2+27)% ¢

Usando nuevamente la formula

Z
f(zz 27 ¥ TTosz v 272 T 36) @272

z 1 1
dz = — | ——4d
f(z2+27)2 z 54(z2+27)+54fz2+27 z

z
1 ArcTan (—=
f dz = (\/27)
72 + 27 27

Reemplazando las integrales encontradas se tiene:
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—d
f(x2—3x+9)4 X

40 ArcTan (Zj_73)

3 2
L - 3)(10x* — 60x3 + 315x2 — 675x + 1458) e
59049 (xZ — 3x + 9)3

4) [———= dx, a€(0;4)

(x2 +ax+a)Z

Resolucion:

f(x +ax+a)2 dx
1

= 16(a - 4)f ((2x+ a)? — a? + 4a)? dx

Haciendo

1
z=2x+a =>dx=§dz; b= a%?—4a <0

1
(Xt a2y —a + 42 = Ef @ —b) 9
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1 dg = z
f(zz “1)2 T T2b(z% —b)

+ ;ArcTan (L) +C
—2bvV-b vV—b
-4
j ((2x+a)? —a? + 4a)?
B 16(a—4)(2x+a)
2(4a —a?)(z? + 4a — a?)

dz

N 16(a — 4) AreT (2x+a >+C
rcTan | ———
2(4a — a?)V4a — a? V4a — a?
—4a . 3 1
5. ———— dx ,sisesabea € (—oo; —=) U (=; 0
) J.(x2+\/§;vc+a+a2)2 ( 2> <2 )
Resolucion:
—4a
f > dx
(x2 +V3x +a+a?)
1

= —4a(16)f
(

Hacer: z = 2x + /3 = dx = dz

2 2
(2x+V3) +4a + 4a2 — 3)

1
- —4a(8)f (z% + 4a + 4a? — 3)? dz
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z
(z2 + 4a + 4a% — 3)(4a + 4a% — 3)

N 1 dz
(4a+4a2—-3)) z2 +4a+4a®>-3

= —4a(8)

Hacer
Z dz
r=—— =2 dr = ——
v4a + 4a% -3 Vda+4az -3

f dz
22 +4da+4a?—3 \/4a+4a2 r2+1

1
= ——————ArcTan(r)
Vda + 4a? — 3

Reemplazando las correspondientes variables se tiene:

2x+/3 )
v—3+4a+4a?

d
(x* +V3x +a+a2)’ V(=3 +4a + 4a2)3

4a(2x ++/3)
( 3 + 4a + 4a?)(x2 +\/_x+a+a2)

J- —43 —16a ArcTan (
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales
Y —
2 (Bx%2 +x +4)2 X
2 f > d
) (x? + 4x + 5)? x
3. f Ln2 __In2
) (x?2—3x+8)3
4 f 2 d eER
2 (x24+x—a)d x,a

2—+/-a

ax + 4)?
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CASO 3

/ Ax+ B

x2% + px+ )

_Af 2x+p +<B
T 2) xXZ+px+q)n

p?P—-4q<0,n=>2,nezt

N

) crrprran @
2 (x2+px+q)nX

Ejemplos

1.) Demostrar la igualdad anterior

Demostracion

2
f Ax+ B f X+pp d
(x%2 4+ px+ q)rl (x% + px + q)rl x
A (2x + p) Ap 1
= | = 4 (B——) —————; d
2) XZ+px+n X+ 2 (x%2 4+ px+ )" X

2) f(x2+4x+5)2
Resolucion:
J‘ x+1 f 2x+ 4
(%2 + 4x + 5)2 (x% + 4x + 5)2
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1 dx
2(x%2 4+ 4x+5) (x2 + 4x + 5)2

B 1 ArcTan(x + 2) x+2 e
T 2(x244x+5) 2 2(x2 + 4x + 5)2
_ ArcTan(x + 2) x+3 .
B 2 2(x2 + 4x + 5)2
ArcTan(x + 2) x+3 +C
2 2(x2% + 4x + 5)2
—2x+3
) f(x2+3x+5)3
Resolucién
—2x+3
(x2+3x+5)3
2x + 3 __2X*3 s 6f d
& +3x+5)° Z+3x+5)°

1
= 6| —————=d
2(X2+3X+5)2+ f(x2+3x+5)3 x
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1
~ 2(x2+3x+5)2
2x+3
12ArcTan
o252
11z

(2x + 3)(6x? + 18x + 41)
242(x? 4+ 3x + 5)?

4) f 5x—7

(x2-5x+7)*

Resolucion:

f 5x—17 e
(x? —5x+ 7)*

j 2x —5 11j
(x? —5x+ 7)4 (x?% — 5x + 7)4

: 1 +11f 1 .
T U232 —5x+7)3 2 ) B—sx+7)F

2x-5
5 1 N 1 40 ArcTan (F)
23(x2—-5x+7)3 2

7
32

(2x — 5)(10x* — 100x3 + 395x2 — 725x + 528) L C
2 27(x2 — 5x + 7)3
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5) f —2x-11

(x2— SX+8)2

Resolucion:

f —2x—11 d
(x2—5x+8)2 "

J 2x—5 f 1 d
(x?2 — 5x + 8)2 dx (x? — 5x + 8)2 x

87 — 32« 64 ArcTan (2x—5)

_ V7
7(x? — 5x + 8) 7;

+C

EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales
J‘ 2x—3 __2x=3
1) (Bx%2 +x +4)2
—5x+1
2) | X
(x? + 4x + 5)?
xLn2 —Ln?2

(x?2—3x+8)3 dx

2a —
)f(x2+x— )3dx,aER

2-V=a
) | a2
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CASO 4

Ax+ B At +C
| == tx= [ ==

Jax? +bx +c¢ Jat?+D

a>0, b% —4ac< 0,

La Gltima integral se reduce a una de las siguientes integrales

inmediatas

dx =1Ln |x+\/x2iM|+N,M¢O

f dx

VxZ+ M

dx = ArcSen (£)+N M>0
M )

[ 5=

Ejemplos

1. ) f 3x—-2
VxZ-3x+2
Resolucion:

Derivando el polinomio cuadratico se tiene: 2x - 3,

reconstruyendo el numerador
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3x—2
[z,
X2 —3x+2

3 2x—3 5 1
=2 —dx+—f—dx
2) \x2=3x+2 2) \x2=3x+2

L
NCEH

5
=5 X2—3x+2+§ln( (2x—3)2—1+2x—3)

5
=3 X2—3X+2+Ej

5.Ln|2(x+ x—2)(x—1) —3)|
- 2

+3/x—-2)x—-1)+C

2y J= [=X7 __
) f\/3xz+4x+5 dx

Resolucion:
1 3x+ 2 19 1
| == | —— dx +—f—dx
3) V3x2+4x+5 3 3x2 +4x+ 5
1 19 1
=3 3X2+4-X+5+?j - dx
2 11
\/(\/§X+E) +?
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1 e 19f 1 : 3x + 2
= — X X — Z,conz =
3 3v3J) VzZ + 1 Vi1

1 ) +5+19 L (3x+2)2+1+3x+2
== X X ——=.Ln —_—
3 33 11 V11

3T ax+5  19Ln|/Gx+2)7 + 11+ 3x +2|
= + +C
3 3v3

3 Ln(xx_l)
) f J1-4Ln (x)— (Ln (x))2

Resolucion

1
Hacer Ln(x) =z = o dx = dz

f Ln(x*7) dx = f; dz
JI—4ln (x) — (n()? ~ JVi—4z- 22

z+2 1
= | ———=4dz —Zj—dz
V1 —4z— 7?2 1—4z— z2

1

= — — — 72 _ —d
Vv1—4z— z me y/
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—1—4z— z2 -

1
[
1— u?
—1—4z— z2 — 24rcSen(u)

zZ+ 2
—\J1—4z — zZ—ZArcSen( )
V5

Ln(x*")

f \/1 —4Ln(x) — (Ln(x))2

dx =

Ln(x) + 2) +c

=—/1—4Ln(x) — (Ln(x))% — 2ArcSen( NG

f Cos(x).Sen (x)+Sen(x)
JCos(x)+2— (Sen (x))2

4.

Resolucion

Hacer Cos(x) =t = —Sen (x) dx = dt

Cos(x).Sen (x) + Sen(x) q t+1 dt
X= — | —
\JCos(x) + 2 — (Sen(x))2 Vt+ 1+ t?
_ 1 2t+1 dt 1f 1 dt
2) Vt+1+ ¢? 2) Vt+1+4 ¢t2
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—Jt+1+ t2——f
\/t+1+ t2

—Jt+1+ t2——f
v1+ u2

—Jt+1+ tz—%ln|\/1+ u2+u|

ST Tr @ty BEED 241
2" 3 3

—/Cosx + 1+ (Cosx)?

1l 1+(2Cosx+1)2+2Cosx+1
—=In
3 V3

—2/Cosx+ 1+ (Cosx)2—n [2({T+ Cosx+1+ (Cosx)? + Cosx) + 1|
a 2

+C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

2x — 3
1>f
Nerow
—5x+1

2. dx
) V—=5x2 + 7x + 11

xLln2 —Ln2
—dx
V5x2 + 6x — 3

2a —1
4.)f dx,a€R
Vx2+x—a

5)f —V-a
V) Era s
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CASO 5
/

1
f dx
(Ax + B)Jax? + bx + ¢

A6B #0,a>0,b?—4ac<0,

Si hacemos el cambio de variable:

1 t >d 1
= = = ——
Ax+ B = Tae

se reduce al caso anterior.

Ejemplos

1
1. —d
) f(x+1)\/x2+x+2 X

Resolucion

1
Hacer el =t = dx=——dt
X+

Ry S R
(x+ DVx>+x+2 JET =12+ (1 -1) +2
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-1 -1
_ —dt:f—dt
f\/ZtZ—t+1 N2 7
2(t-3) +2
4 8
ln(’u2+l+u>
16

1f 1
=—— | ——=dt=- +C
V2 ) [ 7 V2
16
_ 1, <|\/16u2+7+4u|>+c
--= "
1\2 1
. \/16(t—z) +7+4(t—z)
=—ﬁln 4 +C
1 1\2 1
1 J6(m—z) +7+4(55-7)
——ﬁln 4 +C
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1
2. —d
) f(3x—2)\/x2+2x+3 X

Resolucion
B t71+2 it
1 T3
H =t =
acer 3x > )
d —dt
X 3t2

1 -9
dx = j dt
,[ (Bx—2)Vx%2+2x+3 V43t2 + 10t + 1

-9
=ELn|\/(43t+5)2 + 18+43t+5| +C

) (43 +5>2+18+ B islec
v Y Bx -2 3x — 2

1
3) fm dx ,a € (—V12; V12)

Resolucion

Sia=0
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1
dx
f (ax—1)Vx?+ax+3

1
— | ——dx=-Ln|x++x2+3|+C
-I-VX2+3 | |
Sia#0
tT1+1
X =
1 a
Hacer =t =
ax —1 1
dX———Zdt
at
Reemplazando
o=
X
(ax —1)Vx? +ax+3
2
—-a

dt

J@a2 + D2+ (2 +a)t+1

2
NEZ T J(4a2+1) (422+2) 1+(8a +2)+a +2

_ A2
a’ln 1)2 ax—1
— +C

Vdaz +1
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

1
L) .[(x—7)\/x2+x+7 dx

1
2. f dx
) (=2x+ 1)Vx? +2x+ 7

1
3) fmmm dx

Dar condiciones para que las siguientes integrales se puedan

resolver usando el caso 5

1
+) f(x— 1/2)Vx? +2x+a dx

1
>) f(x— 1/2)Vx2 +2x +a dx
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CASO 6
/

1

f (Ax + B)"yJax? + bx + ¢

AOB #0,a>0, b% —4ac <0,

dx

Si hacemos el cambio de variable:

se reduce al Caso 4, siempre que n = 2; si n > 0 se utilizara

integracion por partes y/o Caso 7 siguiente.

Ejemplos

5
L) e O

Resolucion
x=z14+1
Hacer 1 =7 = 1
dx = ——zdz
Z

Reemplazando

5 5z
dx = f— dx
f x+1D2Vx2+2x+3 V2,22 +1/2
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NI o

(JZF12)+ ¢

[EEA

Ik

-7
2.) f(2x—3)3.\/x2+4x+7 dx

Resolucion

H = =
acerzx_3 w

Reemplazando

7
2

(
/ e e () 47

2

dw =

Tw?

= dx
f\/61w2 + 14w+ 1

_ 602Ln|V61V6lw?Z + 14w + 1+ 61w + 7|

3
2.61z

N (427x — 147)V/3721w? + 854w + 61
5
2.612
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

7
1) f(x—7)2\/x2+x+7 dx

-2
2.) j dx
(—2x+1)3Vx? +2x+ 7

1
) f(x+9)2m

Dar las condiciones para que las siguientes integrales se

dx

puedan resolver usando el Caso 5

1
4. f dx
) (Bx—2)*/x?+2x+a

X—a
)f dx
(x—a)>Vx2 +2x+a

6.) Sera posible resolver la integral usando el Caso 6

3
dx
J (sen (x) — 1)2+/Cos2x + 2Senx + 1
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CASO 7 (METODO ALEMAN) Se aplica a las integrales

de la forma

P, (x)
f vax? + bx + c

Para determinar la funcion elemental se utiliza:

P, d
\/% = & [Qn_l(X)\/ ax2 + bx + C]
ax X 1+ C

+

A

Jax2+bx+c

Siendo el grado de Qn1(x) una unidad menos al de Pn(x),

entonces

A
I= [Qn_l(x)\/ ax2 + bx + c] + f—dx
vax? +bx +c

En resumen, se tiene:

R
vax?+ bx +c¢

= Qp_1(x)/ ax? +bx+c+/1f
Vax? + bx +c
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Donde: a > 0, b% — 4ac < 0,

Qn—_1(x): polinomio de grado n-1 de coeficientes indeterminados
AeR— {0}

Los coeficientes de Q,_1(x), y el valor de 1 se calculan
derivando a ambos miembros de la igualdad considerada

Ejemplos

1) I—f—m dx

Resolucion

2
x
—— dx
f\/x2+2x+7
= {x?+2x+7.(Ax+ ()

1
+7\f—dx
X2 +2x+7

Derivando:
x2 2x +2)(Ax + C
— =4 X2+2x+7+( X )
VxZ +2x+ 7 2Vx2 +2x + 7
A
+—
VX2 +2x+7
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2x2 =2A(x*+2x+7) + (2x + 2)(Ax + C) + 21
Usando igualdad de polinomios se determina el sistema de

ecuaciones lineales

6A4+2C=0

{ 4A =2
14A+2C+22=0

2
x
——— dx
f\/X2+2X+7
1 3
= \/X2+2X+7.(—X——)

25772
1
Y S
X2 4+2x+7
1 3
I=\/x2+2x+7.(5x—5>—2ln|\/x2+2x+7x+1|+C

o o x3-x+1
2) 1= oy &

Resolucion

=+/x%2 +2x+ 7.(Ax® + Bx?> + Cx + D)

1
+7\f—dx
VxZ +2x+7
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derivando:

J‘ x3—x+1
dx

VX2 +2x+7

4Ax* + (3B + 7A)x> + (2C + 5B + 21A)x* + (D + 3C + 14B)X + D + 7C

VX2 +2x+ 7

A

+—
Vx2 +2x+ 7

x3—x+1=4Ax*+ (3B + 74)x3
+ (2C + 5B + 21A)x?
+(D+3C+14B)X+D +7C + 1

( r A=0
A=0 1
1 B=3
\2c+5B+214=0 ~\¢= ¢
D+3C+14B = —1 19
D+7C+A=1 b=-+
\ \ A=10
1 5 19 1
I=\/xz+2x+7.(—x2——x——)+10f—dx
3 6 6 VxZ4+2x+7
I=+x%2+42 +7(1 2_2 19)
= X X .3X 6X 6

+10ln|\/xz+2x+7+x+1|+(]
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Evaluar las siguientes integrales

3x%2 4+ 2x — 4
— dx
Vx2+3x+9

3x*—4
2) |
i e T

3x
3. f—dx
) Vx2—-3x+5

—3x+ 13 d
—————— dx
Vx2+3x+9

5)f—xz+2x+1d
. ————— dx
V2 +x—1

x° 4+ 2
)f\/x2
7)[ 1 g
) —— dx
V—x2 + 2x
8)f x+5 d
) — dx
Vx%Z —3x+2
—x® + 2x
9.)f—dx
V—x? +4x+ 4

—x5 +2x3 +x
10.) f— dx
Vx2 +2x+3

87



TECNICAS DE INTEGRACION DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

3.4.6. Integracion Funciones Racionales

P
Q)

polinomios, segun la relacién de los grados se presentan:

Sea f(x) = una funcién racional donde P y Q son

CASO 1.- Grad (P) > Grad (Q), entonces f(x) es una Fraccién

Racional Impropia

_p R(x)
fl) = P(x) + m

Donde:
P; (x) es un polinomio y

R(x)
Q(x)

: funcion racional propia es decir Gr(R) < Gr(Q)

Por tanto:

Bastara estudiar la descomposicion en fracciones parciales de

P(x)

) y la integral dada se puede escribir como
ff( )d PRI 4 fp cdx+ [ R84
X)dX = —— dX = X)dax —— dX
Q) ! Q(x)
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CASO 2.- Grad (P) < Grad (Q), entonces f(x) es una Fraccion

Racional Propia, entonces

(P
ff(x)dx =)o dx

sera ubicado en la ultima parte del caso 1.

Por todo lo que se ha presentado, se deduce que determinar la
integral indefinida de % se reduce a evaluar la integral del

cociente de polinomios cuyo numerador es de menor grado

que el del denominador, luego usando los:

TEOREMA. - Si Q(x) es un polinomio de grado n > 1
entonces Q(x) se descompone en un producto de factores de
primer grado y factores de segundo grado, siendo estas

irreductibles en los reales, de la siguiente forma:

k s
0w =a] Jec—mrme. [ [2 +px+a)™
i=1 j=1

k S
donde N = E n, + E m,
i=1 =1
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TEOREMA. - Si el polinomio Q(X) posee la descomposicidn

(*) y P(x) es un polinomio de grado menor que “n”, el
R | |
cociente 0 descompone univocamente en fracciones

parciales como sigue:
P(X) 2 A11
Q® (x —1y)!
+ Z Az
(x— rz)]
4 Z _Am
(x =P
p=1
my
BlIX + ClI
.
£ (x* + p1x + qy)’
Z BUX + Cl]
(x% 4+ px +qp)

sPX + CsP
(X + psX + qs)P

Donde:

Las constantes Ai1, Aiz,........... deben ser halladas
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A esta Técnica se le conoce como Descomposicion en
Fracciones Parciales o Descomposicién en Fracciones
Simples (DFP)

OBSERVACIONES:

1.- Tedricamente, toda funcion racional se puede integrar por
el método de DFP, es necesario Unicamente conocer las
raices del denominador, después se reduce a calcular

integrales de los dos tipos siguientes

f 1 d J ax+b d
(x —7)H X (x2 +px+q)H x

2.- Los polinomios de la Forma Q(x) = x" + a puede ser
expresados en factores lineales y cuadraticos irreductibles.
Un factor cuadrético es sindbnimo a un factor cuadratico
irreductibles entendemos a una expresion de la forma: ax?
+ bx + ¢ con b? - 4ac < 0, es decir que no se puede

descomponer en producto de factores lineales reales.
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Calculo de Las Constantes de las Fracciones Parciales

Las constantes de la FP son halladas dando comin
denominador, luego se igualan los numeradores y utilizando

uno o ambos de los siguientes métodos:

a) De los coeficientes indeterminados: igualando los
coeficientes de las potencias de x en los polinomios

resultantes

b) Dando un suficiente nimero de valores de x para

determinar dichas constantes

¢) Si Q(x) = alllL,(x —r)™

Donde: ri son raices distintas entre si, y si P(x) es un

polinomio de grado menor que “n”, entonces:

PO O Ak
Q(X)_RZX—Tk

=1

P(ry)

de donde Aj = m ,
K

Vk=1,..,n

ademas
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P(x) C P(r) 1
dx = f Z —. dx
Q(x) kle () x —
n
= ZRklnIx—rkl + Ccon RLER
k=1
Ejemplos
1) = IL d
) 1= (x+1)3(x—2) X
Resolucion
x2+2 A B C D

G+D°G-2) x+1 G+DZ GrD® x-2
efectuando operaciones obtenemos:
A=-2/9,B=1/3,C=-1,D=2/9

al reemplazar se tiene

-2 1 dx
’:f9(x+1) dx+f3(x+1)2 dx_f(x+1)3

gy
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Por tanto

x%+2 2

dx = x—2 1-2x
x+13x—2 %79

l | c
n x+1 +6x2+12x+6+

x3+3
2) 1= f(x—l)z(x2+1)2(x2+2)
Resolucion
x°+3

(x—1)2(x2%2+ 1)2(x2 + 2)

_ A B Cx+D
-0 G- e+ D

Ex+ F Gx+H
+ +
(x2+1)?2 (x2+2)

3 -17 dx (x +9)dx
I‘fse(x—1)dx+f3(x—1)2+ 4(x2 + 1)

(Bx — 1)dx (2x — 9)dx
2(x% 4+ 1)? + 9(x?% + 2)

Por tanto
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(x—1)% N2 V2

+ 2ArcT X+ 3 LI,
X = 2+ 4 3x-3

72 |(x2 + 2)8(x2 + 1)° 19 X
I =Ln \/( ) ) — ArcTan(—)

3) f6x +1

3x3+1

Resolucion

f6x6+1d f(z 2+ 5 )
333 + 1 x 3(3x% + 1)

f(Zx —§)dx+fm dx

1 1 1 1 A Bx +C
B T Y 1
3x3+1 3 _|_§ 3 x_|_5 x2_3§ +3%

de aqui obtenemos los valores de las constantes
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3
( A>::1£§
3
<B=—E
3
233
\v T3

Luego

1 .x 2x+539L<+1)
f3x3+1 X= 7373 X

3\/_§< V3 Ln(3x? — Y9x + 3)

9 2
.
\
339ArcTan 6x-39
V3,339
- e r+C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

) f xt4+x—-1 q

) X0+ x4 —2x3 —2x24+x+1 X
f6x + x?

2) ) 3y &

)J‘x—3

4 x®+xc+1 d
Jf@+mﬁ+n@—mx

c 2x°> +x°+1 d
')f&+D@L4Xﬂ—® x

6. f 3x% —5x + 37
) x3 —2x%2+9x — 18
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3.4.7. EIl Método de Hermite - Ostrogradsky

Charles Hermite (Francia 1822 - Paris 1901),
matematico francés. Apasionado de las Matematicas, tuvo
dificultades para aprobar las materias ordinarias. Fue profesor
de la Escuela Politécnica de Paris (1848), del Colegio de
Francia (1848), de la Escuela Normal (1869) y de la Sorbona

(1870), donde tuvo entre sus alumnos a Poincaré.

Ostrogradsky, Mikhail Vasilevich (1801 — 1862),
matematico ruso; sus trabajos versaron sobre elasticidad y
teoria del calor.

Esta técnica permite reducir el caso de las raices

maultiples al de las raices simples.

Consideremos la funcidn fraccionaria propia

P(x)

——— con

Q)

k S
Q) = ﬂ(x — ). 1_[(x2 +pjx — qj)mj
i=1 j=1

tal que grad (P) < grad(Q)
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entonces

PC) P [ Pa)

0 YT am ) e ™

donde
k N
@0 =] [a-m | [ +px-a)
i=1 j=1

k S
Qe = [ Jae—mmt ] [@? +ppx—a)™
i=1 j=1

P;(x) y P,(x): polinomios desconocidos, de coeficientes
indetermiandos
tal que
grad (P1) = grad(Qu) - 1;
grad(P2) = grad(Qz) -1

Para conocer los polinomios P1(X) y P2(x) se deriva
ambos miembros de (*), se reduce a un comin denominador,
se igualan los coeficientes de los mismos grados de la

variable “x” obteniéndose un sistema con igual nimero de
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ecuaciones que incognitas que es siempre compatible y
determinado.

Si Q(x) no esta expresada en producto, entonces

Q1 (x) = MCD {Q(x); ™}

Q(x)
X) =——<
QZ( ) Ql(X)
Ejemplos: determinar
3x2-5x+37
1) I= f(x3—2x2+9x—18)2
Resolucién
P(x) 3x%2 — 5x + 37 3x2 — 5x + 37

QR (P -2x2+9x—18)?  (x — 2)2(x + 9)?
P(x) = 3x2—-5x+37 = gr(P) =2
Q) =(x—2)*(x* +9)*> = gr(Q) =6
Luego, de acuerdo con la teoria se determina los polinomios:
Q) =(x-2)x*+9) = gr(Q) =3

Q(x) = (x— 2)(362 +9) = gr(Q;) =3
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De aqui construimos: los polinomios P1y P2 con
gr(P) =gr(Q;) —1=3-1=2
gr(P) =gr(Q;) —1=3-1=2

entonces

Pi(x)= Ax*+Bx+C

Py(x) = ax?+bx +c

3x%2 —5x + 37
f(x3—2x2+9x—18)2 x
Ax*+Bx+C ax? +bx+c
S e-@+9 ) o+ &

derivando ambos miembros

3x2 —5x + 37
(x3 — 2x% + 9x — 18)2

( Ax?+Bx+C ) 5
(x-2)(x249) ax*+bx+c

dx (x—2)(x%+9)
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3x% — 5x + 37
(x3 — 2x%2 + 9x — 18)?
Ax* + 2Bx3 + (3C — 2B — 9A4)x? + (364 — 4C)x + 9C + 18B

(x—2)x%+9)°

N ax?+bx+c
(x—2)(x2+9)

Ax* + 2Bx3® + (3C — 2B — 94)x? + (36A— 4C)x + 9C + 18B
- (x-2)(x2+9)
ax® + (9a + ¢ — 2b)x® + (b — 2a)x* + (9b — 2c — 18a)x? + (9c — 18b)x — 18¢
(x-2)(x? +9))*

simplificando e igualando polinomios se obtiene:

[ a=
22
o117
( a=0 109
—A+b—-2a=0 C=—m
9a—2b—2B+c=0 — 22
9 —18a—2c —3C+2B+9A =3 A=——
9¢ — 18b — 364 + 4C = —5 17
—18c —9C — 18B = 37 B=——
18
o 22
\ 13
) 25 2 2 s
f 3x"-ox+37 = Tt w N n, [ Cwmm dx
(x3-2x2+9x-18)2 (x-2)(x2+9) (x-2)(x2+9)
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x—-2)x%2+9)

1 [Ln <(x2 +9)459

T o126 "\ = 2)o18

) + 40 ArcTan (g)] +C

7

Resolucion

7
f =y
~ Ax® + Bx® + Cx* + Dx3 + Ex? + Fx + Gx°
B x5 (x — 1)2

+j ax+b d
x(x—1) x

derivando, reduciendo e igualando los polinomios se obtienen
los valores de los coeficientes, reemplazando en la integral e

integrando la segunda integral (lado derecho) obtenemos

7
j CEEroth
3 Ax® + Bx® + Cx* + Dx3 + Ex? + Fx + Gx°®
B x5(x — 1)2

x—1
+ —147Ln| |
X
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Con

A=-147; B= C=-49; D= 49E— 2
- ’ - ) - ) - 41 - 10;
F= 2 G= 7' =0; b= —147

20’ 50 AT PE

3) f3—x dx

(x2+x+1)3

Resolucion

f 3x d
(x%2+x+1)3 x
_Ax3+Bx2+Cx+D f Ex+F

d
(x2 4+ x +1)? Zrxt1

derivando e igualando los coeficientes resulta el sistema

de ecuaciones lineales

( E=0
E=0 A=F=-1
A+F+2E=0 p=_3
A-2B+2F+3E=0 _, 2
34—3C+3F+3E=0 C=-2
2B—C—-4D+2F+E =3 D__§
C—-2D+F=0 2
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3 _71(2x3 +3x2 + 4x + 3) dx
f(x2+x+1)3dx_ (x2+x+1)2 fx2+x+1
-1 3 2
7(2x +3x° + 4x + 3) 2A . <2x+1)+C
= ——ArcTan
(x? +x+1)? V3 NE]

EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

X x—2

b | G ) | G
3 2 —5x 4 4 x%2+5 J
)f(x2+6x+10)2 x )f(x2+1)3(x+ D2(x+3) "
5 [ —~ 4 6 2xt =5 d
)f(x2—6x+1)3 x )f(x2—1)3(x—2)2(x+3) x

—x x—5
2 f(x2 +6)(x + 1)2 ax 2 j(x2 +1)2(x+ 2)3dx
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3.4.8. Integrales de la Forma
fR(x; Jax? + bx+c)dx

Donde R (x; Vax? + bx + ¢ ) es una funcion racional de las

variables “x” y vax2+bx+c, para determinar la integral se

puede utilizar la sustitucién de Euler:

CASO1Sia>0:Vax?+bx+c=+vax+t

t2 —c

se obtiene x = ————
b—2Va.t

—Va.t? —cJa + bt
Jax?2+bx+c =
b—2Va.t

_ —2a.t* — 2cva + 2bt
(b-2va.t)’

dx

resultando

fR(x; \/ax2+bx+c)dx

t2—c —/a.t?—cva+bt \—2va.t? —2cva+ 2bt
:fR , O e
b —2+a.t b — 2va.t (b—2va.t)
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esta integral tiene como variable independiente a “t”

correspondiente a una funcién racional de polinomios.
CASO?2 Sic>0:Vax2+bx+c=tx ++c.x

b —2+/c.t

se obtiene x = 5
te—a

—/c.t? —avc + bt
vax?+bx+c=

t2—a

_ 2ve.t? + 2avc - 2bt
T @y

resultando

fR(x; \/ax2+bx+c)dx =

)

B fR<b—2\/E.t —/c.t?2 —avc + bt >2\/E.t2 + 2av/c — 2bt it

- t2 —a t2 —a (t2 —a)2

integral que tiene como variable independiente a “t” de una

funcidn racional de polinomios.

CASO3. vax?2+bx+c=t(x—21)

Dadas 4; y A, raices realesy distintas de
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P(x) =ax?+bx+c

usando

vax? +bx+c=t(x—21)
y el hecho que
ax?+bx+c=alx—21)(x —1,)

A t? —ak,

se obtiene x = 5
te—a

at?(A; — 2
\/ax2+bx+c=¥
t“—a

2at(A, — A
(A2 — A1) dt

ademas dx = 5
te—a

resultando

fR(x; \/ax2+bx+c)dx

Mt?2 —al, at?*(Ay—2,) \ 2at(A, — ;)
_ [afttizo "
t2—a t2—a t2—a

Integral que tiene como variable independiente a “t” de una

funcioén racional de polinomios.
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Ejemplos: evaluar las siguientes integrales

dx
L) e

Resolucién

a=1>0
Jax? +bx+c=+x2-2={ b=0
c=-2
hacer
Jx2—2=x+t €+2 d t2_cht
— = = = — = = —
X X X T X o2

reemplazando en la integral dada se tiene

t2-2
——dt
2t

f2—x\/%:f2_( £42) (£2)

2t 2t

B f 2(t2 — 2)dt
B 8t2 +t4 — 4
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-2) A .\ B
B+t —4 4 /4+2v5 t—v-4+25
L Ce+D
t2+4+2V5

Resolviendo la suma de estas tres fraccione, reduciendo e

igualando polinomios obtenemos:

5 —/5 5
P e L H A
20V —4 + 245 20v/—4 + 25 20
fZ(tz—Z)dt
8t2 +t*—4
B 2<f Adt "'j B dt
t++vV—4+2v5 t—v—4+2v5
2 )
t2 4+ 4 + 245

= —24Aln

t+ /—4+2\/§‘+ZBln t— /—4+2\/§‘

D 1
+ ——=ArcTan <—>
2+/5 + 4 25+ 4
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xdx
2) fx_m
Resolucion
_2t—1
eI e
Vxl+x+1l=xt+1 =
d = Z(tz—t+1)dt
N

t2—t+1
Vx4 x+1=—7—

1—1t2

Remplazando en la integra dada y después de reducir se tiene

f xdx _ (=2t —1)(t? -t + 1)dt
x—ViZtx+1 J E+D2(E-13(t-2)

usando fracciones parciales e integrando cada una de estas

fracciones obtenemos

o Nle+ -1 —3t2—5t+4+
B [t — 2|2 4t + 1)(t —1)2

Reto que deberé realizarlo en el aula, dar la respuesta final al

gjercicio
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

1) f(x —2)v—2x? + 2x + 3dx

x
2 [
) x2+x—6

f\/x2+6x+1

7
4 f dx
) xX—Vx2+8x+7
) [ =
) —x2 4 3x —

6) f;dx
Vx?% — 6x

3
7 f dx
) x—Vx2+6x—6

5
o[
) 3x2+x—6

112



M. NINAQUISPE C. / A. SOTO G. / F. PUELLES G. / P. NUNEZ B.

3.4.9. Integracién de Funciones Irracionales
3.4. 9.1.fR(x; nl\/xml; nZ\/xmz; et} nk\/xmk) dx

m;,n; EZ+, Vi

Hacer x =t" donde r = MCM(ny; nz; . . . ; ny), al reemplazarlo
se obtendra una nueva integral de una funcién racional de

variable “t”.

Ejemplos
1. fx+\/_ dx

Resolucion
Hacer x = z® = dx = 6z°dz

Reemplazando y efectuando operaciones en la integral

dada obtenemos

7% + z°
6[ 1dz=6f(z8+z7+26+225+224

7 —

2
+223+222+ZZ+—1)dz
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ottt —t—t—— + — 4 22

_629 z8 z7 2z% 2z° 2z* 273
9 87 6 5 4 3

+ 2Ln(z — 1)] +C

o Vx8 Ux7 2%xs 2%x5 2%t
oottt Tty

+—+\/_+2Ln(%/‘ Dl+c

14+avx
2.) fx/cﬁf ,a>0

Resolucion
Hacer x = z2 = dx = 2zdz

Reemplazando y efectuando operaciones en la integral

dada obtenemos

azz+zd ) az dg— 2 dz
—Vaz z?2 —+a 72 —+a
1 Vx—Ya
= —aln(|x —Va|) - —= Ln|——=| + C
a n(|x a|) 1{/_ n\/;+%+
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3) f5+3\f
Resolucion
Hacer x = z°® = dx = 6z°dz

Reemplazando y efectuando operaciones en la integral

dada obtenemos

6J-Z8_225d _
z2+5 Z=

—6[(26—524—Zz3+2522+ 10z

0 502—625)
7245 z
1502—625(1
z24+5 z
+5
_sf[ﬁn< )
25 ArcT (Z)]
- rcian\—
NG
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dondem;,n; €Z*, Vi

a,b,c,d: constates;ad — bc # 0

ax+b
cx+d

Hacer =t",r=MCM{nq; n,;...;n.}

al reemplazarlo se obtendrd una nueva integral de una funcién

racional de variable “t”.

Ejemplos
_|xt1
x—1
1. fx_ de
x—1
Resolucion
x+1 ) 2 —4z
Hacerx_lzz :>X=1+ZZ_1:>dx=mdz

Reemplazando y efectuando operaciones en la integral

dada obtenemos
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4 z dz =
B f(z3—zz—z—1)(z+1) 2=

—+—+—+—+—+—+—+122

_629 z8 Z7+226+225 2z% 273
9 87 6 5 4 3

+ 2Ln(z — 1)] +C

VYo Yx® Yx7 2¥x6 2Vx5 2Vx* 2Vx3
g Tg tT Tt Tt T3

+W+2Ln(§/§—1)]+c

X212
2) [ ﬁEs (:?)4 dx

Resolucion
x+2 6
Hacer _1=Z =x=1+26_1
—18z°
ﬁdX:mZ
3 _x+2 12461
x—1 x-—1 -
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Reemplazando

342 —182°
fz (28 - 1)4.—Zdz

72 —5 (z® — 1)2
—1825(z3 + 2)(z° — 1)?
=f 3 dz
z*—5

Es una integral que se evalGa usando integrales por fracciones
parciales, escriba la funcion respuesta, el numerado resultante
tiene grado 20 y el denominador grado 2, por lo que se obtiene
una parte real: polinomio de grado 18: E(x), y otra
fraccionaria, asi

25(23 + 2) (26 — 1)? 7688007 + 961000
z2 -5 =E@)+ z2 -5

Al evaluar la integral se realiza con las técnicas ya
presentadas y practicas por cada usuario de esta material, por

lo que le retamos a mostrarnos la respuesta final. .
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales
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3.4.10. Integrales de Binomios Diferenciales

Una integral binomia es una integral irracional de la forma
f x™(a + bx™)Pdx
dondea,b € R; m,npeQ

usando las condiciones de CHEBYISHEV, estos tipos de
integrales se transforman en integrales racionales,

presentandose tres casos.
CASO1 Sip€eZ

Efectuar el cambio de variable:

k

X , k = MCM{denominadores de "n","m"

I
N

m+1

CASQO 2 Si o EZ
Hacer a + bx™ = z¥, k es el denominador de p
m+1

CASO3 Sip+ ™€

Hacer ax ™"+ b =2zK 6 a+bx™ =x"z¥, Kk es el

denominador de p
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Ejemplos

1
1. —d
) Va (4x+1) " X

Resolucion

La integral se puede escribir como

1 —10

fx_% (1 + x_Z) dx

m=-——; n= % ; p= —10€Z
hacer x = zK,conk = MCM {2,4} = 4
luegox = z* = dx = 4z%dz
reemplazando y efectuando operaciones se tiene

f 47 9Vx + 1 C

———dx= —————— +
(z + 110 18(Yx + 1)’
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1
Resolucion

La integral se puede escribir como

1
fx‘z(élx2 +9)72 dx

hacer 9x 2 +4= t? =
_3
dx = —3t(t> —4)" 2 dt

reemplazando y efectuando operaciones se obtiene

1 1 1V9 + 4x2
J——dt: ——t+C=—-——"+C
9 9 9 x
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

X
. —d
1)f (2x2 +1)3 *
2.) fx3.\/2x2+1dx

1
3. —d
) fx4.\/x2+1 *

4.) fx.\/gdx

1
7. —dx
)|

123



TECNICAS DE INTEGRACION DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

3.4.11. Integracion de Funciones Trigonométricas

Se presentaran técnicas para integrar a funciones

trigonométricas.
3.4.11.1.) f Sen™(x) dx; f Cos™(x)dx ,meZ"*

Integrales que se reducen a integrales mas simple o directas,

para ello se puede usar identidades trigonométricas.
1) Si“m” esimpar usar: Sen? x + Cos? x = 1

2) Si“m” es par usar:
1
Sen’x = > (1 — Cos 2x)
1
Cos?*x = 5(1 + Cos 2x)

Ejemplos

1) [Sen3(x) dx

Resolucién
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fSen3(x) dx = fSen(x) Sen?(x) dx

= f Sen (x) . (1 — Cos?(x))dx

fSen(x) dx — fSen(x).Cosz(x) dx

Cos3(x)

+C
3

= —Cos(x) +

Cos(3x) — 9 Cos(x
( )12 ()+C

2) 1= [Sen®(x)dx

Resolucion

3

j Sen®(x) dx = j E (1 —Cos(2x))| dx

1
= fg(l — Cos(2x))3 dx

1
§f(1 — 3 Cos(2x) + 3 Cos?(2x) — Cos3(2x)) dx
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1 3
=3 [x - ESen(Zx)
3
+ > f(l + Cos(2x))dx

— f Cos(2x).(1 — SenZ(Zx))dx]

Por tanto

I—5X 5S 2 +1S 22x)+C
=16 32 en(2x) 8en(x)

3.) [Sen*(x)dx

Resolucion

jSen‘*(x) dx = j(%s@x))z dx

(1 — 2 Cos(2x) + Cos?(2x))
2 dx

1 + Cos(4x)
= ( fCos(Zx) dx + ffdx)
x Sen(4x)
= (x Sen(2x) + = T) +C
_ 3x 15 25) + Sen(4x) ‘C
=g et T
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4) [ Cos®(x) dx

Resolucion
f CosS(x) dx = f Cos*(x) Cos(x) dx

_ f (1 = Sen?(x))? Cos(x) dx

- j (1 — 2 Sen?(x) + Sen?(x)) Cos(x) dx

= fCosx dx + fSenZ(x) Cos(x) dx

+ .[Sen‘*(x) Cos(x) dx

Sen®(x)
5

2
= Sen(x) + 3 Sen3(x) + +C

5 5 1
= gSen(x) + ESen(Sx) + %Sen(Sx) +C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

1.) f—ZCos7(3X) dx

5 (5x+7
2.) | Sen 3 dx

3 fC 3< 6 2)+S 4<_7X+13>d
D) 0s X—¢ en 17 x

4.) fSenS (%T) Sen* (%) dx
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3.4.11.2.)fSenm(x).Cos"(x) dx; mn €Z*

CASO 1Si“m” 0 “n” es impar
1) m impar, usar
Sen™(x) = Sen™ 1(x).Sen(x)

Sen?(x) = 1 — Cos?(x)
resultando fP(Cos (x)).Sen(x) dx

2.) n impar, usar
Cos™(x) = Cos" 1(x).Cos(x)

Cos?(x) = 1 — Sen?(x)
resultando jP(Sen (x)). Cos(x) dx

P(.) es un polinomio de variable Sen(x) ¢ Cos(x)
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CASO 2 Si“m”y “n” son pares

Usando

1

Sen?(x) = 3 (1 — Cos(2x))
1

Cos?(x) = > (1 + Cos(2x))

1
Sen(x).Cosx = ESen(Zx)

Resulta que la nueva integral tiene la forma del CASO 1

Ejemplos
1) [Sen3(x).Cos*(x) dx

Resolucion

hacer Cos(x) =t = — Sen(x) dx = dt

—Sen x

fSen3(x).Cos4(x) dx = J‘Seng’(x).t4

= —fSenz(x).t4 dt
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= - f(l — Cos?(x)).t* dt

5 t> t7
=—f(1—t).t4dt= — E—7 +C

Cos®(x) Cos’(x
_ 5()+ 7()+C

f Sen3(x).Cos*(x) dx = %Coss(x). (5Cos(2x) —9) + C

2.) [Sen’(x).Cos®(x) dx
Resolucion
hacer Sen(x) =t = Cos(x) dx =dt

dt
Cosx

fSen7(x).Cos5(x) dx = ft7C055(x)
= ft7Cos4(x)dt

= ft7(1 - Senz(x))2 dt
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= f(l —t?)%.t7 dt

Sen8(x) Sen'®(x) Cos'?(x
_sen®() _sen®*() _ Cos™() |

8 5 12 ¢
f 760 5(x) dx = sen8x senl®x N cos?x i
sen” (x). cos®(x) dx = —2 = 5

EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

1.) f4Cos3 (g) Sen* (g) dx
2.) f Cos? (—6X — g) Sen* (—6X — g) dx

2mx 2mx
3) fSenS (T) Sen* <T) dx
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3.4.11.3.)fTanm(x).Secn(x) dx

fCoTanm(X).CoSec“(x) dx ,mn €Z*

tener en cuenta:
Sec?(x) = 1+ Tan?(x)
CoSec?(x) = 1+ CoTan?(x)

Para determinar la integral indefinida se presentan

CASO 1 Si"m" es impar
Se factoriza

Tan(x).Sec (x) ; CoTan(x).CoSec (x)
respectivamente , luego usar las identidades anteriores
CASO 2Si"n" es par
Se factoriza

Sec?(x) 6 CoSec? (x)
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respectivamente , luego usar las identidades anteriores.
Asi:
A) Tan™(x).Sec™(x) = Tan™(x).Sec” 2 (x).Sec?(x)

= Tan™(x). (Tan?(x) + 1)nT_2. Sec?(x)
B) CoTan™(x).CoSec™(x) se puede escribir como

= CoTan™(x).CoSec”2(x). CoSec?(x)

n-2
= CoTan™(x).(CoTan?(x) + 1) 2z .CoSec?(x)

CASO3 Si"m'" y "n'" son impar
Tan™(x).Sec™(x) se puede escribir como

= Tan™ 1(x).Sec™ 1 (x). Tan(x). Sec(x)

= (Sec?(x) — 1)mT_1. Sec"1(x).Tan(x).Sec(x)

respectivamente , luego usar las identidades anteriores
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Ejemplos
1.) [ Tan™(x).Sec™(x) dx

Resolucion

Tan3(x) q f(Secz(x) — 1DTan(x) dx

VSecx T v/ Sec(x)

= JSec% (x).Sec(x). Tan(x) dx
- J.Sec_g (x).Sec(x). Tan(x) dx

1 3
jude— fu_z dx

2 1 1
§u2+2u2 +C

2 el 4+ —2
3 Sec3(x) +m+C

2.) [ Tan3(2x).Sec?(2x) dx

Resolucion

= fTan?’(ZX). (Tan?(2x) + 1) dx
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= fTanS(Zx) dx + fTan3(2x) dx
Usando

fTan"(kx) dx = Tan™ 1 (kx) — f Tan™ 2 (kx) dx

1
k(n—1)

Se tiene

1
§Tan4(2x) - f Tan3(2x) dx + f Tan3(2x) dx

1
§Tan4(2x) +C

3.) [ Tan®(6x)dx

Resolucion

fTan6(6x) dx = %fTanG(z) dz

= %f Tan*(z) .Tan?(z) dz

= %f Tan*(z) . (Sec?(z) — 1)dz
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= % f Tan*(z).Sec?(z) —fTan‘*(z) dz]

17
=2 fu‘* du —fTanz(Z).Tanz(z) dZ]

1[ub
=== f Tan?(z).(Sec?(z) — 1) dz]

6|5
= %[Tan;(x) - f Tan?(z).Sec?(z) dz + J’ Tan?(z) dz]
_1[Tan’(x) Tan?(2) Tan? (s d
=z _ z — 3 +f an“(z) dz
_1[Tan®(x) Tan’(z) X
_g_ = T3 +j(Sec (z)—l)dz]
1 [ Tan®(x) Tan3(z2) Sec?(2)d p
_g_ = T3 +f ec”(z) Z—fZ

[Tan®(x) Tan®(6x)
= = 3 + Tan(6x) — 6x| + C

Nl
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

1.) fCoTanZ(X).COSec3(X) dx
2.) J-Tanz(x).Sec3(x) dx
3.) fCoTan3(x).CoSec6(x) dx dx

4.) fTan4(x).CoSec6(x) dx
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3.4.12. Integrales de la Forma
f Sen(mx).Sen(nx) dx;
fSen(mx).Cos(nx) dx;

fCos(mx).Cos(nx) dx

Se reduce a integrales inmediatas si utilizamos las siguientes

identidades:

Sen(mx).Sen(nx) = =[Cos(m — n)x — Cos (m + n)x]|

Sen(mx).Cos(nx) = =[Cos(m — n)x + Cos (m + n)x]

= N = N =

Cos(mx).Cos(nx) = > [Cos(m —n)x — Cos (m + n)x]

Ejemplos
1.) [ Sen(3x).Cos(7x) dx

Resolucion

f Sen(3x).Cos(7x) dx = f%[Cos(le) + Cos(4x)] dx
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1 1
= fECos(lox) dx + jECos(é}x) dx

1 1
= %Sen(lox) + gSen(4x) +C

2.) 1= [Sen(2x).Cos(3x).Sen(4x)dx

Resolucion

1= f%[Cos(Sx) + Cos(x)]Sen(4x)dx
1 1
= fECOS(Sx) Sen(4x)dx + IECos(x) Sen(4x)dx

= %f%[Cos(%c) + Cos(x)]dx

+ %f%[Cos(Sx) + Cos(x)]dx

1 1
= Z_f Cos(9x) dx + Zf Cos(x) dx

1 1
+Zf Cos(5x) dx+1f Cos(x) dx

1 1 1
= %Sen(9x) + ESen(x) + %Sen Gx)+ C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

1.) fCos(3x).Sen(2x) dx
2.) fCos(4x).Sen(6x) dx

3.) fSen(SX).Sen(7x) dx

4)fCos Cos( )dx

5.) fSen(Sx).Cos(9x) dx
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3.4.13. Integrales de Funciones Racionales de Seno y
Coseno

f R(Sen(x); Cos(x)) dx

Estos tipos de integrales se reducen a integrales de

funciones racionales mediante la sustitucion universal

t=Tan (;),—n<x<n
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Se puede seleccionar otras sustituciones siempre que la

funcion integrando tenga una de las siguientes formas:

1) R(—Sen(x);Cos(x)) = — R(Sen(x);Cos(x))

Usar Cos(x) =t

2.) R(Sen(x);— Cos(x)) = — R(Sen(x);Cos(x))

Usar Sen(x) =t

3.) R(—Sen (x);— Cos (x)) = R(Sen (x);Cos (x))

Usar Tan(x) =t

Ejemplos

1+Sen(x)
1) fl Cos(x)

Resolucion

Sustitucion universal:
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X 1—t2
t= Tan(i), Sen(x) = 11 Cos (x) = 172
2t
f1+Sen(x) x=f1+1+t2 2dt
1 — Cos(x) _ 1214 ¢2
1+t2
_[2 dt+f 2 dt
)2 t(1+t?)
1 Tan? (E)
=-— —~ +Ln p +C
Tan (—) Tan? (—) +1
1
2.) f4+5Cosz(x) dx
Resolucion
1

R(—Sen (x); — Cos(x)) = 4+5(—Cosx)?  4+5Cos?x

Luego hacer
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dt

t=T = x = ArcTan(t) dt = dx =
an(x) = x rc Tan(t) X 1772

reemplazando en la integra dada:

1 1 1
———dx = dt
j4+5Cosz(x) X f4+5(1)1+t2
1+t2

1 1 2t
= f dt = =ArcTan (?) +C

9 + 4t2 6
f 1 q —1A T (2Tan(x))+C
4+5Cos2(x) e A T3
Sen (x).Cos(x)+1
3') fSen(x).Cos(x) -1
Resolucion
Sen(x).Cos(x)+1 J‘ ( 2
f Sen(x).Cos(x) —1 dx = 1+ Sen(x).Cos(x) — 1) dx

— d 2 d
_f X+_[Sen(x).Cos(x)—1 X
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2
=Xt f Sen(o). Cos(r) — 1%

determinaremos el equivalente de

2
,[ Sen(x).Cos(x) —1 dx

Observamos que

2
RETSen(i=Cos0) = 5enGa). (= Costo) — 1

= R(—Sen(x); —Cos(x))

Usamos el cambio de variable:

t

[Se”(’” “ i
1

Tanx =t = Cos(x)=\/ﬁ
+t
dt

1+¢t2

dx =

Reemplazando y reduciendo se obtiene
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1 -1
fSen(x).Cos(x)—ldX_ jtz —t+1dX

3 3
Por tanto
J‘ Sen(x).Cos(x)+1 J‘ 2
dx =x
Sen(x).Cos(x)—1 Senx.Cosx —1

2Tan(x) — 1) tC

4
= x — —=ArcTan (
Ve

V3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

Cos(9x)
L) fSec(9x) — Tan(9x)

Cos(8x)
2) fl - Cos(8x)

Senz(x)
3) f Cos 6(x)

Cos 2(x)
) _f Sen 4(x)

1+ Cos 3(x)
>) fl Sen *(x) dx
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3.4.14. Integrales de Funciones Irracionales Mediante

Sustituciones Trigonométricas
fR (x; vax? + bx + c) dx

Estos tipos de integrales se pueden transformar en integrales

de la forma
le(Sen(x);Cos(x)) dx

Utilizandose las sustituciones trigonométricas (cambio de
variables) adecuada, para tal efecto se procede a completar
cuadrado perfecto la cantidad sub radical: ax? + bx +c

presentandose los siguientes casos
Caso 1.) fR (z; Jm2z2 + nZ) dz
n
cambio de variable z = — Tan(t)

Caso 2.) jR(z; Vm?z? —nz) dz

n
cambio de variable z = - Sec(t)
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Caso 3.) fR(z; \/m) dz
cambio de variable z = % Sen(t)
Si tuviésemos una integral de la forma
fR(x"; Jm) dz 6 fR(x"; x?2 —az) dz

es preferible usar

respectivamente.
Ejemplos

1) [EX

—x2
e dx

Resolucion

hacer x = V3 Sen(t) = dx =3 Cos(t) dt
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V3i—x2 3 — (V3 Sen(t
f X X—j\/ e()) V3 Cos(t)dt
(V3 Sen(t))’

_ f V3Cos(t)

mﬁ Cos(t) dt

B \/§f Cos?(t)

~ 3 J Sen3(t)

= ?j CoTan?(t) . Cosec(t) dt
= ?f(Cosecz(t) —1).Cosec(t) dt

3 3
= 3£f Cosec3(t) dt —3£f Cosec(t) dt
usando

n—2
f Cosec™(t) dt = — f Cosec™ 2(t) dt

CoTan(t) .Cosec™ 2(t)
n—1

en nuestro caso n = 3, resultando

E{—CoTan(t). Cosec(t)

1
3 > - Ef Cosec(t) dt}

151



TECNICAS DE INTEGRACION DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

_ \/5{ CoTant. Cosec(t)
3 2

el
6

= Ln|Cosec( t) + CoTan(t) |}

Jac

V3 A=
n_

X

X X

f VI+x2

x+1

2.) dx
Resolucion

Hacer: x = 3 Tan(z) = dx = V3 Sec?(z) dz

Reemplazando

j VO +x2 f\/Q-I-TanZ(Z)

x+1 3Tan(z) +1

.3 Sec(z) dz

3 9Sec3(z)
B f 3Tan(z) + 1

9
- f Cos?(z).(3Sen(z) + Cos(2)) dz

Haciendo w = Tan(3)
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B 18(1 + w?)?
_,f(l—wz) 2(— W2+6W+1)

w—+10-3 w-—1
= —V10In —‘+ln —|
w++v10 -3 w+1
6 +C
w—-—DWw+1)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

N
1.).[ 3x dx
x+\/5—x2d
—— dx
— 5 —x2

3 V5x — x?2
')_[ 5x

dx

1
4
4)f\/(3+x2)3 *

S)f — = dx
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3.4.15. Integrales de la Forma

ebx

an(x). Sen(ax) dx
Cos(ax)

Donde:
n
P,(x) = Z a;x’

i=o0

para determinar el equivalente de la integral dada se presentan

los siguientes casos:

Caso 1.)

bx P’(X) Pll(x) Plu(x)

e
P,(x).eP* dx = Y P(x) — 5 02 03
También se puede usar
ebx
f P,(x).eP* dx = Qn(x)T + C (%)

donde

Qu(x) = rpx® + 1 X" 1+t rix+r,
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los coeficientes ri se determinan derivando ambos miembros

de (*)

Caso 2.)

f P,(x).Sen(ax) dx

3 Cos (ax)

" (4)
_ ! [P(X)_P(X) PG

+
a? a*

a a a3 as

Sen (ax)[P'®  pr®  pG)(x
+ (ﬂ e, “<J

Caso 3.)

f P,(x).Cos(ax) dx

_ Sen (ax)

P(x) — p v

Cos (ax
N (ax)
a

a a3 as

Ejemplos

1) [(5x% —9x — 7)e3* dx =
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5.6x5—9 N 5.6.5x* 5.6.5.4x3
3 32 33

e3x
?(5X6 —9%—-7—

5.6.54.3x> 5.6.54.32x 5.6.54.3.2.1
t— 3t 36 +C

2) J(5x° —3x)Sen(7x)dx =

Cos(7x) 6 150x* 1800x> 3600
=— Z 5x° —3x — 7 + 75 T 76

Sen(7x) (30x°>—3 1800x% 3600x
+ + +
7 7 73 75

3600
T +C

EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales
1.) f(x7 — 7)e’™ dx

2.) J‘(Sx9 —9)e3*5 dx
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3.) f(3x6 — 4x5 + 12)e13%+16 gy
4.) f 2(3x — 4)(x + 7).x.e**° dx

5.) f(3x3 + 4x* — 5x> — 6x°)(x + 7).Cos(12x — 5) dx

6.) f(x + x* — x®)(7x + 8).Cos (2x4— 9) dx

7.) f(x + 3x2)(7x — 2).Cos (x + %) dx

8.) f(Z +3x3)(x — 2)(x + 3).Sen(3x — 1)dx

2
9.) f <2 +43x ).x. (x —4).Sen(x + 4)dx

10.) f(x —2).(3x% — x).Sen(x + 4).Cos(x + 4)dx
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3.4.16. Integrales de Funciones Trascendentes

3.5.16.1. De funciones exponenciales
fR(emlx; e™X,  .e™¥)dx , con m; €Q

Al realizar el cambio de variable
eX =t

obtenemos

R,(t™1; t™2; , ;t"Mn
f 1( )dt

t

luego al hacer

donde r : MCM de los denominadores de los m;

se reduce a una integral de una funcion racional.
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Ejemplos

1) [ gy

e3XeX

Resolucion
1
hacere* =t = x =Ln(t) = dx = ?dt
Reemplazando
fe"+e‘ZX q _ft+t'2 ldt—f 1+¢3 dt
Frer ) Bt B+

Usando las técnicas de integrales de fracciones parciales,

se tiene:

f 1+ dt = e+l + ArcTan(t 1 +C
t3(t2+1) "\ reTan(t) 2t2

f L e (Y | ArcTancer i
ETCEED R W PFY reTan(e”) 2e2%
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eX 4e2X_g3X
2') IGZX_e3X+e4-X dX

Resolucion
1
Hacere* =t = x=Ln(t) = dx = ?dt

reemplazando

eX + e?X — e t+t2—t3 1
e?x — 3% + e¥x dx= t2—t3+t4 tdt

t2 2 ArcTan (%) 1
=Ln— - -—=+C
t?—t+1 V3 t
2X_
e2X 2 ArcTan (26\/§ 1)
=Ln - ——+cC
er —e*+1 \/§ er
\/? + e3
3) [
Resolucion

1
Hacere* =t = x=Ln(t) = dx = ?dt
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reemplazando

f\/?+e3d Vi+ Yt o
Ve PR

hacerz® =t = dt = 6z°dz

3+ 22 6z°(z+ 1
szz z .625d2=f$dz

76 — 72 z4—1

= %[Ln(w+ 1)_3(6 eX — 1)_6 — 6ArcTan(e¥)
— 2/ (2¥e¥ + 3)| + C

EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

2X
Ve2X — 2e3 q
er + 31/eZX X

2X
) ve3X + 3es dx
) f\/e3x 43/e2x
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3.5.16.2. De funciones Hiperbolicas

La integral de las funciones hiperbdlicas es analoga a
las integrales de funciones circulares; se debe tener presente

las siguientes definiciones e identidades

1.) Senh (x) = >
eX+e¥
2.) Cosh (x) = >
eX — g7X
.) Tanh = —
3.) Tanh (x) pr g
eX +e*¥
4.) CoTanh (x) = g
5.) Sech = —
) Sech (x) eX +e7X
6.) Cosech (x) = o ox

7.) Cosh?(x) — Senh? (x) = 1

Cosh(2x) —1

8.) Senh?(x) = 3

Cosh(2x) +1

9.) Cosh?(x) = >
10.) Senh(2x) = 2 Senh (x).Cosh(x)

2Tanh (x)

1) Tanh() = T e o
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12.) Cosh(x + y) = Cosh(x).Cosh(y) + senh (x).Senh(y)
13.) Cosh(x — y) = Cosh(x). Cosh(y) — senh (x).Senh(y)
14.) Senh(x + y) = Senh(x).Cosh(y) + Cosh (x).Senh(y)
15.) Senh(x — y) = Senh(x). Cosh(y) —Cosh (x).Senh(y)

Cosh(x + y) — Cosh(x — y)
2

16.) Senh(x).Senh(y) =

Cosh(x + y) + Cosh(x —y)
2

17.) Cosh(x).Cosh(y) =

Senh(x + y) + Senh(x — y)

18.) Senh(x).Cosh(y) = >

Resultados para integrales

1
1.) f Senh(ax)dx = ECosh(aX) +C
1
2.) f Cosh(ax)dx = ESenh(aX) +C
1
3.) f Tanh(ax)dx = ELnICosh(ax)I +C

1
4.) f CoTanh(ax)dx = aLnISenh(aX)I +C
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1
5.) f Sech(ax)dx = EArcTan(senh(ax)) +C

Tanh <( > )>‘ +C

7.) fArcSen h (2) dx = x.ArcSenh (2) —vVx?2+a?+ C

1
6.) szch(ax)dx =—Ln

8.) fArcCosh ( )dx = x.ArcCosh ( ) Vvx?2—a?+ C

Ejemplos
1.) Demostrar que Cosh?(x) —Senh? (x) = 1

En efecto:

2 —x. 2
eX+e7X

sent ()= (S57=) 5 o 0 = ()

eX + eX\2 eX — 7%\ 2
Cosh?(x) — Senh? (x) = (T) + (T)

eX 424+ e7 %X X _2 4

4 4

=77
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2.) Demostrar que Senh(2x) = 2 Senh(x) .Cosh(x)

En efecto:

X _ @7X gX | o7X
2 2

e
2 Senh (x) .Cosh(x) = 2.

2x —2X

= Senh(2x)

Senh(3vXx)

e dx

3.) Evaluar:/ = |

Resolucion

Hacervx =z =x= z%2 = dx = 2zdz

Senh(3 Senh(3 Cosh(3
_J’ (Z)ZZdZ=f en(z)= os(z)+C
4z 2 6

Cosh(3
:wH
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4)) Evaluar:I = fw dx

Resolucion

z
5

5
Hacer5Ln(x) =z :>;dx =dz>x=e

7 Sech (5Ln(x)) 7 Sech (z)
- e [12000)
5x 25

7 ArcTan(Senh(5 L
[ - rc an( e;ts( n(x)) )+C

5.) I = [ArcCosh (3X9_7) dx

Resolucion

3x—17 9z +7
=z =252dx=3dz 25x=

Hacer

3x—7
fArcCosh (T) dx = fS.ArcCosh(z) dz

=3 (Z. ArcCosh(z) —+/z? — 1) + C

3x-7

(3x — 7). ArcCosh ( 3 )_ (3x— 7
9 9

=3

2
)—1 +C
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Demostrar las igualdades que a las identidades hiperbélicas
presentadas anteriormente con los numerales:8; 10; 12; 15; y
18.

Evaluar las siguientes integrales

1.) jArcTanh (5x)dx
2.) f Tanh (x — 7)dx
3.) f Cosh (x — 8)dx

4.) fArc Senh (7x + 11)dx
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3.5.16.3 Integrales de la Forma

fR(Senh(x); Cosh(x)) dx

X
al considerart = Tan h (E) se obtiene

o 2dt - Senh(x) 2t Cosh _1+t2
x_l—tz' en (x)_l—tz' 0s (x)—l_t2
Senh (E)= , Cosh(£)= 1
2 1—1¢t2 27 \1—1¢2

después de reemplazar y simplificar se obtendra una integral

de una funcion racional.
Si R(Senh(x); — Cosh(x)) = —R(Senh(x); Cosh(x))
Hacer el cambio de variable:

Senh(x) =1

Cosh(x) = \t? + 1,
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Si R(—Senh(x); Cosh(x)) = —R(Senh(x); Cosh(x))

Hacer el cambio de variable:
Cosh(x) =t

Senh(x) = Jt? -1

dt

Si R(—Senh(x); —Cosh(x)) = R(Senh(x); Cosh(x))
Hacer el cambio de variable:
Tanh(x) =t

1

Cosh(x) =
(%) P

Senh(x) =
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En los otros casos se hacer:

Tanh (;) =t
1
Cosh (;) = —
t
Senh (;) = —
2t
Sen h(x) = 1
1+ t?
Cos h(x) = 11—

X X
_ 2 (2 A _
(1 Tanh (2)>d(2) =dt = dx=T—
En muchos casos resulta mas comodo utilizar:
1.) t = Senh(x); t = Cosh(x); t = Tanh(x)

2)t = e*
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Ejemplos: evaluar
1.) fSenhZ(x) dx

Resolucion

Cosh(2x) —1
jSenhz(x) dx = Jf dx

_ j‘Cosh(Zx) d fl p
- 2 S

_ Senh(2x) —2x
B 4

+C

Senh+/x
Vx

dx

Resolucion
Hacer: z=+/x

Senh Vx4, _ fSh dz = = Cosh(z) + C
N X =5 enh(z) z=3 osh(z)

1
= ECosh\/E+C
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3.) fCoshZ(Sx— 9)dx
Resolucion

1
fCoshZ(Sx —-9)dx = Ef(l + Cosh(10x — 18)) dx

1 1
=5 x+ﬁSenh(10x —-18)+C

4 Senh(x)
) fSenhz(x) —5Cosh?(x)+7

dx

Resolucion

—Senh (x)
Senh? (x) — 5Cosh? (x) + 7

R(—Senh (x); Cosh (x)) =

= —R(Senh(x); Cosh(x))

Hacer
Senh(x) =t deaqui Cosh(x) = t?—1,dx = dt
B Tt

f Senh x q _f t q
SenhZx — 5CoshZx + 7 —4(t?2 —3) X
Ln(t* - 3])
= _"’ic
Ln(|Senh? x — 3
_ Ln(| D,

C
-8
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EJERCICIOS PROPUESTOS
Evaluar las siguientes integrales

1 + Senh (x)
1= Cosh() ™

5 2Senh (x) p
) J. Tanh(x) — CoTanh(x) x

Cosh(x) +S p
7 2Senh (x) — Cosh(x) X

4 2Senh (x) — 3 p
) _[ Tanh(x) — CoTanh (x) X

Cosh(2x) — 4 Senh (2x)
5Senh (2x) — 7Cosh(2x) "

5.)

6 2Cosh (x) d
) f Senh (x) —CoTanh(x) x

Cosh?(2x) — 4 Senh? (2x)
7 5Senh 2(2x) — 7Cosh?(2x) x

8 Tanh(x) + CoTanh(x)
) f Cosech(x) —Sech(x)
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3.5.16.4 Integrales de la Forma

fSenhm (x) dx ;f Cosh™ (x) dx conmmneQ
se realiza cualquiera de las sustituciones
1.) t = Senh(x)
2.)t = Cosh(x)

la que permite utilizar el procedimiento de las integrales

Binomios Diferenciales.

Ejemplo:

1.) Evaluar f Senh3(x) dx

Resolucion
dz
hacer Senh(x) =z = dx =
z2+1
z2—1
jSenh3(x)dX—j\/T ( 3 ) z2+1+C

_ (Senh?(x) — 1)

3 Senh?(x) +1+C
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2.) Evaluarf Cosh*(x) dx

Resolucion

dz
hacer Cosh(x) =z = dx=
z2 -1
fc b (o) d J’ z*dz
osh*(x) dx =
-1
z3(3z% — 4
S AL,

J@ 1)

_ Cosh®(x) . (3 Cosh?(x) — 4) i
B J(Cosh?(x) — 1)3
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Evaluar las siguientes integrales

1.) Evaluarf Cosh®(2x)dx
2.) Evaluarf Senh®(2x + 5)dx
3.) Evaluarf (Cosh2 (x —4) + Senh®(3x + 1)) dx

4.) Evaluarf(SCosh3(5x) + 7Senh”(7x — 7))dx
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CAPITULO N° 4

INTEGRALES DE FUNCIONES
ELEMENTALES QUE NO PUEDEN
EXPRESARSE COMO FUNCIONES

ELEMENTALES.
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Si se tiene una funcién f(x), no siempre es posible encontrar
una funcioén antiderivada, es decir, una funcion F(x) cuya
derivada F'(x) sea igual a f(x), y cuando es posible dicha
solucion no siempre se puede expresar en forma elemental.

Se presenta algunas integrales que no tienen antiderivada.
4.1. Funciones algebraicas.
Entre las funciones algebraicas destacan las elipticas, en

particular:

1.)f\/ax"+bdx,a,be]R—{O},nEQ,n>2

2)f ! d beR—-{0} neQ,n>2
—dx ,aq, — N N
vax™+ b

3)f ! d

. X,

\/(1 —x2)(1 — k2x2)

V1= k2x2
5)f dx , 0<k<1
1— k2x2

0<k<1

P(x)

6.) f\/@
repetidas, gr(Q) =3y gr(P) < —=

dx, P(x) y Q(x) polinomios, Q(x) sin raices

gr(Q) _1

7.) [x™(ax™+ b)P dx, a,beR—-{0}, mnpeQ-—

m+1 m+1

{0}abny——+ ¢7Z
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4.2. Funciones trigonomeétricas.

Algunas de las integrales trigonométricas son:
1.)f5en(P(x))dx,P(x) polinomio de Gr(P) = 2
2.) f Cos(P(x))dx, P(x) polinomio de Gr(P) = 2

3.)f5en”(x)Cosm(x) dx

n+lm—1n+m
2 2 7 2

m,n,p € Q,

4) f Sen(x) dx

X

5l)J‘Cos(x) dx

X

6.)f5en (%) dx
7.) fCos(%) dx
8.)fSen (xiz) dx 9.) fCos (xiz) dx

10.)fVSenxdx 11.) IM dx
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4.3. Funciones exponenciales y logaritmicas.

Las funciones exponenciales, sus correspondientes inversas
1.)fex2 dx
1
2.) fex dx
3.) feex dx
4.)f\/§eax dx,a + 0
5.) fean(x) dx

6.) J,/Ln(x) dx

dx

7 [—
. JILn(x)

8.) JLn (Ln(x))) dx
9.) fxx dx

10.) JLn(x)k(Ln(a. xP)) dx ,k € Z —{0},a,p € R— {0}
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4.4. Funciones hiperbolicas.

dx

) f Senh(x)

X

2 J‘Cosh(x) dx

X

3.) fSenh (%) dx
4.) fCosh(%) dx
5.) f\/ESenh(x) dx

6.) f\/ECosh(x) dx

Senh(x)
7.) f N dx

Cosh(x)
|75

dx

9.) an(x).Senh(x) dx

10.) jLn(x).Cosh(x) dx
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4.5. Teoremas que Caracterizan a las Funciones

Elementales

TEOREMA

Sean f y g funciones elementales, entonces
f
f+g.f. g,g (g #0), fog son elementales

TEOREMA.

Sean f, g y h son funciones tal que h es elemental y

fren-fs

es elemental si y sdlo si

fg lo es.

TEOREMA
Sean f(x) es elemental e invertible y

f~Y(y) su inversa
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entonces

f f(x)dx es elemental
si 'y sélo si

ff‘l(y)dy es elemental

4.6. Integrales no Elementales Notables

Muchas aplicaciones de las integrales tienen modelos de

integrarles de funciones no elementales

Funcion error:

) = | P ol G Vi i
erff(x) =— | e =—= ) —
Vi Jo \/Enzo n!'(2n+1)

Integral exponencial:

x ot —_
Ei(x)=f ?dt=y+Ln(x)+Zm,x>0
® n=0
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Integral logaritmica:

N
li(x) —.[0 mdt
= Ei(Ln(x)) = y + Ln (Ln(x))

[ee)

Ln" (x)
+ Z n'n

n=1
Integral senoidal:
X Sen(t = —1)nx2ntl
sic0 = | Sen® g =y D
0 t Eor] Cn+1)!'2n+1)

six) = _fmSeri(t) dt

Se define la funcion integral senoidal complementaria como:

@ Sen(t)
t

si(x) = Si(x) — % = —f dt
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Integral cosenoidal:

“Cost
ci(x) = —f dt
% t

XCost—1

Ci(x) =y + Ln(x) +j Tdt
0

® (_1)nX2n
=vy+Ln(x) + nZO—(Zn)! 2n)

¥1—Cost

Cin(x) =f —dt

0 t

oS X

o C
ci(x) : es la primitiva de gue €es cero para X =

se tiene:

ci(x) = Ci(x), Cin(x) =y + Ln(x) — Ci(x)

Integral de Fresnel:

. . B 0o (_1)nx4n+3
S(x) = JO sen (t?) dt = i (2n+1)! (4n +3)
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X ® (_1)nx4n+1
C(x) = fo cos (tz) dt = m
n=0

Integral senoidal hiperbdlica:

. (Fsenh (t) x2n+l
Shitx) = fo Z Zn + DZ(2n)!

y es la constante de Euler y se dfine como

oo 1 1
_ Z [_ I (1 + _)] ~ 0,5772156649
n n

n=1

Ejemplos

Las siguientes integrales no se pueden escribir como

funciones elementales

1.)]2 x3 + 1dx
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2.) f7 3x* + 5dx

3.) j L9 dx
) A =% -9

o[ ool

EJERCICIOS PROPUESTOS

Comprobar que

1.).[8"‘2 dx = %\/ﬁ.erf(x)

2.)fsen(\/x§ + 5) dx

=2 (COS(S) Si(vx) + sen(S)Ci(\/E)) +C
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CAPITULON®°5

ALGUNAS FORMULAS DE
RECURRENCIA PARA INTEGRALES
INDEFINIDAS
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Las integrales por recurrencias son aquellas
integrales que se obtienen de la aplicacién sucesiva,
representada por una formula, hasta llegar a una integral
conocida o inmediata. Generalmente la descripcion es a

través de una formula que dependa de los valores de “n”.

A continuacién, presentamos algunas de ellas.

1) In:I(anb]ndu:— (auxb)" L_an
P(

n-1)(pu+q)"" p(n-1) =

putq

2) | - '(biaujnd _ (b+au)" an
T R Y T

 u"du 2 2an
o= Tamon bz VT nrnp

1 32 (2n-5)b
4. In:J.—\/a+budu:— a+bu) " ——>—1I
) u" (n—l)au”l( ) 2(n-1)a "
5) | :Ju"\/a+bu du:Lu“(amu)m— 2na
oo (2n+3)b (2n+3)b "
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du (2n-3)b
6.)1 va+bu - |
) Ju'Ja+bu  (n-L)au™* 2(n-1)a "
[ du u 2n-3

= = +
n J (aZ iuZ)n 2a2(n_1)(a2 iuZ )n—l 2a2(n_1) n-1

Lo u . -3
8)I,= 2,0 22\0 T 9a2(n_ 2 ,2\0-1 75,2 n-1
J(uxa®)"  2a°(n-1)(u“+a’)"™ 2a°(n-1)

u(aziuz)”4_2a2n

%) I”:I(aziuz)ndu: 2n-1 2n-1 "™t

2 _523n 2
10.) |n='[(uz—a2 o= U &) 2am,
2n+1 2n+1

udu 1 n-1
11) I, :Iﬁz_unl L
Ju“ta® N n

1/ n-4
12) 1= U +aldu=7 - nl(uziaz)3/2$

Y 1)a u (n-1)a® "*

13) I, = —\/ a’-u du_ﬁ(az_uz)slz_ n-4 |

Y 1)a‘u (n-1)a® "*

. 1 i .
14) I = un uziaZduz_un 1(u2 iaz )3/21 a | )
" n-2

’ n+2 n+
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15) I, = .u”\/az—uzdu:Lu”‘l(az—uz)w—n—_lazln_z
J n+2 n+l
n-4
16) | = —\/a ~u du_ —(a’-u?)"?- =
J (n- 1)a (n-1)a
17) | = w1 O
Sl ndaior (n-1)au™ (n-1)a®> "
F du 1 5. 2. h=2
18) I, = =+ 2 -1 u'ta’y —2 n-2
Jutui+a?  (n-1)au (n-1)a

19) 1. = [Ln"(u)du=uLm(u)-n1,,

20)I—.du o u +1nl
Z ) u) (n-1)Ln"(u) n-1 ™

n+l
21) Inzju”ArcSen(u )du=iu“+1Arcsen(u)_L‘[ u™du
n+1 n+1 l_u2

Ejemplo: Férmula de Wallis y de Stirling

Demostrar que:
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J.Sen”(x)dx :—%Cos(x)Sen”‘l(x)+nT_1J.Sen“‘2(x)dx
Demostracion
Sea |, =jSen“(x)dx =jSen"1(x)Sen(x)dx

Integrando por partes

u=Sen"*(x) = du=(n-1)Sen"?(x)Cos( x )dx
dv=Sen(x)dx = v=-Cos(x)

Luego:

I, =—Cos(x)Sen”1(x)+(n—1)ICosz(x)Sen”2(x)dx
I :—Cos(x)Sen“-l(x)+(n-1)J'[1—Sen2(x)] Sen™2( x )dx
I =—Cos(x)8en”‘1(x)+(n—1).[ Sen"?(x)dx—(n-1)I,

nl = —Cos(x)Sen“‘l(x)+(n—l)I Sen™2( x )dx

Por lo tanto:

J.Sen (x)dx——ECos(x)Sen x)+ 172 ISen” 2(x)dx
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Si usamos este resultado en una integral definida, tal como

T

n—1 n—1

Sen™(x) dx =

I, = An—2

2
.fSen”‘z(x) dx =
0

O —— i3

Deducir: [, = g ; I; = 1 ,ydeaqui:

L 2.4.6. ....(2n)
Ml ™ 357....2n+1)

om 1.3.5....-(2n—1)
M2 246.....(2n)
conn=12,...

Ademas, la sucesion {I,,} es decreciente:
1n+1 < IZn < IZn—l
de donde

Ly Iy 2n+1

1<
Insq Lnt 2n

Por el principio de las sucesiones encajadas se obtiene

IZn

lim =1
n— [rn4+1
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Ly m 135.7.. (2n—-1) 1.357.0C2n—-1)@2n+1)

1~ =—. :
Iyns: 2 246....(2n) 246....(2n)

_m(n+1) (1357..2n- 1)’
B 2 ( 2.4.6....(2n) >

1.3.5.7..(2n — D\*
N’m'< 2.46....(2n) )

. 13.5.7..2n - D\*
~"n'< 2.46....(2n) )

o 1(_24.6...(20)
Son\357.....2n—- 1

2
) = n : férmula de Wallis
n-on
Teniendo en cuenta que

(nn222n (24.6...(2n))"
Vn.(2n)!  vVn.(24....(2n))(35.7....2n - 1))

1 246....(2n)
~Vn(357....2n—-1))

Deducimos que

oy
V= rlzlgox/ﬁ. (2n)!
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Definamos

_ (m)ze N (222" (ayp)?
= Vn.nn Vr.2n)! V2.a,,

(Tl' 2 22n
o =

consideremos que {a,} converge a L ,entonces

(an)* L7 L
V= lim — =>L=+2n
n-o\/n. ay, \/_L V2

Por tanto, se tiene la formula de Stirling

nle™ nle™
lim =V2r © lim——=1
n-conn \/n n-onnh \27.n

Ejercicio: demostrar que:
5 x? 2x 2
fx Cos(nx) dx = ISen(nx) + FCos(nx) —FSen(nx) +C

Demostracion
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u= x% = du = 2xdx

Sen(nx)
v=_Cos(nx)dx =v = —

x? 2
fszos(nx) dx = ISen(nx) — ;fx.Sen(nx) dx
u=x>=>du=dx

Cos(nx)
n

v=_Sen(nx)dx >v=—
X 1
fx.Sen(nx) dx = —ECos(nx) +; fCos(nx) dx

X 1
= ——Cos(nx) + — Sen(nx)
n n

Por tanto, en (*)

2
x
fszos(nx) dx = TSen(nx)

2 x 1
- —r—lCos(nx) + ﬁSen(nx)

x? 2x 2
fszos(nx) dx = —Sen(nx) + — Cos(nx) —— Sen(nx) + C
n n n
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CAPITULON® 6

CALCULO DE INTEGRALES ASISTIDO
POR SOFTWARE MATEMATICO
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A continuacién, presentaremos una serie de softwares
matematicos online para determinar las integrales
indefinidas, los cuales nos permite evaluar casi de manera

inmediata, entre ellas tenemos

1. Calculadora de ﬂ(:c.éx) Calculadora de Integrales >

integrales:

2. Calculadora paso

por paso Symbolab

3. WolframAlpha S5 Wolframaohz

https://www.wolframalpha.com/
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Wolfram Integrator

Wolfram Mathematica:
ONLINE INTEGRATOR

# WolframAlpha
J=
e e ]
* Wollran Mathesmasic
Q i
("

4. Mathway

Oviarom: ® . @oners @ B e
EMathway x

https://www.mathwav.com/Calcqus

5.  OnlineMSchgool

ntegrate/
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6. Geogebra

7. Solumaths

https://www.solumaths.com/es/calculadora/calcular/int

egral

8. Calculadora de
Integrales por

partes

el m

https://es.snapxam.co/alulators/calculadora-

integrales-por-partes
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A continuacion, se presenta una serie de ejercicios
propuestos, resolver utilizando los diversos métodos y/o
técnicas de integracién indefinidas; luego compruebe sus
resultados usando alguno de los softwares online presentados

anteriormente.

1) 231 + x4
- Vi+x%+1

dx

Usando calculadora de integrales

https://www.calculadora-de-integrales.com/

2Ln(\/1+x4+1)—2\/1+x4+x4+6
' 4

Rpta

Cos(x)+1
2) fSen(x) + Cos(x) + 2 dx

3 j dx
) (x+Dvx?z+1

4 3x2+2x+1 p
) it &

201


https://www.calculadora-de-integrales.com/

TECNICAS DE INTEGRACION DE FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

EJERCICIOS ADICIONALES
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A continuacion, encontrara una diversidad de ejercicios sobre
integrales indefinidas, algunos han sido presentados en
evaluaciones de la UNASAM, cuando resuelva presente todo

el proceso con una secuencia clara, l6gica y precisa.

1.) Determine la formula de recurrencia para

1.1.) fx”.Senh(Zx) dx
1.2.) f\/x +b.(x+a)"dx ,cona,b>0

1.3.) f xP.Ln1(2x) dx ,con p, q naturales

2.) Determine las condiciones sobre a,byc para que al

. Ztbx+
evaluar la integral f% dx de como resultado una

funcion racional, es decir, no contenga términos

logaritmicos.

3.) Usar el método de Hermite — Ostrograsdsky para evaluar:

3.1 ! d

' )f(x+1)2(x2+1)2 *
1

32)[m dx
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4.) Usar el método de Facciones Parciales para evaluar

x
f(x2+x+1)3 dx

Después compare su respuesta con el mismo ejercicio

resuelto mediante el método de Hermite- Ostrodsky.
5.) foec(x).Tan(x) dx

1
6) fl + Cosec(ax) dx

Tan(x)
7 J 1L+ (Sec(0)))?

dx ;resolver mediante tres
técnicas de integracion, compare sus respuestas.
8)] _ 3% =k evaltie la integral para los diferent
x,evalue la integral para los diferentes
@-RG—1D grEp

valores de k

9.) anVx+2dx

10.)an(x).ArcSen(x) dx

204



M. NINAQUISPE C. / A. SOTO G. / F. PUELLES G. / P. NUNEZ B.

11.)an('{/§.egx) dx
12.) f Tan: (x) .Sec*(x) dx

13.) Si f(x) = fSen (4fSen(x) dx) Sen(x) dx

Determine el valor de verdad de cada una de las

siguientes proposiciones:
a) f(x) es una funcion par.
b) f(x) es una funcién periddica.

c) f(0)=-1/4

d) ff(x)dx = Cos(x) +C

14.) fSen(x).\/Cos(x) +1.,/Sen(x) — 1dx
15.) fSen(kx).Sen (%) dx ,x €R

16.) f(Ln(x) + 1).Cos(x.Ln(x)) dx
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1
17.) f ot Log,Vx .Logs Vx . Log, Vx. dx

18.) fx.Cosv2x+1 dx

19.) fx.Cos(\/ﬂ+ 1) dx

20.) f(Sen“(x). Cos3(x) — Sen®(x).Cos” (x) + Sen*(x). Cos®(x))dx

En los ejercicios 21 al 25, completar la tabla

Integral original

Reescribir | Integrar | Simplificar

21.)

f Vxdx

22))

[
4x2x

23))

f%dx

24.)

fx(x3 + 1)dx

25.)

f(g—)lc)zdx

Fuente: Calculo 1 de una variable. Ron Larson y Bruce H. Edwars
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ANEXOS
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FORMULAS

DERIVADAS: u = u(x), v=v(x)

Eu" =nu™?1) = (w)

_d d
a(uv} = ua(v) +va(u)

4wy v W —ug )

dx \v v2

d s —c d
—(Sen () = Cos(w) — (W

d c _ g d
- (Cos(w) = —Sen(w) — (W)

d T _ Sec? d
—(Tan(w)) = Sec?(u) — (u)

d c —C 2 d
a( otan (u)) = Cosec (U)E(u)

d d
o (Sec(u)) = Sec(u) Tan(u) dx (w)

d d
a(Cosec(u)) = — Cosec(u) Cotan(u) P (w)

1 d
—(u)

d
E(Arc Sen(uw)) = ez dx
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— d
iozdx ™

4w
1+u2dxu

4w
1+ u?dx u

1 d
uvu?z — 1dx

d
o (ArcCos(u)) =

d
T (ArcTan(u)) =

d
T (ArcCotan(u)) =

d
T (ArcSec(u)) = )

d
o (ArcCsc(u)) = )

-1 d
uvu? — 15(11

d - 1d
E( n(u))—aa(u)

4 @) = avLna-L )
dxa =a nadxu

lo

ge d

d
—(Log(w) =—

d s ud
E(e)_e a(u)

4wy = vt L @) + G = @)
dx - dx dx
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INTEGRALES: u = u(x), v=v(x)

K
fx"dx= +k
n+1

fadx=ax+k

faudxzafudx

n+1
fu'u"dxz + kparan # -1
n+1

"
f;dx =In(u)+k

f(u+v—w)dx=fudx+fvdx—fwdx

fu'e“dx=e”+k

au
. u _
fua dx Ln(a)+k

fu'Sen(u) dx =—Cos(u) +k

u Cos(u)dx = Sen(u) + k

u Tan(u) dx = —Ln(Cos(u)) + k

u’ Cotan(u) dx = Ln(Sen(u)) + k

—_— | — | —

fu'Sec(u) dx = Ln(Sec(u) + Tan(u)) + k
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u’ Cosec(u) dx = Ln(Cosec(u) — Cotan(u))

J
ju'Sec2 (wWdx =Tan(uw)
J

u’ Cosec?(u)dx = — Cotan(u) + k

fu'Sec(u) Tan(u) dx = Sec(u) + k

f u Cosec(u) Cotan(u) dx = — Cosec(u) + k

Y=L areran (M) +k
fu2+a2 x—a rc an(5)+

j u’ 4 _1L (u—a)+k
u? — a2 x_Zanu+a

u’ 1 a+u
[N R
a?—u a a—u

Y e = arcsen () + k
fﬁ x = dresen () +

"
R JOR 2 2
fmdx Ln(u+ u +a)

0
R S 2 _ 42
jmdx Ln(u+ u a)

u’ 1 Uu
f—dx = —ArcSec (—) +k
uvu? — a? a a

u’ 1 a+vVu? + a?
f—dx:——Ln — | +k
uvu? + a? a u
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dx =——1Ln
uva? — u? a

f u’ 1 <a+\/ﬁ>

u a? u
fu' a? —u?dx = 5 a?—u?+ 7ArcSen (E) +k

u a?
fu' uziazdx=5 uziazi7Ln(u+ uzia2)+k
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VIDEOS

En las siguientes direcciones de YouTube podra ver y
escuchar videos relacionados a Historia del calculo integral,

etc

1. Historia del Calculo Integral

https://www.youtube.com/watch?v=viwqUTOwk Y

2. Historia del Calculo Integral

https://www.youtube.com/watch?v=WuhBxx60uPk

3. Historia calculo diferencial e integral
https://www.youtube.com/watch?v=1DTOYKKY7FE

4. Laintegral: qué es, de donde surge y para qué sirve

https://www.youtube.com/watch?v=m3vzgzA77Ms
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