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RESUMEN

El objetivo principal de este trabajo de investigacion es resolver sistema de ecuaciones lineales de
n incognitas con n ecuaciones, utilizando Ortogonalidad entre vectores. Para lograr este objetivo
se construyd un algoritmo que realiza de los siguientes pasos: De entrada, requiere un sistema de
ecuaciones de orden n por n; enseguida escribe el sistema en forma vectorial, luego reduce
incognitas utilizando ortogonalidad entre vectores, inmediatamente después colecciona ecuaciones
y forma un sistema triangular, y finalmente utiliza sustitucion hacia atras, para obtener el valor de
todas las incognitas.

Palabra clave: sistema de ecuaciones lineales de n incdgnitas con n ecuaciones, ortogonalidad

entre vectores, producto interno, producto vectorial.
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ABSTRACT

The main objective of this research work is to solve system of linear equations of n unknowns with
n equations, using Orthogonality between vectors. To achieve this goal, an algorithm was built that
performs the following steps: Initially, it requires a system of equations of order n by n; then write
the system in vector form, then reduce unknowns using orthogonality between vectors, then
immediately collect equations and form a triangular system, and finally use back substitution to

obtain the value of all unknowns.

Keywords: System of linear equations in n unknowns with n equations, orthogonality between

vectors, internal product, vector product.
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. INTRODUCCION

Durante el tiempo que pasé como estudiante universitario noté que los sistemas de
ecuaciones lineales de n ecuaciones con n incognitas eran resueltos con métodos clasicos, como el
de Gauss-Jordan, Cramer y diferentes métodos numeéricos; también me habia fijado de que estos
métodos son ensefiados, por parte de los docentes y aprendido, por parte de los alumnos, de una
forma memorista, haciendo a un lado los fundamentos y la justificacion que tienen estos métodos.
Esta forma de ensefianza-aprendizaje me trajo, en algin momento, como consecuencia no poder
resolver un sistema de cinco incdégnitas con cinco ecuaciones, planteado en mi examen de algebra
lineal, ya que me habia olvidado los pasos del método de Gauss-Jordan; entonces en aquel
momento me pregunté: ;la matematica tendra otras herramientas con la cual se podria resolver mi
problema? Ya con el transcurrir del tiempo y con mayor conocimiento de ciertas areas de las
matematicas, me di cuenta de que podria haber herramientas en la matematica, como la
Ortogonalidad entre vectores, que podrian ayudar a solucionar este tipo problema, pero ya

planteado para sistemas de n ecuaciones con n incognitas.
1.1.  Antecedentes de la investigacion

La solucidn de sistemas lineales con el teorema de proyeccion ortogonal, desde un
enfoque matricial, hace uso de la herramienta factorizacion matricial, el cual es muy
importante, pues permite descomponer la matriz asociada al sistema en dos matrices, uno
triangular y el otro ortogonal, esto hara que el sistema sea resuelto de forma mas sencilla;
para lograr la descomposicion, generalmente se utiliza el método de factorizacion QR por
Gram-Schmidt, Factorizacion QR mediante matrices de Householder y Factorizacion QR
mediante rotaciones de Givens. (Garcia de Jalon de la fuente , 2004)

Para resolver ecuaciones lineales rectangulares, se parte deun sistema
homogéneo de ecuaciones y se obtiene la solucion encontrando el espacio nulo de la matriz
de coeficientes, dado las respectivas consideraciones de espacio lineal. Para hacer esto, se
encuentra una base ortonormal para el espacio generado por las filas de la matriz de

coeficientes y se usa el procedimiento de ortogonalizacion de Gram-Schmidt para
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completar la base para todo el espacio. El caso ho homogéneo se resuelve convirtiendo el
problema en homogéneo, transponiendo el vector de derecha a izquierda, usando sus
componentes como coeficientes de la variable adicional, luego se procede a resolver el
sistema, y finalmente se impone la condicion de que la variable adicional tenga valor
unitario. Se muestra que el espacio nulo de la matriz de coeficientes estd intimamente
asociado con las matrices de proyeccion ortogonal, las cuales se construyen con facilidad a

partir de la base ortogonal utilizando diadas. (Murray Lasso, 2007)

Para resolver sistemas lineales se hace uso de la transformacion o reflexion de
Householder, la transformacion factoriza la matriz del sistema en un producto de dos
matrices QR (ortogonal y triangular) luego se resuelve de una manera clasica el sistema de

ecuaciones lineales. (Adanaqué Santos & Tufioque Larrea, 2015)

Por otra parte, en este trabajo de investigacion, los sistemas de ecuaciones lineales
de n incdgnitas con n ecuaciones, se buscara resolverlos anulando variables, mediante la
Ortogonalidad entre vectores, pretendiendo formar nuevos sistemas con un menor nimero
incognitas y ecuaciones; siguiendo este proceso se buscara la obtencion del valor de la
Gltima variable y a partir de este, con un proceso de retroceso se buscara obtener los valores
de las demas incognitas del sistema de ecuaciones lineales.

Los vectores que ayudaran anular variables(incognitas) seran obtenidos mediante la
transformacion de rotacion, el producto vectorial, el proceso de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt. Ademas, para reducir los célculos en los métodos mencionados se usara la

transformacion de proyeccion.
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1.2. Bases tedricas

ECUACION LINEAL

DEFINICION 1. Dados los numeros aj,...,a,, b € R,con(n>1). A la ecuacion
a,x,+...+a,x, = b, donde los x; son variables en R, damos el nombre de ecuacion lineal
sobre R en las incognitas xy, ..., X, .

Una solucion de esa ecuacion es una secuencia de n numeros reales (no necesariamente
distintos entre si), indicada por (B,..., Bn), tal que a;B; +...+a,B, = b €s una relacion
verdadera. (CALLIOLI, DOMINGUEZ, & COSTA, 1977)

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

DEFINICION 2. Un sistema de ecuaciones lineales de n ecuaciones lineales con n
incégnitas (n = 1) es un conjunto de n ecuaciones lineales, cada uno de ellas con n
incognitas, consideradas simultdneamente. Un sistema lineal se presenta del siguiente

modo:

a11x1+. . +a1nxn = b1

a21X1+. . +a2nxn = b2

Apit... +appx, = by
Una solucion del sistema anterior es una n-upla (84,...,5,) de numeros reales que es
solucion de cada una de las ecuaciones del sistema. (CALLIOLI, DOMINGUEZ, &
COSTA, 1977)

REPRESENTACION MATRICIAL DE UN SISTEMA

NOTACION 1. El sistema anterior lo podemos escribir en una forma matricial:
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[an “1n] [x1] [bll
An1 ° Unn Xn bn

otambién A-X =B

donde:
11 O
A= ¢ | es la matriz de coeficientes,
An1 " Onp
Xy
X =} | la matriz de incognitas y
_xn_
_bl_
B = : | lamatriz de los términos independientes. (LAZARO CARRION, 2009)
b, ]

REPRESENTACION VECTORIAL DE UN SISTEMA

NOTACION 2. El sistema anterior también lo podemos escribir en una forma vectorial:

(all,...,anl)xl + (alz,...,anz)xz‘l‘... +(a1n,...,ann)xn = (bl,...,bn).

o también a;x; + ayx,+...+a,x, = b

donde:

a; = (A1, o) A1),y = (A1, oy Anz)ye 0@y = (Aqn, ooy Apn), b = (by, ..., by,) (Haaser,

LaSalle, & Sullivan, 1980)
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SOLUCIONES DE UN SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES
DEFINICION 3. Consideremos el sistema de n ecuaciones lineales con n incognitas
XiyeeerXp -
allxl + -+ alnxn = bl
a21x1+. A +a2nxn = bz
Ap1t. .. Fapnx, = by,

Cuyos coeficientes (ai j) y términos constantes b; son nimeros reales.

Este sistema puede tener:

i.  Una Unica solucion —

ii. Infinitas soluciones

iii.  Ninguna solucién

En el primer caso, decimos que el sistema es posible (compatible) y determinado.

En el segundo caso, decimos que el sistema es posible (compatible) e indeterminado.

Y en el tercer caso, decimos que el sistema es imposible (incompatible). (BOLDRINI,
RODRIGUES COSTA, WETZLER, & FIGUEREIDO , 1980)

@ @®®®  Repositorio Institucional - UNASAM - Pert



ESPACIO VECTORIAL

DEFINICION 4. Sea K un campo. Un Espacio vectorial sobre K es la terna V = (V, +,)

que consta de un conjunto V # gy de las siguientes operaciones:

1. ADICION (Denotado por +)
+VXV->V

(wv)»pu+v
2. MULTIPLICACION POR UN ESCALAR (Denotado por -)
KXV -V

(a,v) » av

Ademas, estas operaciones deben satisfacer, para cualesquiera a, 8 € K

y u,v,w € V, las siguientes condiciones:

Conmutatividad: u +v = v + u;

Asociatividad:(u +v) +w=u+ (v +w) y (aBf)v = a(Bv);

Vector nulo: existe un vector 0 € V, llamado vector nulo o vector cero, tal que v + 0 =

0+ v =wv,paratodov €V,

Inverso aditivo: para cada vector v € V, con v diferente al vector nulo, existe un vector

—v € V, llamado el inverso aditivo, u opuesto de v, talqgue —v + v =v + (—v) = 0;

Distributividad: (a + B)v =av+ v y a(u+v) = au + av. (Lopes Da Silva, 2013)

NOTA 1. Un espacio vectorial no es un conjunto, mas si es una estructura. Al construir una
estructura de espacio vectorial sobre un conjunto V, sus elementos adquieren el estatus de
VECTORES independientemente de su naturaleza. (Lopes Da Silva, 2013)

6
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INDEPENDENCIA LINEAL

DEFINICION 5. Los vectores vy, v,,...,v, en un espacio vectorial E son llamados
linealmente independientes si la combinacion lineal de los vectores vy, v,, ..., v, €s igual
al vector nulo, esto es: c;v; + cavp+...+c, v, = 0.

Esto implica, necesariamente, que todos los escalares c;, ¢, ..., c, deben ser igual a cero.
(CABRAL & GOLDFELD, 2012)

DEPENDENCIA LINEAL

DEFINICION 6. Los vectores vy, v,,...,v, en un espacio vectorial E, son llamados
linealmente dependientes si existen escalares c;, ¢, ..., ¢, No todos nulos (por lo menos uno
de ellos es diferente de cero), tal que: c;v; + cyv,+...+c,v, = 0. (CABRAL &
GOLDFELD, 2012)

BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL

DEFINICION 7. Un conjunto {v,,..., v,} de vectores de V sera una base de V si:

1. {v4,...,v,} es linealmente independiente;
2. {vy,...,vp}=V. (BOLDRINI, RODRIGUES COSTA, WETZLER, &
FIGUEREIDO , 1980)

APLICACION

DEFINICION 8. Sean S y S’ dos conjuntos. Una aplicacion de S en S’es una asociacion
tal que a todo elemento de S le asocia un elemento de S’. En lugar de decir que F es una
aplicacién de S en S’ a menudo escribimos los simbolos F: S — S'. A una aplicacion
también se le conoce como transformacion.

Una funcidn es un tipo especial de aplicacion, a saber, es una aplicacion de un conjunto en

el conjunto de nameros, es decir, en R. (Lang, 1986)
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TRANSFORMACION LINEAL

DEFINICION 9. Sean U y V dos espacios vectoriales. Una transformacion lineal T: U —
V' es una aplicacion que satisface las siguientes dos propiedades, para cualesquiera

u, v de U,y cualquier escalar c tenemos:

I. Twu+v)=T{w)+TWw);

2. T(cv) = cT(v). (Lima, 2014)
TRANSFORMACION LINEAL DE ROTACION

DEFINICION 10. La transformacion lineal T: R? — R? dado por Tv = Agv donde Ay =

(cosB —sené

senf  cosd ) se llama transformacion de rotacion. (Grossman, 1996)

TRANSFORMACION DE PROYECCION

DEFINICION 11. Sea T:R3 » R* dado por T(x,y,z) = (x,y.0). entonces T es la
transformacion de proyeccién que toma un vector en el espacio de tres dimensiones y lo
proyecta sobre el plano xy.

De manera similar T (x, y, z) = (x, 0. z) proyecta un vector en el espacio sobre el plano xz.
(Grossman, 1996)

PRODUCTO INTERNO

DEFINICION 12. Un producto interno en un espacio vectorial E es una funcional bilineal,
simetrica y positiva en E. Mé&s precisamente, un producto interno es una funcion <,>
E X E = R, que a cada par de vectores u, v € E le asigna un nimero real <u, v> llamado
producto interno de u por v, de modo que sean vélidas las siguientes propiedades, para

cualesquierau,u’,v,v' EEya € R:
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Bilinialidad: <u + v/, v> = <u,v> + <u’ ,v>, <au,v> = a<u, v>;

<u,v+v'>=<u,v>+ <u,v'> <u,av> = a<u, v>;
Conmutatividad (simetria): <u, v> = <v,u>;
Positividad: <u,u> > 0 siu # 0. (Lima, 2014)
ANGULO ENTRE VECTORES
DEFINICION 13. Sea V un espacio vectorial real equipado de un producto interno

<,>:V xV — R. Asi, dados los vectores u y v de V', ambos no nulos, el &ngulo entre

aquellos vectores es el que satisface las siguientes condiciones:

cosf = 0<f8<m

lulllivll’

Si uno de los vectores es nulo, decimos que el &ngulo entre ellos es cero. (Bezerra & Bazén,
2008)

ORTOGONALIDAD

DEFINICION 14. Los vectoresu'y v € R™ son perpendiculares entre si, si y solamente si
<u,v> = 0. (Lay, 2007)

Utilizaremos la notacion u L v para indicar que u y v son perpendiculares entre si.

CONJUNTO ORTOGONAL EN R"

DEFINICION 15. Se dice que un conjunto de vectores S = {uy, uy, ..., ux}
en R™ es un conjunto ortogonal si:

<u;,u;>=0,i# j. (Grossman, 1996)
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PROYECCION ORTOGONAL

DEFINICION 16. Sean a,b € V con b # 0. La proyeccion ortogonal a sobre b denotado

a.b

e b. (Haaser, LaSalle, & Sullivan , 1980)

por proyya es el vector proy,b =

PROCESO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

TEOREMA 1. Dados {vy, v,,..., v, } defina {uy, u,, ..., u,} por:

Uy = vy,
<V, US>
Uy = Vy — —————1Uy;
2 2 <u1,u1> 1
<vzu;> <Vs, Uy>
Uz = V3 — U —
T cupu> t <uyup> 2
L <mpu> <pup> <V, Up_1>
Uy =y — Uy — Uy == = Uy 4
<uy, U > <Uy,Uy> <Up_1, Uy 1>

Entonces {uy, u,, ..., u,} €s ortogonal. (Lay, 2007)
MATRICES
DEFINICION 17. Dados dos nimeros enteros myn =1, una matriz Aden —

filas y m — columnas (matriz n X m) con componentes en el cuerpo R, es un

ordenamiento de nimeros de nimeros a;; € R, denotado por:
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O brevemente, A = [a;;], donde los i, j recorrenen1 < i<my1<j<n.
Al conjunto formado por tales matrices, se denotara con R™*™. (Chavez Vega , 2004)

DETERMINANTE DE ORDEN 2 POR 2

DEFINICION 18, Sea A = (? Z

Su determinante es el numero ad — bc. Que denotamos como:

) una matriz de orden 2 x 2.

|Ccl Z| = ad — bc. (Grossman, 1996)

DETERMINANTE DE ORDEN 3 POR 3

113 Q12 Qg3
DEFINICION 19.Sea A = (a;;) = | @21 @22 Gz | unamatriz 3 x 3. Su determinante
A31 dzz dss

es el nimero, conforme a la formula conocida como desarrollo por renglones, digamos el

primer renglén, es:

Qp, Az

a1 44z
Det(A) = a11 |a32 a33 |

azq a22|
asz; d4szs

aa |
Blaz; as;

| - ax|

a1 412 Q4g3
a1 dpzz Az
az; dzz; dzz
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Podemos describir esta suma de la manera siguiente. Sea A;; la matriz obtenida a partir de
A al suprimir el renglon i y la columna j. Entonces la suma que expresa a Det(A) se puede

escribir como sigue:

a1Det(Ay1) — arpDet(Ar;) + arsDet(Aq3)
En otras palabras, cada termino consiste en el producto de un elemento del primer renglén
por el determinante de la matriz 2 x 2 obtenida al suprimir el primer renglén y la columna
j y al poner el signo apropiado a este término, tal como se muestra. (Grossman, 1996)

DETERMINANTE DE ORDEN n POR n

DEFINICION 20. Sea A = (a;;) una matriz arbitraria de n x n. Sea 4;; la matriz (n —

1) X (n — 1) obtenida al eliminar el renglon i y la columna j de A.

a;1  dqo aij Ain
Aij = - - - alj - -
Ap1 QApz *° Qnj  *° Qpp

Daremos una expresion para el determinante de una matriz de n X n en términos de

determinantes de matrices de (n — 1) X (n — 1). Seai unentero, 1 <i < n.

El determinante de A es el nimero:

D(A) = (-1)*'a; Det(A;)+... +(—=1) " ™"a;,Det(A;,). (Grossman, 1996)
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PRODUCTO VECTORIAL

DEFINICION 21. Sean uy v € R™.EI producto vectorial de u y v (en ese orden) es el

Unico vector u Av € R3; caracterizado por:

(uAv).w=det(u,v,w); Vw € R3.

Aqui det(u, v, w) significa que si expresamos u, v y w en la base {e;},

u = yue;, v =Yg

w = Zwiei, i = 1,2,3

Entonces:

U U Uz
V1 Vp U3
Wy W w3

det(u,v,w) =

Donde |a; ;| designa el determinante de la matriz (a; ;). resulta inmediato de la definicion

que:

U; u3| _|u1 u3| |u1
1 vy vzl 2 Uy

u
vz| es. (Do Carmo, 1995)
PROPIEDAD 1. El producto vectorial u A v es ortogonal a u, v. Es decir:

wuAv).u=0 ; (uAv).v=20

Se deduce de la propiedad que el vector producto (u A v) # 0 es normal al plano generado

por u y v. (Do Carmo, 1995)
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SUPERFICIE REGULAR

Una superficie se entiende como un conjunto de puntos en R3 , que es la imagen de una
cierta funcion que esta definida en un subconjunto de R?. Para mayor claridad y rigurosidad

se da la siguiente definicion.

DEFINICION 22. Un subconjunto S ¢ R® es una superficie regular si, para cada punto
p € S, existe un entorno V en R3 y una aplicacion

X:U c R? -V nS, de un subconjunto abierto U de R? sobre V N S c R3 tal que:

1. X esdiferenciable de clase C*;

2. X es un homeomorfismo. Como X es un homeomorfismo por la condicion 1, esto
significa que X admite una inversa X~1: V NS — U que es continua, es decir, X~ es
la restriccion de una funcién continua F: W < R® —» R? definida sobre un conjunto

abierto W que contieneaV N S;

3. Condicion de regularidad. Para cada g € U, la diferencial dX,:R* — R? es inyectiva.
(Do Carmo, 1995)

CURVAS COORDENADAS

DEFINICION 23. Si X: U c R? - R3 es una superficie regular parametrizada, entonces

fijado (ug, vo) € U, las curvas

u = X(u,vo)

y

v = X(uo, v)

Son llamadas curvas coordenadas de X en (u,, v,). (Tenenblat, 2008)
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Los vectores X,, (ug, vo) ¥ X, (ug, ) son los vectores tangentes a las curvas coordenadas.
VECTOR TANGENTE

DEFINICION 24. Si X: U c R? - R3 es una superficie parametrizada regular, decimos
que un vector w de R3 es un vector tangente a X en (ug, vo) si w = a’(t,), donde a(t) =
X(u(6), v(t)) es una curva de la superficie, tal que (u(to), v(te)) = (ug, o). (Tenenblat,
2008)

PLANO TANGENTE

DEFINICION 25. Es el conjunto de todos los vectores tangentes a X en (ug, vy), que
denotamos por T, X donde g = (ug, vy). (Tenenblat, 2008)

PROPOSICION 1. Sea X(u,v) una superficie parametrizada regular y q = (ug, vo).

Entonces T,X es el conjunto de vectores obtenidos de la combinacion lineal de

Xy (ug, vo) ¥ Xy, (ug, vg). (Tenenblat, 2008)
VECTOR NORMAL

DEFINICION 26. Si X: U ¢ R? - R3 es una superficie en g = (ug, v,), decimos que un
vector de R* es normal a X en g si es ortogonal a T, X, esto es, es ortogonal a todos los
vectores tangentes a X en q.

Dado un plano T,X, existe una Unica direccion normal a este plano y por tanto existe
exactamente dos vectores unitarios normales a X en g. De aqui en adelante, vamos a fijar

el vector unitario normal a X en g, como el vector:

N(q) = 22X (). (Tenenblat, 2008)

IXux Xyl
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METODO DEDUCTIVO E INDUCTIVO

Son procesos de analisis de la informacidn que utiliza el rozamiento 16gico, con la
finalidad de obtener una conclusion. EI método inductivo parte de casos especificos, para
Ilegar a una regla general; el método deductivo parte de la comprension de la regla general
para llegar a la conclusion de casos especificos. (Davila Newman, 2006)

1.3.  Justificacion

La causa que me impulsa realizar esta investigacion es el de dar a conocer que la
matematica superior tiene herramientas que podrian ayudar a resolver sistema de
ecuaciones lineales de n incognitas con n ecuaciones, ademas el acto de buscar estas
herramientas ayudaria a ejercitar la memoria y a cultivar la creatividad. Por otra parte, esta
investigacion se realizara para incentivar a la comunidad académica a buscar otras maneras
de resolver los sistemas ya mencionados, para asi no depender mucho de los métodos
clasicos. De llegar a comprobar que la Ortogonalidad entre vectores sirve para resolver
sistemas de ecuaciones lineales de n ecuaciones con n incdgnitas, se estaria contribuyendo
con una alternativa de solucion mas sencilla y manejable, ya que hay diversas maneras de

generar vectores ortogonales.

En el mundo actual se observa que la solucién de sistemas de ecuaciones lineales
de n ecuaciones con n incognitas es muy importante, pues hay muchos fenémenos que se
modelan mediante estos sistemas; como por ejemplo en la ingenieria estructural “una
aplicacién de la solucién de sistema de ecuaciones no homogéneas con matriz de banda,
obtencion de la elastica de barras de eje recto” (Monroy Miranda, 2001); o en el caso de la
economia “el sistema de Leontief y su solucion matematica” (Ramirez, 2010); por ello es
que se busca constantemente alternativas de solucién para los sistemas lineales de n

gcuaciones con n variables.
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1.4.  Planteamiento del problema

1.4.1. Formulacion del problema

¢Se podré resolver sistemas de ecuaciones lineales de n-ecuaciones con n-

incognitas Utilizando Ortogonalidad entre Vectores?

1.4.2. Delimitacion del problema

El trabajo de investigacion se estd limitando a resolver sistemas de n-

ecuaciones lineales, con n-incognitas y coeficientes reales.

1.5.  Objetivo general

Resolver sistemas de ecuaciones lineales de n-ecuaciones con n-incdgnitas

utilizando Ortogonalidad entre vectores.

1.5.1. Objetivos especificos

e Escribir el sistema de ecuaciones lineales en forma vectorial

e Determinar vectores ortogonales para eliminar incognitas

e Reducir el sistema lineal a un sistema con menor nimero de incognitas,
utilizando Ortogonalidad entre vectores

e Programar los procedimientos en el software MATLAB

1.6. Hipotesis

Si, es posible resolver sistemas de ecuaciones lineales de n-ecuaciones con n-

incdgnitas usando Ortogonalidad entre vectores.
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1. MATERIALES Y METODOS
2.1. Materiales: Libros, papel bond, plumones, etc.
2.2.  Equipos: Una laptop, una impresora, un USB, etc.

2.3. Método: Inductivo — Deductivo.

I1l.  METODOLOGIA DE LA INVESTIGACION
La naturaleza de esta investigacion es basica por lo tanto la informacion se recolecta por
medio de la lectura de diversos libros y consulta a personas especializadas en el area de

Investigacion.

Se us6 el método inductivo-deductivo y se obtuvo un algoritmo que contiene y realiza como

minimo lo siguiente:
1. De entrada, requiere un sistema de ecuaciones de orden n por n
2. Escribe al sistema de forma vectorial

3. Reduce incdgnitas utilizando Ortogonalidad entre vectores y, forma sistemas con menor

namero de incognitas y ecuaciones
4. Colecciona una ecuacion de cada uno de los sistemas obtenidos y forma un sistema triangular

5. Ejecuta la sustitucidn hacia atras para obtener el valor de todas las incognitas.
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IV. RESULTADOS

DEFINICION 1. (TRANSFORMACION T;_,)

La transformacién T;_;: R™ — R™ definido por:

0 0 ali xl

0 0 X

Ti—l(xlfoJ ...,Xn) = : : 2
X.

a;q 0 0 nxn n

Es aquella transformacidn generalizada de rotacion de noventa grados, cuya matriz asociada tiene

entradas: a;; = -1, a;; =1 (Vitalque 2 <i < n)Yy el resto de entradas igual cero.

Ejemplo 1. Dado (x4, x5, X3, x4) en R*, encontrar todos los T;_; (xy, x5, ..., X;,)

Solucion:

X1

Ty (1, X2, X3, %4) = = (—x4,x4,0,0)

S O RO

o O O

[N

S O OO
=

X4

TZ (xll X2, X3, x4-) = = (_Xg, O; X1, 0)

o R OO
o O O O
o O O

o O OO

T3 (x1'x2'x3'x4) = = (—X4_, 0,0, xl)

_ o O O
S O OO
S O OO
o O O
=
w
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Ejemplo 2. Dado V = (1,2,3,4) € R*. Encontrar todos los T;_;(1,2,3,4)

Solucion:
0 -1 0 O0]n
11 o o ofl2|_,
T1(1121314')_ 0 0 0 0 3 _( 2)1)0)0)
0 0 0 o0lt4
0 0 =1 0]t
oo o ofl2|_,_
T2(1l2l3l4)_ 1 0 0 0 3 _( 3;0;1;0)
0 0 0 olt4
0 0 0 —-1fr1
oo o olfl2|_,_
T5(1,2,3,4) = o0 o0 olls = (—4,0,0,1)
1 0 0 o014

PROPOSICION 1. Dados (xq,%5,...,%,) ¥ Ti_1(x4,%5,...,%,) Se cumple que:

<(x1,%2, ., %), Ti—1 (1, X0, ..., X)) > =0; Vitalque 2<i <n

Prueba

En efecto:

<1, Xy ey Xy ey X)), Tiq1 (X1, Xy ey Xy oeny X)) >

= <(x1, X2, o) Xy ey X)), (=%, 0, ...,0,%4,0,...,0) > = —x.x; + x;.x; = 0,

Vitalque 2<i <n.
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TEOREMA 1. Resolucion de un sistema de n ecuaciones con n incAgnitas, utilizando la
Ortogonalidad entre vectores generados por transformacion generalizada de rotacién de noventa
grados (T;_1).

Prueba:

1. Dada el sistema de ecuaciones (sistema 1):

a11X1 + a12XZ + -+ alan == b1
a21X1 + a22X2 + -+ aZan == bz

A1 X1+ appXy + o+ apn Xy = by

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

n
z(au': azj, -, Ani)X; = (by, by, ..., by)
i=1

3. Reduccion del nimero de incdgnitas

3.1.Conjunto de (n-1) Vectores ortogonales al vector (a,;,a,,,...,a,,) Obtenidos por la

transformacion generalizada de rotacion de noventa grados (T;_4).

{(_a21, a11, 0, ,0), (_a31, 0, a11, 0, ...,O), T (—anl, 0, ...,O, all)}

3.2. Producto interno del vector (—a,q, a4, 0,0, ...,0) con el sistema.

n
(—a21, a1, O, ,0) Z(ali, A, ) am-)Xi = (bl, bz, . bn)
i=1
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Luego se obtiene:

a%lxz + a%2X3 + -+ ain_lxn == b% ......... (al)

Donde:

(_a21, a11, 0, ,O) (all, a21, a31,, ey anl) - 0
Yparaj=2,i=2,..,nsetiene:
(_a21, aiq, 0, ,0) (all‘, Ayi, A3z, v,y ani) = a‘]l_(i_l)

(=az1,a11,0, ...,0). (by, by, bs, ..., by) = b’

3.3. Producto del vector (—a34,0, a44,0, ...,0) con el sistema.
n
(—as1,0,a11,0, ...,0) Z(ali, apy e, an)X; = (by, by o, byy)
i=1

Luego se obtiene:

a3, Xz + a3, X3 + -+ ad, 1 Xy = b7 oo e .. (ay)

Donde:

(_a31, 0, a11, O, ,0) (all, a21, a31, (14_1, ey anl) = O

Y paraj=2,i=2,..,nsetiene:

—
(—as1,0,a41,0,...,0). (ay;, ay;, As4, Aujy ooy i) = asi 1

(_a31! O' aiq, 0; 10) (bli b2; b3; b4.; ey bn) = bé
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3.4. Siguiendo sucesivamente el mismo proceso, se realiza el producto del vector

(-a,y1,0,...,0,a47) con el sistema:

n
(-an1,0,...,0,a41) (Z(ali, Az, vy Ani) X = (by, by, ...,bn)>

i=1
Luego se obtiene:

2 2 2 — K2
an_l‘]_XZ + an_1,2X3 + R + an_l’n_lxn - bn ......... (an_l)

Donde:

(— anl, 0, ,O, all). (all, a21, ey anl) == 0
Y paraj=2,i=2,..,nsetiene:

(_ anll 01 e )0) all)' (ali’ aZii LN am) = ail—l,i—l

(_ an1, O, ""0' all)' (blle' ---:bn) = b7]1..—1

4. Juntando las ecuaciones a4, @, ..., a,_1 S€ obtiene un nuevo sistema de (n-1) ecuaciones y

(n-1) incdgnitas. (paso uno del algoritmo) -(sistema 2):

ai Xz + afXg + -+ a1 X, = bf

a3,Xy + a5, Xz + -+ + a%, 1 X, = b2

arzz—1,1X2 + ar21—1,2X3 + et ar21—1,n—1Xn =b;_,
5. Descripcion del sistema en forma vectorial. (paso dos del algoritmo)

n—-1

2 2 2 M2 12 2
Z(au' S TIR an—l,i)Xi+1 = (b1, b3, ..., b5_1)
i=1

23
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6. Reduccion del nimero de incognitas. (paso tres del algoritmo)

6.1. Conjunto de (n-2) vectores ortogonales al vector (a%l, as,, ...,a,zl_l,l) obtenidos por la

transformacion de rotacion de noventa grados (T;_4).
{(=a3,,a%,,0,..,0),(—a3;,0,a%,,0,..,0), ..., (—a%_1 1,0, ...,0,a%,)}

6.2. Producto del vector (—a3,,a%;,0, ...,0) con el sistema:

n-1
(_aglﬁ a%lﬂ 0' 10) Z (a%il a%ii ) arzl—l,i)xi+1 = (blzl b%) e b%—l)
i=1

Luego se obtiene:
Cl%ng + aflel_ + e + ain_zxn = b13 ......... (al)

Donde:
(_a%p a%p 0,...,0) (a%p a%p a§1r ‘121» ey a121—1,1) =0
Yparaj=3,i=2,..,(n—1) setiene:
(—a3,,a}4,0,...,0) (a%i: a5, a5, ag;, .., ar21—1,i) = a{,i—l
(—a2,,a%,,0, ...,0). (b2,b2,b3,b2, ...,b2_,) = b!

6.3. Producto interno del vector (—a?,,0,a?,,0, ...,0) con el sistema

n-1
(_a§1! 0, a%p 0,...,0) Z(a%i' a%i' ey a121—1,i)Xi+1 = (bf; b%' Ty b%—1) :
i=1
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Luego se tiene:
a%]_Xg + a§2X4 + b + a%‘n_zxn = b% ......... (az)
Donde:

2 2 2 2 2 2 2 —
(—a3;,0,a?,,0,..,0)(a?y, a3,, a3y, a2y, ..., a2_11) = 0

Yparaj=3,i=2,..,(n—1) setiene:

2 2 2 2 2 2 2 —
(—a31,0,a%,,0,..,0)(a%;, a3, a3, a3y, ..., a5y ;) = azi_q

(_agp 01 a%ll O, ;0)(b%; b%, b?%, bi, ey brzl—l) = bé

0.4. Siguiendo sucesivamente el mismo proceso, se realiza el producto del vector

(—a%_14,0,..,0,a%;) con el sistema:

n-1
2 2 2 2 2 —(h2 h2 2 .
(_an—l,lr 0,..,0, a11) Z(au: Azir s an—l,i)Xi+1 = (b1, b3, .., ba4) |t
i=1
Luego se obtiene:
3 3 3 — 13
an_2'1X3 + an_2’2X4_ + A + an_z'n_zxn —_ bTL—Z ......... (an_z)

Donde:

2 2 2 2 2 2 2 —
(—a%_11,0,..,0,a%)(a?,,a%,,a3,,a2y, ...,a%_1,) =0

Yparaj=3,i=2,..,(n—1) setiene:

2 2 2 2 2 2 2 _
(_an—l,l' o0,...,0, a11)- (all-, as;, asz;, Agjy ) an_l‘l-) =0n_piq

(—a%_11,0,..,0,a%)(b?,b3,b3,bs,...,b2_1) = b}, _,
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7. Juntando a4, ay, ..., a,_, Se obtiene un nuevo sistema de (n-2) ecuaciones y (n-2) incgnitas.

(paso uno del algoritmo) - (sistema 3)

ai)lXB + a§2X4 + o+ ain—ZXn = bi?)

a3, X3 + a3,Xq + 4 a3 o Xn = b3

3 3 3 _ 13
An-21X3 + an_2:Xq + -+ an_o52Xn = by

Luego se realiza el paso dos y tres del algoritmo para obtener el sistema de (n-3) ecuaciones

y (n-3) incognitas (sistema 4).

Realizando reiteradamente los tres pasos del algoritmo, se llega a un sistema de tres

ecuaciones y tres incognitas (sistema n-2).
a7111_2Xn—2 + a?Z_ZXn—l + a??rzxn = b?_z
n-2 n-2 n-2 — Jn—2
az1 “Kn-z2 + a3z “Xn-1+ az3°Xn = b3
n-2 n-—2 n-2 — Jn—2
az; “Kn-z + a3z “Xn-1 + a3z “Xn = b3

Y nuevamente nos encontramos en el paso uno del algoritmo.

8. Descripcion del sistema en su forma vectorial (paso dos del algoritmo)

9. Reduccion del namero de incognitas (paso tres del algoritmo)

9.1.Conjunto de dos vectores ortogonales al vector (aly?, a%;? a3 %) obtenidos por la

transformacion de rotacién de noventa grados del vector (T;_4).

{(—a37%, a2, 0), (—a¥%,0,ay D)}
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9.2. Producto interno del vector (—a%; 2, al{?,0) con el sistema:

(—az7 »(111 2,0) (2(“ a?i_z'agi_z)xi+(n—3) = (b?_szg_zﬂbg_2)>

Luego se obtiene:

n-—1 n-1 _— J,nh—1
al] Xp1taiz Xp=bi " ... (1)

Donde:

(—aj7 :a11 ,0)(a11 ,az1 ,a312)—0

Yparaj=n—1,i = 2,3 setiene:

(—a37% ai7%,0)(al %, a5 %, a5 %) = ai(i—l)
( a21 :a11 :0)(b? 2 b;l 2 b;l 2)_b1

9.3. Producto interno del vector (—a%;2,0, al{?) con el sistema:

(—az; 72,0, afy %) (Z(a a?i_zf agi_z)xi+(n—3) = (b{t_z' b?_z' b?_2)>

Luego se obtiene:

n-—1 n-1 — Jh—-1
ay; Xp—1+ay; Xp=b3 " ... (a3)

Donde:

(—a3zy 2,0, ar 2)(a11 ,az; ,a31 2) =0
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Yparaj=n—1,i = 2,3 setiene:
-2 -2 -2 -2 -2\ _ . J
(—a31%0,af7°)(afi % a3 “ a3 ) = aé,i—l
(—a37%,0,a77?) (b1 7%, b3 7%, by 7%) = b)
10. Juntando a4, @, Se obtiene un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas, Sistema (n — 1):

n-—1 n-1 — 1h—1
aj1 Xnp-1t+af; Xy = by

a1 Kpo1 +a3; ' Xy = b3}
11. Descripcion del sistema en su forma vectorial (paso dos del algoritmo)

2
> (@ A iy = BF LB

i=1
12. Reduccion del numero de incognitas (paso tres del algoritmo)

12.1. Conjunto de un vector ortogonal al vector (a?; %, aj;y1), obtenido por la transformacion
(Ti-1).

{(=azi" afi h}
12.2. Producto interno del vector (—a%;'%, aly'1) con el sistema
2
(—azitairh) (Z(a’f{l’ az; Wipn-z) = (b7 71, bﬁ“))
i=1

Luego se obtiene:
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Donde:
(a3t air D(air " azr") =0
Y paraj =n,i = 2 se tiene:
(a3t ali D@yt a5t = al

(—a3rh, &y DY b = b]

13. Tomando a; se obtiene el sistema de una ecuacion y una incognita, (sistema n).

14. Formacion del sistema lineal triangular. Se toma una ecuacion de cada uno de los n sistemas

obtenidos. (paso 4)

(d11 Gz Q13 Qie - Gan g g [b1]
2 2 2 2

0 aiy ai; aiz . Aipoq||X, b}
3 3 3

0 0 aj; ai; .. ain2||Xz|_ |63

4 4 =
0 0 0 af; .. af,,||Xs b
Lo 0 0 0 0 ay IXul |pn

Para un mayor entendimiento, el sistema anterior se escribe:

€11 €12 €13 Cia - Cin[Xq1]  [Cin+1]
0 CZZ C23 C24, CZn X2 CZ,Tl+2
0 0 C33 C34 C3n X3 _ C3,n+1
0 O O C44_ C4Tl X4_ o C4,n+1

0 0 0 0 0 cullx,) lepne
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15. Sustitucion hacia atras.

Del sistema anterior se despeja X,, (Ultima ecuacion):

Cnn+1

Xp =

CTlTL

El valor X,,_1 se encuentra reemplazando X,, en la pendltima ecuacion:

Cn—1n+1 — Cn-1,n * Xn

Xp-1 =
Cn—1,n—1

El valor X,,_, se encuentra reemplazando X,,_; vy X,, en la antepentltima ecuacion:

Cn—2n+1 — (Cn—z,n—l * Xn—1+ Cpzpn * Xn)

Cn—Z,n—Z

Xp-2 =

En general, conocidos X,,; X,,—1; ...;X;+1; obtenemos

n
Cin+1 — k=i+1 CikXk .
X; = ,Ji=n—1n-2;..;1.
Cii

Ejemplo 3. (Aplicacion del teorema 1) resolver el siguiente sistema

3 =2 -1 11X —6
-2 -1 2 1]|X; 17
5 —2 =2 —1||X5] |-14
1 1 2 511X, 12
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Solucién:
1. Sistema de ecuaciones (sistema 1).
3X1_2X2_X3_X4 = _6
_2X1 _XZ + 2X3 +X4 == 17
5X1 - ZXZ - 2X3 - X4 = _14‘
X1+X2 +2X3 +5X4 == 12
2. Descripcion del sistema en forma vectorial
(3,-2,5D)X; + (—-2,—-1,-2,D)X, + (—1,2,-2,2)X3 + (—1,1,—1,5)X, = (—6,17,—14,12)

3. Reduccién de numero de incognitas

e Conjunto de tres vectores ortogonales al vector (3,—2,5,1) obtenidos por la

transformacion de rotacién de noventa grados del vector.
{(2131010)1 (_5101310)1 (_ 1101013)}
e Producto interno del vector (2,3,0,0) con el sistema:
(2,3,0,0).[(3,-2,5,DX; + (=2,—1,=-2,DX, + (=1,2,-2,2)X3 + (=1,1,—1,5)X,
= (—6,17,—14,12)]

Operando se obtiene:

_7X2 + 4'X3 + X4 = 39 ......... al
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e Producto interno del vector (—5,0,3,0) con el sistema:

(=5,0,3,0).[(3,—2,5,1)X; + (=2, —1,—2, DX, + (=1,2,-2,2)X5 + (-1,1, —1,5)X,
= (—=6,17,—14,12)]

Operando se obtiene:

e Producto interno del vector (—1,0,0,3) con el sistema:

(=1,0,0,3).[(3,=2,5, )X, + (=2, —1,-2,DX, + (=1,2,—-2,2)X5s + (-1,1,—1,5)X,
= (—6,17,—14,12)]

Operando se obtiene:

5X2 + 7X3 + 16X4 == 42 ......... a3

4. Juntando a4, a, y a; se obtiene un nuevo sistema lineal de tres ecuaciones y tres incognitas.

(sistema dos)
_7X2 + 4‘X3 + X4 = 39
4%, — X3 42X, = —12

5. Descripcion del sistema en forma vectorial.

(=7,4,5)X, + (4,—1, DX; + (1,2,16)X, = (39, —12,42)
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6. Reduccion de nimero de incognitas.

e Conjunto de tres Vectores ortogonales al vector (—7,4, 5) obtenidos por la transformacion

de rotacion de noventa grados del vector.

{(—4,-7,0),(=5,0,—7)}

e Producto interno del vector (—4, —7,0) con el sistema:

(—4,-7,0).[(=7,4,5)X, + (4, —1,7)Xs + (1,2,16)X, = (39, —12,42)]

Operando se obtiene:

e Producto interno del vector (—5,0, —7) con el sistema:

(=5,0,—7).[(=7,4,5)X, + (4,—1, 7)Xs + (1,2,16)X, = (39, —12,42)]

Operando se obtiene:
—69X, — 117X; = —489 ... ... ... a,

7. Juntando a; y a, Se obtiene un nuevo sistema lineal de dos ecuaciones y dos incognitas.
(sistema 3):
—9X, — 18X, = —72
—69X; — 117X, = —489

8. Descripcion del sistema en forma vectorial:

(=9, —69)X; + (—18,—117)X, = (72, —489)
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9. Reduccién de numero de incdgnitas

e Conjunto de Vectores ortogonales al vector (—9, —69) obtenidos por la transformacion

de rotacion de noventa grados del vector.

{(69,-9)}

e Producto interno del vector (69, —9) con el sistema:

(69,—9).[(=9, —69)X; + (=18, —117)X, = (=72, —489)

Operando se obtiene:

—189X, = —567 ... ... .. a,

10. Tomando a; se obtiene el sistema de una ecuacién y una incognita. (sistema 4)

—189X, = —567

11. Formacion del sistema triangular.
3 -2 -1 —-111% —6
0 -7 4 1 [|X|_]| 39
0 0 -9 -18]|X;3 —-72
0 O 0 —18911X, —-567

12. Sustitucién hacia atras.

Del sistema anterior, X, se despeja de la Gltima ecuacion.

—567

X = =
4™ 189
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El valor X3 se encuentra reemplazando X, en la penaltima ecuacion.

—72+18+%3

El valor X, se encuentra reemplazando X4 y X5 en la antependltima ecuacion.

39— (4%2+1%3)
2: _7 =

—4

El valor X; se encuentra reemplazando X, , X5 Y X, en el tras antepenultima ecuacion

_ 62D (A + D2+ (D) +3)]

Xy = =-3
1 3

Ejemplo 4. (Aplicacion del teorema 1) resolver el siguiente sistema

2 -1 1% 4
1 2 1/|X]=[1
1 1 211X 3

Solucioén

1. Sistema de ecuaciones (sistema 1):
2X1 - Xz + X3 = 4‘
X1 + 2X2 + X3 = 1
X1 + XZ + 2X3 = 3

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

(2,1, DX, + (=1,2, DX, + (1,1,2)X5 = (4,1,3)
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3. Reduccion de numero de incdgnitas

e Conjunto de dos Vectores ortogonales al vector (2,1, 1) obtenidos por la transformacion

de rotacion de noventa grados del vector.

{(-1,2,0),(~1,0,2)}

e Producto interno del vector (—1, 2,0 ) con el sistema:

(=1,2,0).[(2,1, DXy + (=1,2, DX, + (1,1, 2)X5 = (4,1, 3)]

Operando se obtiene:

e Producto interno del vector (—1,0,2) con el sistema:

(=1,0,2).[(2,1, DX, + (=1,2, DX, + (1,1,2)X5 = (4,1,3)]

Operando se obtiene:
3X2 + 3X3 =2 et a,

4. Juntando a; y a, Se obtiene un nuevo sistema lineal de dos ecuaciones y dos incdgnitas.

(sistema 2):

5X2 + 1X3 == _2
3X2 + 3X3 == 2

5. Descripcion del sistema en forma vectorial

(5,3)X, + (1,3)X5 = (—2,2)

36
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6. Reduccion de nimero de incognitas

e Conjunto de Vectores ortogonales al vector (5,3) obtenidos por la transformacion de

rotacion de noventa grados del vector.

{(=3,5)}

e Producto interno del vector (—3,5) con el sistema:

Operando se obtiene:

7. Tomando «, se obtiene el sistema de una ecuacion y una incognita. (sistema 1)

12X, = 16

8. Formacién de sistema triangular.

2 -1 111Xy 4
0 5 1]|X|=]|-2
0 0 1211X; 16

9. Sustitucién hacia atras.

De este sistema, se despeja X5 en la dltima ecuacion:
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El valor X, se encuentra reemplazando X3 en la penultima ecuacion:

El valor X; se encuentra reemplazando X3 y X, en la antependltima ecuacion:

4—(—1*%2+1*%)
X1=

=1
2

Ejemplo 5. (Aplicacion del teorema 1) resolver el siguiente sistema
2 371[X1]_18
[1 —4] [Xz] B [—7]
Solucion

1. Sistema de ecuaciones. (ecuacion 1)

2X1 + 3X2 == 8
Xl _4'X2 = _7

2. Descripcién del sistema en forma vectorial
(2’1)X1 + (3’ _4)X2 = (81 _7)
3. Reduccion de numero de incdgnitas

e Conjunto de Vectores ortogonales al vector (2,1) obtenidos por la transformacion de

rotacion de noventa grados del vector.

{(=12)}
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e Producto interno del vector con el sistema:

Operando se obtiene:

4. Tomando a, se obtiene el sistema de una ecuacién y una incognita. (sistema 2)
—11X, = =22

5. Formacion del sistema triangular.

[(2) —311] [)2] - [_32]
6. Sustitucién hacia atras.

De este sistema se despeja X, de la Gltima ecuacion:

—22

:—:2
—11

Xz

El valor X; se encuentra reemplazando X, en la pendltima ecuacion:

8—-3x2
I

X, =
1 2

Observacion 1.
Si se encuentra, al anular la penultima variable, una ecuacion de la forma: MX,, = P,conM =0y

P # 0, entonces el sistema serd imposible (sin solucion).

39
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Si se encuentra, al anular la pendltima variable, una ecuacion de la forma: MX,, = P,conM =P =

0, entonces el sistema sera indeterminado (infinitas soluciones).

Observacion *. Si se tiene un sistema de una ecuacion con una incognita (x = a), el teorema

anterior no es aplicable.
DEFINICION 2. (TRANSFORMACION T;)

Dados los vectores linealmente independientes (L.1.) X = (xq, %5, ..,x,) € Y= (¥1, V2, o, Vn) €
R™,

La transformacién T;: R™ x R™ — R™ definido por:

;i _|;1 ;i|00|;2 ;C1§|00)3Slﬁn

0=

Es aquella transformacion que cumple lo siguiente:

; Xy X
1. Laprimera componente es: |
Y2 Vi

X

X
2. Lasegunda componente es: — |3’1 v,
L

., X1 X
3. Lai-ésima componente es: |y y |
1

2
4. El resto de componentes son ceros

Ejemplo 6. (Aplicacion de la definicion 2)

Dados los vectores X =(5,-6,-5—1,74)eY = (-2,6,5,—4,5 —1) € R®encontrar los
T,(X,Y).
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Solucion:
1. T3(X,Y)—(;Z x3| —|x1 x3| |x1 x2| 000)
R IR F LA )
T;(X,Y) = (0,—15,18;0; 0; 0)
2. T4(X,Y)—(;Z x4| —|X1 x“| ;1 x2| 00)
non (& l% Yl oo
T,(X,Y) = (30,22,0; 18; 0; 0)
o moun = (2 o hoaf? 20)
=" -2 doel®, 0
Ts(X,Y) = (—72,-39,0,0,18,0)
o (2 S-f ool 2
nan=(2 4-5 *o0nl®, F)

Te(X,Y) = (—18,-3,0,0,0,18)
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Ejemplo 7. (Aplicacion de la definicion 2)
Dados los vectores X = (3,2,1,1) eY = (—=2,—3,1,—1) € R*, encontrar los T;(X, Y).

v b vl 5l

1 TyXY) = (|y2

nen = (5 1l -1% 1115 50

T3 (Xl Y) = (51 _5; _510)

2 moen = S-h Slob 52D
nan=(2 L1-125 Lol3 2)

T,(X,Y) = (1,1,0,-5)
Ejemplo 8. (Aplicacion de la definicion 2)
Dados los vectores X = (1,3,5) e Y = (2,4,6) € R3, encontrar los T;(X, Y).

X2 x3| _|x1 x3| |x1 x2|)

1 TyXY) = ( ”

ran=(5 o-1; ol 3

T;(X,Y) = (—-2,4,-2)
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PROPOSICION 2. Dados X = (x1,%2,.., %), Y= (¥1,¥2,.-, ) ¥ Ti(X,Y) se cumple que:

<(x1,%9,..., %), Ti(X,Y) > =0,
<(y1»y2»---:}’n):Ti(X:Y) > = 0; 3 <i<n

Prueba

En efecto:

1 <(x1,%9, e, Xy e, %), Ti(X,Y)> =

Xy X X1 X X1 X3
= <(Xq1,%X5, .., Xj) 0o, X ,( ,—| |,O,...,O,| |,O,...,O)>=
(31, %2 ! n) Y2 Vi Y1 Vi Y1 Y2
— x |x2 Xi —x |X1 Xi +x X1 XZ| _
Yy, i Zlyr i Lyr ¥2
X1 Xy Xj
= [X1 Xz Xi|=0, Vitalque 3<i <n.
Yi Y2 Vi

2. <Y1, Y2 s Vir e V), Ti(X,Y)> =

Xy X X1 X X1 X2
= <(y1,y2’ ...,yi, -..,yn),( yz yi y |y1 yi| ;O; -.-;O; |y1 y2| ;O; -.-,O) > =
_ X2 xi| _ |x1 Xi %1 x2| _
Nly, vl ™2y yl T Yilyy v,
Yi Y2 Vi
=|X1 Xz X;|=0, Vitalque 3<i <n.
Yi Y2 Vi
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Observacion 2.

La definicion anterior, equivalentemente en forma matricial, se escribe de la siguiente manera:
Sean X = (xq,x3, ..., xp) €Y = (y1, Y2, ..., ¥n) Vectores linealmente independentes (L.I.)

La transformacién T;: R™ — R™ definido por:

r 0 ar O S T S U
ar 0 v Qgit2 0 X1
_ . . . . . X,
Ti(xlixZJ ---;xn) - 0 0 .
Aiy21  Ait22 :
: : . : . : Xn
L0 0 0 v 0sn

Es aquella transformacion antisimétrica, cuya matriz asociada tiene las siguientes entradas:

1. a2 =Yis2
2. Q1= Yt
3. Ayt = Y2
4. Qi1 =Y
S Atz = V1
6. Qiy22=-)1

Paratodo i,talque 1<i <n — 2y elrestode entradas igual cero.

La definicidn anterior servira para la programacion del teorema 2.
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Ejemplo 9. (Aplicacion de la observacion 2)

Dados los vectores X = (5,—6,—5,—1,7,4) e Y = (—2,6,5,—4,5,—1) € R encontrar los T;(X).

Solucion
0 5 —6 0 0 07157
-5 0 =2 0 0 O0}]—-6
e 2 0 0 0 offl-5|_ _
T,(5,—6,—-5,-1,7,4) = 0o 0 o o o oll-1 = (0,—15,18,0,0,0)
0O 0 0 o0 o0 o7
0O 0 O O O odLg
0 —4 0 —6 0 017157
4 0 0 -2 0 O0}|l-6
{0 0 0 0 0 O0fl-5|_
T,(5,—6,—5,—-1,7,4) = 6 2 0 o0 0 oll-1 = (30,22,0,18,0,0)
O 0 0O O o0 o7
0 0 0 O O0 odLg
r0 5 0 0 —6 01151
-5 0 0 0 -2 0}|]—-6
o o o0 o0 o off-5(_, - _
T;(5,—6,—5,—1,7,4) = 0o 000 o0 oll-1 = (-72,-39,0,0,18,0)
6 2 0 0 0 0}]7
L0 0 0 0 0 odL4d
0 -1 0 0 0 —-61r5
1 0 0 0 0 -2|l-6
o0 0o o0 0 oOff-5[_, .o_
T,(5,—6,—5,—1,7,4) = 0o 0 00 0 oll-1 = (—-18,-3,0,0,0,18)
O 0 0 0 o o 7
6 2 0 0 0 o0dL4

@ @®®®  Repositorio Institucional - UNASAM - Pert



Ejemplo 10. (Aplicacién de la observacion 2)

Dados los vectores X = (3,2,1,1) eY = (=2,—3,1,—1) € R*, encontrar T; (X).

0 1 3 0][3

-1 0 -2 0]|2
nE21D=|"; 5 o olli[=6-5-50

o o o oll1

TEOREMA 2. Resolucion de un sistema de n ecuaciones y n incognitas, con n = 3 y Det(A) #

0, utilizando ortogonalidad entre vectores generados por la trasformacion T;.
Prueba:
1. Dada el sistema de ecuaciones (sistema 1).

a11X1 + a12X2 + -+ alan == bl
a21X1 + a22X2 + -+ aZan - bz

An1 X1+ apaXo + -+ app X, = b,

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

n
Z(am Az -+ » i) X; = (b1, by, ..., by)
i=1

3. Reduccion de numero de incdgnitas

3.1.  Conjunto de (n-2) vectores ortogonales al vector X = (a;4, ayq, ..., @y1) Y al vector

Y = (a4, a,5, ..., a,,), obtenidos por la transformacion T, :
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( (laz1 a31| _|a11 a31| |a11 a21| 0)_ \
Az G321’ Q1 Gzzl’lagz  Azzl” 77777
(laz1 a41| _|a11 a41| |a11 a21| 0 0)_
J\az2  agl’ lag a42 Qi Qal” 777 )7 2
(|a21 an1| _|a11 an1| 0 |a11 a21|)
U \lag, apzl’ lag;  apsl’ agy  azal)

3.2.  Producto interno del sistema con el vector

a;1 Qzp| @11 dzq
| | | | 0,...,0).

a1 dasq
TXY) = (| | Clagy aspl’lag;  agl’

Qazy azpl’

n

T3(X,Y). Z(au, Az, -+ » Ani)X; = (b1, by, ..., by)

i=1

Luego se obtiene:

a%lxz + a%2X3 + -+ ain_zxn == bf ......... (al)

Donde:
T3(X,Y).(a11,a21, Q31,5 -, Qnq) = 0

T3(X,Y). (a12,Qz2, 32, -, Anz) = 0

Y paraj =2,i=3,..,nsetiene:

T3 (X' Y) (ali' azi, A3y -+ ani) = aii_z

T3(X,Y). (by, by, bs, ..., by) = bJ
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3.3.

3.4.

Producto interno del sistema con el vector

T4(X,Y)=(|a21 a41|’_|a11 a41|, ,|a11 a21|,0,...,0):

Az Ay A1z Q42 A2 Q3

n

T4- (X, Y) Z(ali' A2jy «ee) ani)Xi = (b1; bZJ ] bn)
i=1

Luego se obtiene:

a%lxz + a%2X3 + -+ a%‘n_zxn - b% ......... (az)

Donde:
T,(X,Y).(a11,a21,a31, -, Apg) = 0

Ty(X,Y). (12,22, A32, -, Apz) = 0

Y paraj=2,i=3,..,nsetiene:

T4- (X, Y) (ali' Azi, A3zjy o) ani) = ajz_i_z

To(X,Y). (by, by, bs, ..., by) = b

Siguiendo sucesivamente el mismo proceso se realiza el Producto interno del sistema

con el vector

a1 Qana A1 Qpi| |11 Q21 .
,— , ,0,...,0):

Tn(X'Y)=(|a22 n2 A1z Apzl’laq; Ay

n
T, (X, Y). Z(am Azi -+ Ani)Xi = (by, by, ..., by)

i=1

Luego se obtiene:
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Donde:
T,(X,Y). (a11,021,A31,, e, Ap1) = 0

T. (X, Y). (a12, a22,A32,, -, Qyz) = 0

Y paraj =2,i=3,..,nsetiene:

Tn (X, Y) (ali' azi, Azj, -+, ani) = ail_z,i_z
To(X,Y). (by, bz, by, ..., by) = b/ _,

4. Juntando las ecuaciones a;, a5, ..., a,_, obtenemos un nuevo sistema de (n-2) ecuacionesy,

(n-2) incognitas (sistema 2). Nuevamente estamos en el paso uno del algoritmo.

a%1X3 + a%2X4 +ot ain—zxn = b%

2 2 2 _ 2
as1X3 + a3X, + -+ aj, X, = b;

2 2 2 _ 2
n21X3 + an_2,X4 + -+ ay_3 02Xy = bs_,

5. Descripcion del sistema en forma vectorial (paso dos del algoritmo)

n-2

2 2 2 — (M2 12 2
Z(au: azi ---'an—z,i)xi+2 = (bf,b3, ..., by _3)
i=1

6. Reduccidn del nimero de incdgnitas (paso tres del algoritmo)

6.1.  Conjunto de (n-4) Vectores linealmente independientes, ortogonales al vector X =
(a?,,a3,,..,a2_, 1)y al vector Y = (a?,,a,, ...,a%_, , ), obtenidos por la

transformacion T;:
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2 2 2 2 2 2
( az, das; a;;  azgp| (A11 A4zp . )
2 2 y 2 2 | 2 2 | 0) JO )
az, dasz A, d4zp| ldg; Az
2 2 2 2 2 2
Az, Ay ay; Ay 0 ay; ax; 0.0):
< 2 2 ) - 2 2 ) ) 2 2 ) ) ) ) >
az; Ay A1, Ay ai; ajz;

2 2 2 2 2 2
az1 Qn-21| |911 Qn-21 0 0 ag, a4z

\ a2, a? " la?, a? a2, azl))
22 QAp-22 12 n-2,2 12 22

6.2. Producto interno del sistema con el vector

2 2 2 2 2 2
T.(X Y) = az; das; aj; Aazp| |Ay; 4z 0 0)
3( ) )_ 2 217 |.2 2 1] .2 2 [Y .
az, das; ai; dazp| lay; daiz;
n-2

T3 (X, Y). Z(a%i' a3, .., aa_y ) Xirz = (b%,b3, ..., b3 _,)
i=1

Luego se obtiene:

a%lxs + a%2X6 + -+ ain_4xn - bf ......... (al)

Donde:

T3 (X, Y). (a%p a3y, a3y, a5y, -, a721—2,1) =0
T:(X, ). (a%,, a%,, a3,, a? az_,,)=0
34, Y).(A12, A2, A32, A4 -+, An—2,2

Yparaj=3,i=3,..,(n—2) setiene:

2 2 2 2 2 _
T3 (X, Y). (au" Azi) Az Ay« s an—Z,i) =4aii o

Ts(X,Y). (b2, b2, b2, b2, ..., b2_,) = b]
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6.3. Producto interno del sistema con el vector

2 2 2 2 2 2
T, (X Y) = az, Ay ay, Ay ay; az; 0 0)
4-( Y )_ 2 2127 |.2 2 1Y 2 2 [»YreV )
az, Ay a1, Ay ai; ajz;

n-—-2
LY. | Y (0 @B 0o Xisz = (7,53, .., B)
i=1

Luego se tiene:
a3 Xs + a3,Xe + -+ a3 4 Xy = b3 (ay)
Donde:
T,(X,Y). (af1, a31, a3, 054, o, G5_51) = O

T.(X, Y). (afz: a%z' a%z» azztz' e arzl—z,z) =0

Yparaj=3,i=3,..,(n—2) setiene:

2 2 2 2 2 _
T.(XY). (af; ad;, a3 ady, . al_y;) = asi—»

To(X,Y). (b2, b2, b2, b2, ..., b2_,) = b)

6.4.  Siguiendo sucesivamente el mismo proceso, se realiza el producto interno del sistema
con el vector

2 2 2 2
_([%21 An-21 i1 An-21 ai; ai).
T, (X, Y) = 5 5 el ) 0,0, 5 5 1)
az, QAp-32 ai; Ap-22 ai, dz;
n-2
2 2 2 (12 12 2

Th-2(X,Y). Z (a1i: TIR an—Z,i)Xi+2 = (b{, b3, ...,b5_3)

i=1
Luego se obtiene:

3 3 3 — 13
an_4.'1X5 + an_4_'2X4_ + e + an_4_‘n_4_Xn - bn_4 ......... (an_4)
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Donde:

Th—2 (X, Y). (a%p 31,031, A5, ooe a121—2,1) =0
T2 (X, Y). (aiz; 3, A5z, G52, ) a121—2,2) =0

Yparaj=3,i=3,..,(n—2)setiene:
T2 (X, Y). (afy a3y, a3y, @Gy, o, @5pi) = Q)4 s

Tz (X,Y). (b2, b2, b2, b2, ...,b2_,) = b) _,

7. Juntando a4, ay, ..., a,,_, Se obtiene un nuevo sistema de (n-4) ecuaciones y, (n-4) incognitas

(sistema 3). Nuevamente estamos en el paso uno del algoritmo.

a3 Xs + a3,Xe + - + a3 p_yXn = b7

3 3 3 _ 3.3
a31X5 + a3,X6 + -+ a5 44Xy = b;

3 3 3 _ 1.3
An-41Xs5 + an_42Xe + -+ Ap_spn_aXn = by_4

Luego se realiza el paso dos y tres del algoritmo para obtener el sistema de (n-6) ecuaciones

y (n-6) incognitas (sistema 4)

Realizando reiteradamente los tres pasos del algoritmo y analizando la paridad de n, se tiene

los siguientes casos:

8 Caso l. (n es par)

Si fuera este el caso, entonces el ultimo sistema (sistema %) constara de dos ecuaciones y dos

incdgnitas:
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9. Formacién del sistema lineal escalonado triangular (paso4)

11 Q12 Q13 Q14 Q15 Q16 -+ .+ Aipn-1 QA1n ] 2%
d21 G2 Gz3 Q24 GQzs Q26 - - Oo2n-1 Q2n |r X, 7 b,
0 0 afy af, ai; af, .. .. ai, 3 ai, .|| X, b2

0 0 a% a% ai; a%, .. .. ai,5 di..|| X3 b2

0 0 0 0 aj; aj; .« . Aiu4 Aina §4 b3

0 0 0 0 a3 a} . . aps aa, XE =|b3

: n no |l n

o 0 0 0 0 0 a?,  a?, |[[Xn-1]| [b]

n n (LXp 1 | n

(0 0 0 0 0 O a2,  aZ, | b7

Para simplificar la notacion, el sistema anterior se escribe:

€11 €12 €13 Cia Ci5 G o o Cipea Cin IrXe1 [ 41
C21 €22 C23 C24 C25 C26 v w0 O C2n X, d,
0 0 ¢33 €34 C35 C36 o o C3p_q C3n X3 ds
0 0 ci3 Caa Cas Ca5 o oo Capa Can || X, dy
0 0 0 0 ¢s5 €56 o o Cs5poq Csn Xs | | ds
0 0 0 0 «ce5 Co6 = o Con-1 com || X6 | | dg
0 0 0 O 0 0o .. Cn-1n-1 Cn-1n||Xn-1 dn-1

| 0 0 0 O 0 0 .. . Cpn-1 Can WL X 1 L d, |

10. Sustitucién hacia atras (paso 5)

Del sistema anterior, se despeja X,, Y X,,_1:

_ (_Cn,n—ll Cn—1,n—1) (dy—1,dy)

B (_Cn,n—l» Cn—l,n—l) . (Cn—l,n' Cn,n)

Xn

(_Cn,n: Cn—l,n) . (dn—li dn)

X, .=
nl (_Cn,nr Cn—l,n) . (Cn—l,n—li Cn,n—l)
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En general, conocidos X,;; X,_1; ...; Xjpp yparai =n — 2;n —4; ...; 2, se obtiene:

_ (—Ci,i—p Ci—l,i—l) (di—y,d;) — [Z;cl=i+1(_ci,i—1' Ci—l,i—l)- (Ci—l,k' Ci,k)XK]

(_Ci,i—l; Ci—l,i—l) . (Ci—1,i, ci,i)

X;

Ademas, conocidos X,,, X,,—1; ...; Xj42 Y para: i =n — 3;n — 5; ...; 1, se obtiene:

_ (—Ci+1,i+1» Ci,i+1) (di, diyq) — [Zz=i+2(_ci+1,i+1, Ci,i+1)- (Ci,k, Ci+1,k)XK]

(_Ci+1,i+1; Ci,i+1) . (ci,i' ci+1,i)

X;

11. Caso Il. (n es impar)

. . . . +1 , -z
Si fuera este el caso, entonces el ultimo sistema (sistema "T) constara de una ecuacion y una

incognita:

n+1 n+1
2 — 2
a; Xp=b " ... aq

12. Formacién del sistema lineal triangular (paso4)

11 A1z Q13 A1s A5 A1 - e Q1 ) by 7
A1 Qg2 Q23 Qzq Qps Gz - - Ggp [[X1] b,
0 0 a ab ay di . . din|X2 b?
0 0 a3 a% a3 al, .. .. di., );3 b2
0 0 0 0 a d . . a_, X‘; _| b3
0 0 0 0 a3 a3 . .. a3, 4||Xe b3

ne |y || me
0 0 0 0 0 O a2 | b ?
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Para simplificar la notacion, el sistema anterior se escribe:

€11 C12 €13 €14 Ci5 Ci6 = == Cip7 X7 rdy
€21 Caz C23 C2a C25 Ca6 - = C2n|(X, d,
0 0 ¢33 €34 C35 C36 .« . C3p X3 ds
0 0 c3 Cas Cas Ca5s o o Canl|X, d,
0 0 0 0 ¢55 €56 o o Csal|Xs|=|ds
0 0 0 0 ce5 Co6 - - Conl||Xe de
0 0 0 © 0 0 .. . cpalXed Ld,d

13. Sustitucion hacia atras.

Del sistema anterior, se despeja X,,:

El valor X,,_; se encuentra reemplazando X,,:

_ (—ciicr cinio1) - (dic, d) = [(=ciim1 cicrio1)- (Ciape Cipe ) Xk
(_Ci,i—lt Ci—l,i—l) . (Ci—l,i' Ci,i)

donde:i=n—-1yk =n.

X;

)

El valor X,,_, se encuentra reemplazando X,,:

_ (—Civnivn Ciger) - (@i dive) — [(—Cirnivn Ciier)- (Citer Cianie) Xk
(_Ci+1,i+1r Ci,i+1) . (Ci,i» Ci+1,i)

donde:i=n—-2yk =n.

X;

)
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En general, conocidos X,,, X,,_1; -3 Xj+1, Y para: i =n —3;n —5;...; 2, se obtiene:

X = (—Ci,i—p Ci—l,i—l) (di—y,d;) — [ZZ:Hl(_Ci,i—l'Ci—l,i—l)- (Ci—l,k' Ci,k)XK]
' (_Ci,i—l; Ci—l,i—l) . (Ci—l,i,ci,i)

Ademas, conociendo X,,, X,,_1; ...; Xj42 Y para: i = n — 4;n — 6; ...; 1, se obtiene:

_ (—Ci+1,i+1» Ci,i+1) (di, diyq) — [Zz=i+2(_ci+1,i+1, Ci,i+1)- (Ci,k, Ci+1,k)XK]

X.
' (_Ci+1,i+1; Ci,i+1) . (ci,i' ci+1,i)

Ejemplo 9 (aplicacion del teorema 2). Resolver el siguiente sistema.

5 -2 5 -5 6 -=-81[X1] [-97
-6 6 -3 1 4 —8||X2 -5
-5 5 -7 3 -4 3|[X5 21
-1 -4 -9 6 9 5 11X4 26
7 5 -8 —4 7 -—6|lXs 65
L4 -1 -3 5 =3 =5dXc1 L1149

Solucion

1. Sistema de ecuaciones (sistema 1).

5X; — 2X, + 5X5 — 5X, + 6X5 — 8Xg = —9
—6X; + 6X, — 3Xs + X, + 4X5 — 8X, = —5
—5X, + 5X, — 7X5 + 3X, — 4Xs + 3X, = 21
—X; — 4X, — 9X; + 6X, + 9X5 + 5X¢ = 26
7X, + 5X, — 8X5 — 4X, + 7Xs — 6X, = 65
4%, — X, — 3X5 + 5X, — 3Xs — 5X, = 149

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

(5,—6,—5,—1,7,4)X; + (=2,6,5,—4,5,—1)X, + (5,—3,—7, -9, —8, —3)X5 +
(=5,1,3,6,—4,5)X, + (6,4,—4,9,7,—3)X + (—8,—8,3,5,—6, —5)X, =
(=9,-5,21,26,65,149)

56
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3. Reduccion de nimero de incdgnitas

e Conjunto de cuatro vectores ortogonales a X = (5,—6,—5,—1,7,4) y a

Y = (-2,6,5,—4,5,—1), obtenidos por la transformacion T;:

{ (0,—15,18,0,0,0); (30,22,0,18,0,0); }
(=72,-39,0,0,18,0); (—18,-3,0,0,0,18)

e Producto interno del vector T;(X,Y) = (0,—15,18,0,0,0) con el sistema:
Ts(X,Y). [(5,—6,—5,—1,7,4)X; + (—2,6,5,—4,5,—1)X, +
(5,—3,—-7,—9,—8,—3)X3 + (=5,1,3,6,—4,5)X, +
(6,4,—4,9,7,—3)Xs + (—=8,—8,3,5,—6,—5) X, =
(=9, -5,21,26,65,149)]

Operando se obtiene:
—81X; + 39X, — 132X + 174X, = 453 .......... a

e Producto interno del vector T,(X,Y) = (30,22,0,18,0,0) con el sistema:
T,(X, Y).[(5,—6,—5,—1,7,4)X; + (—2,6,5,—4,5, —1)X, +
(5,—3,—7,—9,—8,—3)X; + (—5,1,3,6,—4,5)X, +
(6,4,—4,9,7,—3)Xs + (—8,-8,3,5,—6,—5)X; =
(—=9,-5,21,26,65,149)]

Operando se obtiene:

—78X5 — 20X, + 430X — 326X, = 88........ .. @,
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e Producto interno del vector T5(X,Y) = (—72,—39,0,0,18,0) con el sistema:

Ts(X,Y). [(5, -6, —5,—1,7,4)X, + (=2,6,5,—4,5, —1)X, +
(5,—3,—7,—-9,—8,—3)X5 + (—=5,1,3,6, —4,5)X, +

(6,4, —4,9,7,—3)Xs + (—8,—8,3,5, -6, —5)X, =
(=9,-5,21,26,65,149)]

Operando se obtiene:

—387X5 + 249X, — 462Xs + 780X5 = 2013 ...... ... as
e Producto interno del vector T (X, Y) = (—18,—3,0,0,0,18) con el sistema:

Ts(X,Y).[(5,—6,—5,—1,7,4)X; + (—2,6,5,—4,5, —1)X, +
(5,-3,-7,-9,-8,—-3)X;5 + (-5,1,3,6,—4,5)X, +
(6,4,—4,9,7,—3)Xs + (—8,—8,3,5,—6, —5)X; =
(=9,-5,21,26,65,149)]

Operando se obtiene:

—135X; + 177X, — 174X; + 78Xs = 2859 ... .. .. a,

4. Juntando a;, a,, azy a, Se obtiene un nuevo sistema lineal de cuatro ecuaciones y cuatro

incAgnitas. (sistema 2)

—81X5 + 39X, — 132Xs + 174X, = 453
—78X5 — 20X, + 430X — 326X, = 88
—387X5 + 249X, — 462Xs + 780X, = 2013
—135X5 + 177X, — 174Xs + 78X, = 2859
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5. Descripcion del sistema en forma vectorial
(—81,—-78,—387,—135)X;3 + (39,—20,249,177)X, +
(—132,430,—-462,—174)Xs + (—174,—-326,780,78)X, =
(453,88,2013,2859)

6. Reduccion de nimero de incognitas

e Conjunto de dos vectores ortogonales a X = (—81,—-78,—387,—135)yaY =
(39,—20,249,177), obtenidos por la transformacion T;.

{(—27162,5076,4662,0); (—16506,9072,0,4662)}

e Producto interno del vector T;(X,Y) = (—27162,5076,4662,0) con el sistema:
Ts(X,Y).[(—=81,—78,—387,—135)X5 + (39, —20,249,177)X, +
(—132,430, —462, —174)X; + (—174,—326,780,78)X; =
(453,88,2013,2859)]

Operando se obtiene:
3614220Xs — 2744604X, = —2473092 ... ... ... ay

e Producto interno del vector T,(X,Y) = (—16506,9072,0,4662) con el sistema:
T,(X,Y).[(-81,—78,—387,—135)X5 + (39, —20,249,177)X, +
(—132,430, —462, —174)X: + (—174, —326,780,78)X; =
(453,88,2013,2859)]

Operando se obtiene:

5268564X5 — 5465880X, = 6649776 ... ... ... a,
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7. Formacion del sistema lineal triangular (paso4)

5 -2 5 =5 6 -8 X171 1 -9
-6 6 -3 1 4 -8 X, -5
0 0 -81 39 -132 174 Xs| | 453
0 0 -78 —20 430 -326 ||X4| 88
0 0 0 0 3614220 -2744604|(Xs| [-2473092
0 0 O 0 5268564 —546588011%X,] L 6649776 -

8. Sustitucion hacia atras:

_ (—5268564;3614220).(—2473092; 6649776)
® 7 (—~5268564;3614220). (—2744604; —5465880)

- (5465880, —2744604). (—2473092; 6649776)
> 7 (5465880, —2744604). (3614220; 5268564)

{(78; —81). (453; 88) —
[(78; —81).(—132; 430)Xs + (78; —81). (174; —326)X,]}

(78; —81). (39; —20) =8

X4=

{(20;39). (453;88) —

. — [(20;39). (—132; 430)Xs + (20; 39). (174; —326)Xe]} _ -
3 (20;39). (—81; —78) -

{(6;5).(=9;-5) —
(6;5). (5 —3)X;5 + (6;5). (—=5; DX, ]}
y, = 11(6:5). (6;4)Xs + (6,5)(=8; =8)Xel” _
2 (6;5).(—2;6) B
{(—=6;—2).(=9;—5) —
(—=6;=2).(5; =3)X3 + (—6; —2).(=5; DX, ]}
X, = +(=6,=2). (6, DXs + (-6, =2). (=8, =8)Xcl” _ ¢

(—6;,—2).(5;—6)
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Ejemplo 10 (Aplicacion del teorema 2-caso n impar). Resolver el siguiente sistema.

4 =2 -1 1 2q[X:] 14
1 2 2 -1 4||%| |14
2 -1 4 -2 2|[x|=|-8
11 1 1 1l|x] |23
6 4 1 -6 ellx] |4

Solucion

1. sistema de ecuaciones (sistema 1).
4‘X1 —ZXZ —X3 +X4+2X5 = 14‘
X1+2X2 +2X3 —X4+4‘X5 = 14‘
2X; — X, 4+ 4X5 — 2X, + 2X; = -8
X1+X2 +X3 +X4+X5 - 23
6X1 + 4X2 + X3 - 6X4 + 6X5 = _4

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

(4,1,2,1,6)X; + (=2,2,—1,1,4)X, + (=1,2,4,1,1DX5 +
(1,-1,-2,1,—6)X, + (2,4,2,1,6)Xs = (14,14, 8,23, —4)

3. Reduccion de namero de incognitas

e Conjunto de tres vectores ortogonales a X =(4,1,2,1,6) y a Y= (-2,2,—1,1,4),

obtenidos por la transformacion T;:

{(-5,0,10,0,0); (—1,-6,0,10,0); (—8,—28,0,0,10)}
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e Producto interno del vector T;(X,Y) = (—5,0,10,0,0) con el sistema:
T.(X, V). [(4,1,2,1,6)X; + (—2,2,—1,1,4)X, +
(-1,24,1,D)X;+(1,-1,-2,1,-6)X, +
(2,4,2,1,6)Xs = (14,14, —8,23,—4)]

Operando se obtiene:
45X5 — 25X, + 10X5 = —150 ... ... ... a

e Producto interno del vector T,(X,Y) = (—1,—6,0,10,0) con el sistema:
T,.[(4,1,2,1,6)X; + (=2,2,—-1,1,4)X, +
(-1,2,4,1,DX5 + (1,-1,-2,1,—6)X, +
(2,4,2,1,6)Xs = (14,14, —8,23,—4)]

Operando se obtiene:
—X3 + 15X, — 16X = 132 ......... a,

e Producto interno del vector Ts(X,Y) = (—8,—28,0,0,10) con el sistema:
Ts(X,Y).[(4,1,2,1,6)X; + (=2,2,—1,1,4)X, +
(-1,2,4,1,DX; + (1,-1,-2,1,—6)X, +
(2,4,2,1,6)Xs = (14,14, —8,23,—4)]

Operando se obtiene:

—38X; — 40X, — 68Xg = —544 ....... .. s
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4. Juntando a4, @, y a3 se obtiene un nuevo sistema lineal de tres ecuaciones y tres incognitas.

(sistema 2)
45X, — 25X, + 10Xs = —150
—X3 + 15X, — 16X5 = 132
5. Descripcion del sistema en forma vectorial
(45,—-1, -38)X; + (—25,15,-40)X, + (10,—16,—68)X5 = (—150,132, —544)

6. Reduccion del nimero de incognitas

e Conjunto de un vector ortogonal a X = (45,—1,—-38)yaY = (—25,15, —40),

obtenidos por la transformacion T;:

{(610, 2750,650)}

e Producto interno del vector T3 (X, Y) = (610, 2750,650) con el sistema.

Ts (X, Y). [(45,—1, —38)X5 + (—25,15, —40)X, +
(10,—16, —68)Xs = (—150,132, —544)]

Operando se obtiene:

—82100X4 = —82100 .. ... ... a,
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7. Formacion del sistema lineal triangular (paso4)

4 -2 -1 1 2 Xy 14
1 2 2 -1 4 X, 14
0 0 45 =25 10 X3|l=| —150
0 0 -1 15 —-16 ||X, 132
l0 0 0 0 —82100J Xs l—82100J

8. Sustitucion hacia atras:

‘. —82100
57 82100

X = (1;45).(—150;132) — [(1; 45).(10; —16)X5]

=1
4 (1;45). (—25; 15) 0

_ (-15;-25).(—150; 132) — [(—15; —25). (10; —16)Xs]
3T (—15; —25).(45; —1)

. o [FL8.(-12)X5 4+ (=154). (L, —1DX,
i as +H(—1;4). (2,9, | )
2T (-1;4).(=2;2) B

_ _ (=2,-2). (-1, 2)X3 + (=2, -2). (1, - 1X,
L ETR s 19— | +(-2-2). (2 DX, | ,
' (=2,-2).(% 1) -

Ejemplo 11. (Aplicacion del teorema 2) resolver el siguiente sistema

3 -2 -1 -1][X: —6
-2 -1 2 1 ([X2] _ ] 17
5 -2 -2 -1|[X3] |-14
1 1 2 5 11X, 12
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Solucién

1. sistema de ecuaciones (sistema 1):
3X1 _2X2 _X3 _X4 = _6
_2X1 _XZ + 2X3 +X4 = 17
5X1 - 2X2 - 2X3 - X4 = _14'
X1+X2 +2X3 +5X4_ = 12

2. Descripcion del sistema en forma vectorial:
(3,-2,5D)X; + (—2,—-1,-2,1)X, +
(-1,2,-2,2)X53+ (-1,1,-1,5)X, =
(—6,17,—-14,12)

3. Reduccidn del nimero de incognitas:

e Conjunto de dos vectores ortogonales a los vectores X=(3,—-2,51)eY =

(—2,—1,—2,1); obtenidos por la transformacion T;:
{(9,-4,-7,0); (-1,-5,0,—7)}
e Producto interno del vector T3(X,Y) = (9,—4,—7,0) con el sistema:
T3 (X, Y) [(31 _2; 5F1)X1 + (_ZF _1; _Zﬂl)XZ +
(-1,2,-2,2)X3 + (—-1,1,-1,5)X, =
(—6,17,—14,12)]

Operando se obtiene:

_3X3_6X4 = _24‘ ......... a1
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e Producto interno del vector T,(X,Y) = (—1,—5,0,—7) con el sistema:
T,(X,Y).[(3,—2,5DX; + (—2,—-1,-2,1)X, +
(-1,2,-2,2)X3 + (—-1,1,—-1,5)X, =
(—6,17,—14,12)]
Operando se obtiene:
—23X5 — 39X, = —163 ... ... ... a,

Juntando a; Yy a, se obtiene un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas:

—3X;—6X, = —24
—23X5 — 39X, = —163

4. Formacién del sistema lineal triangular escalonar (paso4):

3 -2 -

-2 -1

0 0 3 —24
0 0 -23 —39 —163

5. Sustitucion hacia atras:

(23;—3).(—24;-163) _

X4 = 723, 23). (=6, =39)

_ (39;-6).(—24;-163) _
37 (39;-6).(-3;-23)

_(23).(=6;17) = [(%;3). (-1;2) * 2+ (2;3). (-L; 1) % 3] _
2 (2;3).(-2;-1) B
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_(5-2).(-6;17) - [(1; -2). (=1, 2) * 2+ (1, =2). (=1, 1) * 3]
T (1,-2).(3,-2)

=3

Ejemplo 12. (Aplicacion del teorema 2) resolver el siguiente sistema

3 -2 - X,
-2 -1 Xa| _

0 0 3 X3 —24

0 0 -23 —39 X, |-163

Solucién

1. sistema de ecuaciones (sistema 1).
3X1 _ZXZ _X3 _X4_ = _6
—2X1 —X2 + 2X3 +X4_ == 17
—3X3 — 6X, = —24
—23X3 — 39X, = —163

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

(3,-2,0,0)X, + (=2,—1,0,0)X, + (=1,2,—3,—23)X; + (=1,1,—6,—39)X, =
(—6,17,—24,—163)

3. Reduccion del namero de incognitas:
e Conjunto de dos vectores ortogonales a (—1,2,—3,—23)y a (—1,1, —6,—39), obtenidos

por un proceso similar al de la trasformacion T;. El sistema que se esta resolviendo mostrara

que el proceso utilizado sirve para formar una matriz identidad en vez de una triangular.

(12 B0 2L 2
(_06 _539_23| __|% :§g| £ ) = {(~21,0,-16,3); (0, 21,55, —9)}
l—6 —39l" 711 —30l"
67
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e Producto interno del vector U1 = (—21,0,—16,3) con el sistema

UL.[(3,-2,0,0)X; + (=2,—1,0,0)X, + (1,2, -3, —23)X5 + (=1,1, -6, —39)X, =
(—6,17,—24,—163)]

Operando se obtiene:
—63X3+42X, = 21 ......... a
e Producto interno del vector U2 = (0,—21,55,—9) con el sistema:

U2.[(3,-2,0,0)X; + (=2,—1,0,0)X, + (—1,2, -3, -23)X5 + (—1,1, -6, —39)X,
= (—6,17,—24,—163)]

Operando se obtiene:
4‘2X1 + 21X2 = _210 ......... az
Juntando a; y a, se obtiene un sistema de dos incognitas y dos ecuaciones.

—63X,+42X, = 21
42X, 4 21X, = =210

4. Formacion del sistema lineal triangular escalonar (paso4)

—-63 42 0 0 1[X1 21
42 21 O 0 ||Xz _|—210
0 0 - —6 | [X3 —24

0 0 -23 -39 —163
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5. Sustitucion hacia atras:

_ (—21;42).(21; -210) _
17 (=21;42).(—-63;42)

. _ (—42;-63).(21;-210) _ .
27 (—42;-63).(42;21)

< _ (39;—-6).(—24;-163) _
7 (39;-6).(-3;-23)

¥ = (23; —3).(—24; —163) _
T (23;-3).(=6;-39)

Observacion 3.

Si la forma original del sistema no permite formar el conjunto de vectores (L.l.), entonces se

intercambian el orden de las ecuaciones.

Ejemplo 14. Resolver el siguiente sistema.

11 1 1 19X47] 2
2 2 1 1 1]|X| |3
3 3 -1 1 —-1||X;5]=|1
4 4 1 1 —1||X] |1
5 6 1 1 —UIxqd L4

Solucién

1. sistema de ecuaciones (sistema 1).

Xp+ Xy + Xz + Xy + X5 =2
2X, + 2%, + X3 + X4 + X =3
3X; +3X, — Xz + X, — X5 =1
4X, +4X, + X3 + X, — Xs = 1
5X; + 6X, + X3 + Xy — X5 = 4
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¢ EI sistema, dispuesto de esa manera, traerd dificultades en la formacién del conjunto de

vectores, por ello se cambiard las filas a fin de evitar ese inconveniente (observacion 2)
5%, + 6X, + X3 + X, — X5 = 4
Xi+ X, + X3 + X, + X5 =2
2X, +2X, + X3 + Xy + X5 = 3
3X, +3X, — X3+ X, —Xs =1
4%, +4X, + X3 + X, —Xs =1

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

(51,2,3,4)X, + (6,1,2,3,4)X, + (1,1,1,-1,1)X5 +
(1;1;1; 111)X4 + (_1l 1;1; _11 _1)X5 = (4'; 2131 111)

3. Reduccion de nimero de incdgnitas

e Conjunto de tres vectores ortogonales al vector X = (5,1,2,3,4) y al vector Y =

(6,1,2,3,4) obtenidos por transformacion T;:

{(0,2,-1,0,0); (0,3,0,—1,0); (0,4,0,0,—1)}

e Producto interno del vector T;(X,Y) = (0, 2, —1,0,0)con el sistema:

T:(X,Y).[(5,1,2,3,4)X, + (6,1,2,34)X, + (1,1,1,—1,1)X5 +
(1,1,1, 1,DX, + (-1, 1,1, -1, - DXs = (4,2,3,1,1)]

Operando se obtiene:

Repositorio Institucional - UNASAM - Peru



e Producto interno del vector T,(X,Y) = (0, 3,0, —1,0) con el sistema:

T,(X,Y).[(51,2,3,4)X; + (6,1,2,3,4)X, + (1,1,1,—-1,1)X5 +
(1;1;1; 1!1)X4 + (_1l 1;1; _11 _1)X5 = (4'; 2131 111)]

Operando se obtiene:

4‘X3 + 2X4 + 4‘X5 == 5 ......... az

e Producto interno del vector Ts(X,Y) = (0,4,0,0,—1) con el sistema:

T:(X,Y).[(5,1,2,3,4)X, + (6,1,2,34)X, + (1,1,1,—1,1)X5 +
(1,1,1, 1,DX, + (-1, 1,1, -1, - DXs = (4,2,3,1,1)]

Operando se obtiene:

3X3 + 3X4 + 5X5 == 7 ......... CZ3

4. Juntando a4, a, Y a3 Se obtiene un nuevo sistema lineal de tres ecuaciones y tres incognitas.

(sistema 2)
X3 + X4 + X5 = 1
4X5 +2X, +4Xs =5
3X3+3X, +5X5 =7

5. Descripcion del sistema en forma vectorial

(1,4,3)Xs + (1,2,3)X, + (1,4,5)Xs = (1,5,7)
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6. Reduccion del nimero de incdgnitas
e Conjunto de un vector ortogonal aX = (1,4,3) yaY = (1,2,3), obtenidos por la
trasformacion T;: {(6,0, —2)}
e Producto interno del vector T;(X,Y) = (6,0, —2) con el sistema:

T:(X,Y).[(1,43)X3 + (1,2,3)X, + (1,4,5)X5 = (1,5,7)]

Operando se obtiene:

5 6 1 1 —-11[%1 4
|[1 1 1 1 1]||[X2]| [2]
lo o 1 1 1IIX3I=|1‘
lo 0 4 2 4“X4J 5
0 0 0 0 —allx; l—8J

8. Sustitucion hacia atras:

-8

=_—4=

Xs 2

¥ - (—4;1).(1;5) — [(—=4; 1). (1; 4)Xs] 1

(-4;1).(1;2) 2

_EZD @S -1 D. (LX) 1

3 (-2;1).(1;4) T2
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: oy [C15).(1DX5 + (=1;5). (1 DX,
L, o) £(~1;5). (~1; DXs ]22
’ (—1;5).(6; 1)

_ _ (=1,6). (L DX3 + (—=1;,6).(1; X,
< = (=1;6).(4:2) - +(=1;6).(=1; DXs ]_ 4
e (-1;,6).(5 1) -

DEFINICION 3. (La transformacién F;)

Sean X = (xy,x5,,%n) » Y=L YV2 s Vn) Y Z=(21,2,,...,Z,) Vectores linealmente
independentes (L.1.)

La transformacion F;: R® — R™ definido por:

0 aiz a3 a1’i+3 .. 01
az1 0 Azz3 o Q243 0
X1
azi as; 0 v Q3443 .. 0 X
F'(X x x ) — . . . . . . 2
I\AL A2y 9 tn :
Aiy3z1 Ai+32 QAi433 " 0 - 0 Xn
0 0 0 v 0

Es aquella transformacion antisimétrica, cuya matriz asociada tiene las siguientes entradas:

- V3 J’i+3| _ Vs 3’i+3| Low = — Y2 J’i+3| S |3’2 yi+3|
127 zz  zpysl 721 Z3  Ziy3l’ 13 Zy  Zip3l? 731 T zy zjysl
a V2 Y3| a _ Y2 )’3| Qo = Y1 J’i+3| - _|Y1 J’i+3|
L3 Tzy zgl YT zy zgl T Tz zpy3 32Tz zjy3l
I B B Y1 Y3 Y1 Y2 Y1 Y2
a2,i+3 - - Zl Z3 'ai+3,2 - Z1 Z3 ’ a3,i+3 - Zl Z3 ’ai+3,3 - = Zl ZZ

Paratodo i,talque 1<1i <n — 3y elrestode entradas igual cero.
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Ejemplo 15. (aplicacion de la definicion 3)

Dados los wvectores X=(1,1,1,1,1,1),Y=(1,-1,1,1,11),Z = (1,—-1,-1,1,1,1) € R.
Encontrar los F;(X).

Solucion
1 1 -1 1] |-1 1
0 -1 1| _|—1 1 |—1 —1| 00 )
1 1 1 1 1 1
_|—1 1 0 |1 1 _|1 —1| 0 014
ratuan=| (25 g) =i o 7 Zi o ol
-1 1@ 1 1 -1 1
I I Y B 0 ol
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ol
0 2 0 2 0 Oyl
-2 0 0 2 0 o1
o o o 0o o offl1]_ B
|-z =2 0 o o off1]|T “#00~%00)
0 0 0 0 0 off1
o0 o 0 o0 0 oll
I R I NI et B
1 1 1 1 1 1 1
_|_1 1| 0 |1 1 0 _|1 —1| 0 1
PICREBERIE I i I I e |+
0 0 0 0 0|1
-1 111 1 -1 1
AT B ! I 0
0 0 0 0 0
0 2 0 0 2 Oyl
-2 0 0 0 2 o1
o o o 0o o offl1]_ B
=lo o0 0 o0 o oll{l=*000-40
-2 -2 0 0 0 oll1
0 0o 0 o0 o0 oll
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1 1 -1 1 -1 1
0 -1 1| _|—1 1 0 0 |—1 —1| .
1 1 11 1 1
|—1 1 0 |1 00 |1 —1h[1
1y 11 1 -1 |1
F3(1:1:1'1'1'1) - |_1 1 |1 1 0 0 |1 —1 1 B
0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 1
-1 1 1 1 1 -1
I |—1 —1| |1 —1| |1 -1 00 0
r 0 2 0 0 0 2711y
-2 0 0 0 0 21
10 0 0 0 0 Off1_ _
=lo 0 o0 o o ollil=@0000-4
0 0O 0 0 0 O0J1
-2 -2 0 0 0 o414

PROPOSICION 3.

Dados (xq,%2, ..., %), V1, Voo oy V) » (21,22, .00, Z) Y Fi(xq, x5, ..., X,) S€ cumple que:

1. <(xq,x9,...,%,), Fi(xy,x5,...,x,) > =0,

2. <Y1, Y2 0 Y, Filxy, x5, o, xy) > =0,

3. <(z1,23,...,2,),Fi(x1,%5,...,x,) > = 0; paratodo i,talque 1<i <n-—3

Prueba

Se sabe que:

0 aqy aq3 al'i+3 w07
asq 0 A3 .. Ggi43 .. O
X1
asq as, 0 v Qgipz . 0
T — . . . . . . . X2 | _
i(xl'xZ' ""xn) - : : : “ : . : N
Ai+31  QAi+32 Qi+33 " 0 . 0 Xn
0 0 0 v O0dpxn
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X2 X3 Xiy3 X1 X3 Xi43] [X¥1 X2 Xi43 X1 X2 X3
=(|Y2 Y3 Yi+3|,— Y1 Y3 Yi+3|,|¥Y1 Y2 VYi+3/,0,..,0,—|Y1 Y2 Y3{,0,..,0)
Zy Z3z  Zjy3 Z1 Z3 Zjy3| |Z1 Zy Ziy3 Z1 Zp Z3
En efecto:
1. <(X1, X, wey X3y oo X)), Fi(X1, Xy voey X3y 0oy X ) > =
X2 X3 Xj43 X1 X3 Xi43 X1 X2 Xi3 X1 X2 X3
=x1|Y2 Y3 Vie3z|—x|YV1 V3 Yi+3|+x3|V1 V2 Vi+3s|—xi43|V1 V2 V3| =
Z2 Z3  Zjy3 Zy  Z3  Ziy3 Zy 2z Zjy3 Z1 Zz Z3
X1 X2 X3 Xi43
X1 X2 X3 Xiy3 . .
= =0; Vitalque 1<i <n-3.
Yi Y2 Y3 Vi+s
Z1 Zy Z3 Zjy3
2. <(V1,Y2s vr Vigzs s Y )y Fi (X1, Xy cony Xig3y ey X )> =
Xy X3 Xi43 X1 X3 Xit3 X1 X2 Xit3 X1 X2 X3
=y (Y2 Y3 Viez| =y V1 Y3 Yi+3|+y3|V1 V2 Yi+3|— Vi3 |YV1 Y2 Y3| =
Z2 73  Zjy3 Zy  Z3  Zjy3 Z1 Zz  Zjy3 Zy Zz Z3
Yi Y2 Y3 Vi+s
X1 X2 X3 Xiy3 . .
= =0; Vitalque 1<i <n-3.
Yi Y2 Y3 Vi+s
Z1 Zy Z3  Zjy3
3.<(21, 29, 1 Zig3y e Zn ), Fi (X1, Xgy oy Xjgzy ey X)) > =
X2 X3 Xji3 X1 X3 Xi43 X1 X2 Xi43 X1 X2 X3
=z1|Y2 V3 VYi+s|—2zp|YV1 V3 Vi+3|+2z3|Y1 Y2 Vi+3| —Zju3 | V1 V2 V3| =
Z2 73 Zjy3 Zy Z3  Zjy3 Zy Zz Zjy3 Zy Z ZzZ3

UnasAY
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Zy Zp Z3 Zj43

X1 X2 X3 Xi43 . ;
= =(0; Vitalque 1 <i <n-—3.
Vi Y2 Y3 DYi+3 au

Zy Zp Z3 Zj43

TEOREMA 3. Resolucion de un sistema de n ecuaciones y n incognitas, con n = 4y Det(A) #

0, utilizando Ortogonalidad entre vectores generados por la transformacion F;.

Prueba:

1. Dada el sistema de ecuaciones (sistema 1):
a11X1 + a12X2 + -+ alnxn = b1
a21X1 + a22X2 + -+ aZan = b2

A1 X1+ appXy + o+ apn Xy = by,

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

n
Z(au‘; Az -+ » Ani) Xy = (b1, by, ..., by)
i=1

3. Reduccion de namero de incognitas

3.1.  Conjunto de (n — 3) vectores ortogonales al vector X = (a;1,az1, ., An1), Y =

(alz, Az, ..., anz) y 7= (a13, az3, ..., ang), ObtenIdOS mEdIante Fl
{F1(X),F,(X), ..., Fp_s(X)}
3.2.  Producto interno del sistema con el vector F; (X):

n

Fi(X). Z(am Az vy Ani)Xi = (by, by, ..., by)

i=1
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Luego se obtiene:

af Xq +afXs + -+ af,_gXp =bf ... ... (ay)

Donde:

F; (X). (a11,a21,A31, ., A1) =0
F; (X). (ay2,a22,A32, ., An2) =0
F1(X). (a3, az3,a33, ..., an3) = 0;

Yparaj=2,i =4,..,nsetiene:
— )
Fl (X) (ali: A2, A3y +v )y ani) - al,i—3

F1(X). (by, by, bs, ..., by) = bJ

3.3.  Producto interno del sistema con el vector F,(X):

n
F,(X). Z(aw Aziy ) Qi) X = (b1, by, ..., by)
im1

Luego se obtiene:

a3:Xq + a5, X3 + -+ ad, 3Xy = b7 e . (a3)

Donde:

F,(X).(a11,a21, 031, .., Gn1) = 0
F2(X). (a12, 32, A3, .., Gnz) = 0

F,(X). (a13,az3, a33, ..., Ay3) = 0,

Y paraj=2,i=4,..,nsetiene:

Fz (X) (a1i; azi, Azj, -+, ani) = aJZ,i—3

78
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F2 (X)- (bl; bZ; b31 ---:bn) = bé

3.4.  Siguiendo sucesivamente el mismo proceso se realiza el Producto interno del sistema

con el vector F,,_5(X):

n
Fn—S(X)' Z(ali' A2jy «e) ani)Xi = (b1; bZJ ey bn)
i=1

Luego se obtiene:

2 2 2 — 2
an_3'1X4 + an_3‘2X5 + b + an_3‘n_3xn —_ bn_3 ......... (an_3)

Donde:

Fr_3(X). (a11,021,a31, ..., Gn1) = 0
Fr_3(X). (a12,a22,a32, ..., Gnz) = 0
Fr_3(X):. (a3, az3,a33, ..., an3) = 0

Y paraj=2,i =4,..,nsetiene:

Frn_s(X):. (ay4 Az, azg, s Qng) = a,]1_3,i_3

Fp_3(X). (by,ba, by, ...,by) = b/ _,

4. Juntando las ecuaciones a,, a5, ..., @, _3 obtenemos un nuevo sistema de (n — 3) ecuaciones

y (n — 3) incognitas (sistema 2). Nuevamente estamos en el paso uno del algoritmo:

a? Xy +afyXs + -+ a2, 3X, = b}

a%1X4 + a%zxs + -t a%,n—BXn = b%

2 2 2 _ 12
An_31X4 + an_3,Xs + -+ an_3,3Xp = by_3
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5. Descripcion del sistema en forma vectorial (paso dos del algoritmo)

n-3

2 2 2 — 2 1,2 2
Z(aw Azir ""an—3,i)Xi+3 = (b1, b3, ..., by 3)
i=1

6. Reduccion del nimero de incognitas (paso tres del algoritmo)

6.1. Conjunto de (n-6) Vectores ortogonales al vector X = (a%,a3,,..,a%_3,), Y=

(a2,,a3,,...,a2_3,)y Z = (a?;, a3,, ..., a%_5 ), obtenidos mediante F;:

{Fl (X), FZ(X)J ey Fn—G(X)}

6.2. Producto interno del sistema con el vector F, (X):

n-3
Fy (X). Z(a%i, a3y .., @3 3;)Xipz = (b3, b3, ..., b2 _3)
i=1

Luego se obtiene:

ai X7 +a},Xg + -+ ad p_¢Xn = b3 e e . (ay)
Donde:
F1(X). (a%p a3y, a3y, agy, ) a121—3,1) =0
F1(X). (ale 53, A5z, 5p) ) ar21—3,2) =0
F1(X). (a%3, a3s, a3s, ajs, -, an—3,3) =0;
Yparaj=3,i =4,..,(n—3) setiene:

2 2 2 2 2 _
F1(X). (afy a3, a3l . ab_p;) = aii-3

F1(X). (b2, b3, b2, b, ..., b2_;) = b]

80
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6.3. Producto interno del sistema con el vector F,(X)

n-3

F2(X). Z(a%i» A3 o) a121—3,i)Xi+3 = (b}, b3, ..., b5 _3)
i=1

Luego se tiene:

a3 X7 + a3, Xg + 4+ a5 16X = b3 e (ay)

Donde:

F,(X). (a%p a3, a§1: Af1s oen an—3,1) =
F,(X). (a%z, a%z» agz' aiz» ey ar21—3,2) =
F,(X). (0%3: a%3, a§3, ai3, e a121—3,3) =

Yparaj=3,i =4,..,(n—3) setiene:

F,(X). (a%;, a3, adagy, ..., al_5;) = aé,i—3
F»(X). (b2, b2, b2, b2, ..., b2_3) = b)

6.4. Siguiendo sucesivamente el mismo proceso, se realiza el producto interno del sistema

con el vector F,,_¢(X):

n-3

FacsC0:| D (a3 o @3os)Xivs = (03, b3, B )
i=1

Luego se obtiene:

3 3 3 — 13
an_6’1X7 + an_6‘2X8 + b + an_6‘n_6Xn —_— bn_6 ......... (an_é)
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Donde:

Fn_6(X). (a%p a3y, a3y, 44, o) a121—3,1) =0
Fr_6(X). (afz» a%zi a%z: aizi ey a121—3,2) =0
Fr_6(X). (af3, a%3, a§3, ais» e a121—3,3) =0
Yparaj=3,i=4,..,(n—3) setiene:
2 2 2 .2 2 _
Fr_6(X). (am Az A3y Ay --e» an—3,i) = 0y6,i-3
Fu-6(X). (b7, b3, b3, b3, .., b2_5) = b}_

7. Juntando a4, a, ..., a,_¢ S€ Obtiene un nuevo sistema de (n — 6) ecuacionesy (n — 6)

incdgnitas (sistema 3). Nuevamente estamos en el paso uno del algoritmo.

ai1X; + a3, Xg + -+ aj ,_6Xn = b}

3 3 3 _ 133
az1X7 +a3,Xg + -+ a5, Xy = b;

3 3 3 _ 13
An-61X7 + An_2Xg + =+ An_en—6Xn = bn_¢

Luego se realiza el paso dos y tres del algoritmo para obtener el sistema de (n — 9)

ecuaciones y de (n — 9) incognitas (sistema 4)

Realizando reiteradamente los tres pasos del algoritmo, y analizando el valor de n, se tiene

los siguientes casos:
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8. Caso I. (n es multiplo de tres)

Si fuera este el caso, el ultimo sistema (sistema %) en obtener, sera un sistema de tres

ecuaciones con tres incognitas:

n n n n

3 3 3 — 3
a; Xn_2 +aj, Xy 1+ aj X, =b;
n n n n
3 3 3 — K3
a5, Xp—2 + a5,Xn_1 +a5,X, =b;
n n n n
3 3 3 —p3
az, Xp—2 +a3,Xn_1 +a3,X, =b;

9. Formacion del sistema lineal escalonado triangular (paso4)

rd1; Q12 Q13 Q14 Q15 Q1 v e oo Qypp Qip-1 A1n 1 2%

A1 (Qpz dz3 (Az4 QA5 Q3 v« oo Opp_2 dyp—q rn | Xy - b,

Q31 Q3 A3z Q34 dzs Q3 - v o U3pn2 d3pn-1 Ad3p Xl bs
2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 a11 a12 a13 s s s al'n_s alln_4_ al'n_3 X3 b]Z-

2 2 2 2 2 2

0 0 0 a3 aj Az . o o Qzps Apg A3n-3|| X, b2

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 a31 a32 a33 es es es a3'n_5 azln_4_ aZ,TL—3 X5 b3

S : s : Xe | —

n n n : n

0 0 0 0 0 0 afl afz afg X b12

n n | n

0 0 0 0 0 0 a§1 agz ags )'(’" b22

n n LN n

(0 0 0 0 0 O a, a3,  al, | b ]
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Para uniformizar la notacion, el sistema anterior se escribe:

€11 €12 €13 C1a €15 G v oo oo Cip-2 C1in-1 Cln Ir X1 [ d1 T
€21 €22 €23 €24 C35 C26 v wv wo C2pp Con-1 C2,n X, d,
€31 C32 C33 (34 C35 C36 v o o (32 C3n-1 C3n X3 ds
0 0 0 C4a Cas Ca6 oo o o Capp Can—1 Cam X, d,
0 0 0 54 €55 C56 o v o Cspop Cs,n—1 Csn X5 ds
0 0 0 Cea Co5 Cop v v o Com—2 Con—1 Con Xe | | dg
0 0 0 0 0 0 . o .« Cno2n—2 Cpn—an—1 Cn—1n||Xn—2 d,_
0 0 0 0 0 0o .. .. Cn—1n-2 Cn-1n-1 Cn-1nl||[Xn-1 dy_q

[0 0 0 0 0 0 . . . Cpne Crn-1 e ILXn b L a, |

10. Sustitucion hacia atras (paso 5)

Del sistema anterior, se calcula X,,, X,,_1Y X,,_, de la siguiente manera:

Chn-2n-2 Cn-1n-2 Cnn-2
Cn—2,n—1 Cn—1,n—1 Cn,n—l
Cn—2,n+1 Cn—1,n+1 Cn,n+1

Xn N Cn—2n-2 Cn-1n-2 Cnn-2
Ch—2n-1 Cn-1n-1 Cnn-1
Cn-2,n Cn-1n Cnn

Cn—2,n—2 Cn—l,n—z Cn,n—z
Ch—2n Ch-1n Cnn
X _ Cn—2n+1 Cn-1n+1 Cnn+1
n-1 Cn—2n-2 Cn-1n-2 Cnn-2
Ch—2n Ch-1n Cnn
Cn—2,n—1 Cn—l,n—l Cn,n—l
Cn—2,n—2 Cn—l,n—Z Cn,n—Z
Cn—2n Cn-1n Cnn
Xn—z — Chn—2n+1 Cn-1n+1 Cnn+1

Cn—2,n—2 Cn—l,n—Z Cn,n—Z

Cn—Z,n Cn- 1n Cn,n

Cn—2,n—1 Cn—l,n—l Cn,n—l
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En general, conocidos X, X,,_1; ...; Xjzp yparai = n — 3;n — 6; ...; 3, se obtiene:

Ci-2ji-2  Ci-1i-2 Cii-2 Ci—2ji-2 Ci-1i-2 Cii-2
Ci—2i-1  Ci-1i-1  Cii-1| — Ypoiiq [Cim2i-1  Ci-1i-1 Cii-1|.X}
X, = Ci—2n+1 Ci-1n+1  Cin+1 Ci—2,k Ci—1,k Cik
| =

Ci—2,i-2 Ci—1j-2 Cjj—2
Ci—2i-1 Ci-1i-1 Cii—1

Ci-2,i Ci-1,i Ciji
Ci—2,i-2  Ci-14-2 Cii-2 Ci—2,i-2 Ci-1i-2 Cii-2
Ci—2,i Ci1,i Ciji | — Ypeire| Ci-2i Ci—1,i Ciji |.Xp
x. . = 1Gz2n+1 Cizint1  Cinst Ci-2k  Ci-1k  Cik
-1 Ci-2,i-2 Ci-1i-2 Cii-2
Ci—2,i Ci—1,i Ciji

Ci—2,i-1 Ci—1ji-1 Cii—1

Ci—2,i-1  Ci-1i-1 Cii-1 Ci—2,i-1 Ci-1,i-1 Cii-1
Ci—2,i Ci-1,i Ciji | —XRoipq]| Ci-2.i Ci-1i  Cii [.X
X, = Ci—2n+1 Ci-in+1 Cin+1 Ci—2,k Ci—1,k Cik
=2 Ci—2i-1 Ci-1i-1 Ciji-1
Ci—2,i Ci—1,i Cii

Ci—2,i-2 Ci—1ji-2 Cji-2

11. Caso Il. (n es maltiplo de tres mas dos)

. , ol . . +1 . .
Si fuera este el caso, el ultimo sistema (sistema "T) en obtener, sera un sistema de dos

ecuaciones con dos incégnitas:

n+1 n+1 n+1

3 3 _p 3
a,; Xp-1t+a,; Xp=>b,

n+1 n+1 n+1

3 3 — 7 3
a,; Xp-1t+a,; Xp=">
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12. Formacion del sistema lineal triangular (paso4)

A11 Q12 Qi3 Q14 Qg5 Qg6 Ain-1 Ain " by
A1 Gz Qz3 Q4 Az5 Qe zn-1 A2n |r Xq 7 b,
a3y Q3 dzz d34 0435 U4z a3pn-1 Q3n X, bs
2 2 2 2 2
0 0 0 af; ai; ais Ain-4 Ain-3|| X3 b?
2 2 2 2 2
0 0 0 a3 a3 ajzx A2n-4 A2n-3 ;4 b2
2 2 2 2 2 5 2
0 0 0 a3 a3 asz A2n-4 A2n-3 b3
. . . : . . . : X6 = .
n+1 n+1 : n+1
3 3 3
0 0 0 0 0 0 a; a, Xn-1 b,
n+1 n+1 |L X, | n+1
3 3 3
| 0 0 0 0 0 0 a,; a,, | 12948
Para uniformizar la notacion, el sistema anterior se escribe:
€11 €12 €13 C14 C15 C16 C1n-1 Cin Ir Xy 1 1 Cinet 7
C21 Cz2 €23 C2q4 (25 C26 Can-1 C2n X, Con+1
€31 €32 (33 (34 (35 (3¢ C3n-1 C3n X3 C3n+1
0 0 0 Caa Cyus  Cyug C4—,n—1 C4,n X4 C4,Tl+1
0 0 0 54 C55 Cse C5n-1 Csn X5 C5n+1
0 0 0 Ces Co5 Coo Con—1 Con Xe | =1 Cen+1
0 0 0 0 0 0 Cn-1n-1 Cn-1n||Xn-1 Cn-1,n+1
[ 0 0 0 0 0 0 Cnn-1 Cpn IL X 1 L Cnnsa

13. Sustitucién hacia atras.

Del sistema anterior, se despeja X,;:

_ (_Cn,n—l; Cn—l,n—l)- (Cn—l,n+1; Cn,n+1)

X. =
" (_Cn,n—l; Cn—l,n—l)- (Cn—l,n; Cn,n)

© @96
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_ (_Cn,n; Cn—l,n)- (Cn—l,n+1; Cn,n+1)

X, =
nt (_Cn,n; Cn—l,n)- (Cn—l,n—l; Cn,n—l)

En general, conocidos X,,, X,,_1; ...; Xjzp yparai = n — 2;n —5; ...; 3, se obtiene:

Ci—2i-2 Ci-1i-2 Ciji-2 Ci—2i-2 Ci-1,i-2 Cii-2
Ci—2i-1  Ci-1i-1  Cii-1| — Ypoiyq [Ci-2i-1  Ci-1i-1 Cii-1]. X}
X, = Ci—2n+1 Ci-1n+1  Cin+1 Ci—2,k Ci—1,k Cik
L Ci—2i-2 Ci-1i-2 Cii-2
Ci-2,i-1  Ci-1,i-1 Cii-1
Ci—2,i Ci—1,i Ciji
Ci—2,i-2 Ci—1ji-2 Ciji-2 Ci—2,i-2 Ci-1,i-2 Ciji-2
Ci—2,i Ci-1,i Ciji | —Xheizq| Ci-2. Ci-1,i Cii |.Xg
X, = Ci—2n+1  Ci-1n+1 Cin+1 Ci—2,k Ci—1,k Cik
=1 Ci—2ji-2 Ci-1i-2 Ciji-2
Ci—2,i Ci—1,i Cii
Ci—2,i-1 Ci-1,i-1 Ciji-1
Ci—2i-1 Ci-1i-1  Cii-1 Ci—2i-1 Ci-1i-1 Ciji-1
Ci—2,i Ci-1,i Cii | —Xhizr| Ci-2. Ci-1,i Cii |.Xg
X = Ci—2n+1 Ci-in+1 Cin+1 Ci—2,k Ci—1,k Cik
=2 Ci—2,i-1 Ci-1i-1 Cii-1
Ci—2,i Ci—1,i Ci,i

Ci-2i—2 Ci-1i-2 Ciji-2
14. Caso Ill. (n es multiplo de tres mas uno)

. s ler . . +2 , .
Si fuera este el caso. El Gltimo sistema (sistema nT) en obtener, sera un sistema de una

ecuacion con una incognita:

n+2 n+2
3 — 3
a,; Xn=Db,
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15. Formacion del sistema lineal triangular (paso4)

A1; Q12 Q3 Qgq Qg5 Qg e e e Qpp 7 - by
(pq Gy Q3 Q4 Qa5 Qa6 oo o o oy X1 b,
A3, A3y A3z Qg4 Gzs Qze - oo o G3n |[X2 b,
0 0 0 afy af, a?; .. .. .. a3 ;3 b2
0 0 0 a3 a3 a3 .. .. .. 45,3 X‘; b2
0 0 0 af a3 af; . . « aus|lx,|7| b2
0 0 0 0 0 o0 al 1™ b3

Para simplificar la notacion, el sistema anterior se escribe:

€11 C12 €13 Cia €15 Ci6 o oo CinyrXq1  [di]
C21 C22 C23 C2a C25 C26 = = = Conl|X, d,
€31 C32 €33 C3a C35 C36 = - - C3nffx, ds
0 0 0 Caq Ca45 C4g o oo o Cyp X, d,
0 0 0 Cs4 Cs5 Cs6 o oo o Csp||Xs| |ds
0 0 0 «ces Co5 Cog o o - Con||Xe| |dg
[ 0 0 0 0 0 0 .. . o pallXpl o Ld, ]

16. Sustitucién hacia atras

Del sistema anterior, se despeja X,,:

Cnn+1

Xn =

CTL,TL
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En general, conocidos X, X,,_1; ...; Xjzp yparai = n—1;n —4; ...; 3, se obtiene:

Ci—2i-2 Ci—1i—2 Cji2 Ci—2ji-2 Ci—1i-2 Cji-2
Ci—2i-1  Ci-1i-1  Cii-1| — Ypoiiq [Cim2i-1  Ci-1i-1 Cii-1|.X}
X, = Ci—2n+1 Ci-1n+1  Cin+1 Ci—2,k Ci—1,k Cik
t Ci—2i-2 Ci-1ji-2 Cii-2
Ci—2i-1 Ci-1i-1 Cii—1
Ci—2,i Ci—1,i Cii
Ci—2,i-2 Ci—1i-2 Cjj—2 Ci—2,i-2 Ci-1i-2 Cjj—2
Ci—2,i Ci1,i Ciji | — Ypeire| Ci-2i Ci—1,i Ciji |.Xp
X = Ci-2n+1  Ci—-1n+1 Cin+1 Ci—2k Ci-1k Cik
-1 Ci—2i-2 Ci-1i-2 Ciji-2
Ci—2,i Ci-1,i Cii
Ci—2,i-1 Ci—1ji-1 Cii—1
Ci—2,i-1  Ci-1ji-1 Cii-1 Ci—2,i-1 Ci-1i-1 Cii-1
Ci—2,i Ci-1,i Ciji |—Xheizq]| Ci-2. Ci-1,i Ciji |.Xg
X, = Ci—2n+1  Ci-1n+1  Cin+1 Ci—2,k Ci—1,k Cik
=2 Ci—2i-1 Ci-1i-1 Cii-1
Ci—2 Ci—1,i Ciji

Ci-2ji-2 Ci-1,i-2 Ciji-2
PROPOSICION 4. Si se tiene un conjunto B* = {uy,u,, us, ..., u,} de vectores ortogonales
generado por el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a partir del conjunto B =
{vi, vy, v5, ..., vy } de vectores linealmente independientes, entonces se cumple:
<up,vi>=0;parak=n,...2ei=1,..,k—1.

Demostracion.

Por el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt se sabe que:
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<v3U;> <v3,Uy>

- U — Uy ;
<uy,U;> <Uy, Uy>

o> <noytp> <Vp_q, Upy—g>
<upu> L <uy,up>

Up-1 = Up-1 —

Multiplicando escalarmente por u,, a los vectores uq,u,, ..., u,—; ; y utilizando la hipétesis de

conjunto ortogonal: <u;; u;> = 0, # j, se obtiene:

<u,,v1>=0,<u,,v,>=0,<u,,v;>=0,...,<u,, v,_.1>=0.

Por lo tanto <u,, v;> =0,para 1 <i<n-—1.

Si multiplicamos nuevamente los vectores u,, u,, ..., u,_, por el vector u,_,, se obtiene:

<un_1, v1> = 0, <un_1, 172> = O, <un_1, v3> = O,...,<un_1, vn_2> = 0.

Por lo tanto <u,_,,v;>=0,para 1 <i<n-—2

Siguiendo el mismo proceso, se llega a multiplicar escalarmente u, por v,, resultando:

<u2, v1> = 0

Por lo tanto, se concluye que: <uy,v;>=0para k =n,..,2ei=1,..,k—1
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TEOREMA 4. Resolucion de un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, conn > 3y Det(A) #

0, utilizando la Ortogonalidad entre vectores generados por el proceso de Gram-Schmidt.
Prueba:
1. Dada el sistema de ecuaciones (sistema 1).

a11X1 + a12X2 + -+ alan = b1
a21X1 + a22X2 + -+ aZan == bz

ap1X1 + apXo + o+ app X, = by,

2. Descripcion del sistema en forma vectorial

n

Z(alir Aziy -» Qi) Xy = (b1, by, .., by)

i=1
3. Reduccion de nimero de incognitas
3.1. Del conjunto linealmente independiente (L.1.):

B = {(a11,a21, -, @n1); (@12, 22, r)y Qn2); w3 (@1n, A2ny > Ann) ), SE gENErA, Mediante

el proceso de Gram-Schmidt, el conjunto ortogonal:
B = {uy, uy, ..., Uy}

3.2. Producto interno del sistema con el vector u,:

n
U,. Z(ali, Az, -, am-)Xl- = (bl, bz, ey bn)
i=1
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Luego se obtiene:

a3, Xz + a3sX3 + -+ a5, X, = b ... .. (ay)

Donde:

Up. (A11,A21, 031, v, Apg) = 0
Yparaj=2,i=2,..,nsetiene:
_
Up. (A4, Qg Az oovy Ai) = a;

U,. (bl,bz,b3, ...,bn) = bJ

3.3. Producto interno del sistema con el vector us;:

n
Us. Z(ali, A2y +ee) am-)Xl- = (bl, bz, v bn)
i=1

Luego se obtiene:

a§3X3 + -+ aglnxn = b3 ......... (az)

Donde:

us. (a41,a21,031,, oo, Ang) =0
Uus. (a12, Az, A32,, e, Apz) = 0

Y paraj =3,i=3,..,nsetiene:

|
uz. (aq4, Az, Azj, v\ Apg) = as;

Us. (bli b2, b3, . bn) = bJ
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3.4. Siguiendo sucesivamente el mismo proceso se realiza el Producto interno del sistema

con el vector u,,:

n

Up. z(ali, Az, -, am-)Xl- = (bl, bz, . bn)

i=1
Luego se obtiene:

apnXn =b™" ... (an-1)

Donde:

un- (aliF aZil a3ill "-lani) = 0, 1 S l S n-— 1
Y paraj = n,i = n se tiene:

— )
Up. (A1p, Qopy A3y oov, A) = A
U,. (bl, bz, bg, ey bn) = b’
4. Juntando las ecuaciones a,, a5, ..., @1 Y una ecuacion del sistema original, se obtiene el

sistema triangular:

a11X1 + a12X2 + -+ alan = bl
a3,Xz + a3sX3 + - + a3, X, = b?
a3;Xz + -+ a3 X, = b3

AnnXn = b"
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Para mayor claridad escribimos el sistema anterior en formato matricial:

(11 Q12 Q13 Q14 - AUnrX.1 b -
0 2 2 2 2 |[%1 by
Azz Qzz Qzq - Q2n|[X, b2
3 3 3
O O (133 6134 e a3,n X3 . b3
0 0 0 ajs . ain|[Xa b*
L0 0 0 0 0 at Xl Lpn

Para una mayor uniformizacion, el sistema anterior se escribe como:

€11 C12 €13 Cia -« Cin[X1] [C1n+1]
0 C22 C23 C24, CZn XZ C2,1'l+2
O O C33 C34, C3n X3 _ C3,n+1
O O O C44_ s C4n X4_ - C4,n+1

o0 0 0 0 0 cullx,] Lol

5. De aqui se sigue la sustitucion hacia atras:

Se comienza despeja X,, (Gltima ecuacion)

Cn,n+1

Xn =

Cnn

El valor X,,_; se encuentra reemplazando X,, en la penultima ecuacion

Cn—1n+1 — Cpn-1n * Xn

Xp-1 =

Cn—l,n—l

El valor X,,_, se encuentra reemplazando X,,_; vy X,, en la antepenultima ecuacién

Ch—2n+1 — (Cn—z,n—l * Xn—l + Cn—z,n * Xn)

Cn—2,n—2

Xp—2 =
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En general, conocidos X,,; X,,_1; ...;X;4+1; Obtenemos:

n
Cin+1 — Xk=i+1 CikXk .
X; = ,Ji=n—1n-2;..;1.
Cii

Ejemplo 15. Resolver el siguiente sistema.

1 1 1 0][X:] [-1
1 2 -1 2||Xz|_|2
1 3 1 6|[X] 7|3
2 4 -1 ollx, 4

Solucion
1. sistema de ecuaciones (sistema 1).

Xl + XZ + X3 = _1

X1+2X2_X3+2X4 :2

X1+3X2 +X3+6X4, = 3

2X1+4X2_X3 :4
2. Descripcién del sistema en forma vectorial

(1,1,1,2)X; + (1,2,3,4)X, + (1,—-1,1,-1)X5 + (0,2,6,0)X, = (—1,2,3,4)

3. Reduccién del namero de incognitas

e Conjunto de vectores linealmente independientes (L.1.):

B =1{(1,1,1,2); (1,2,3,4)(1,-1,1,-1),(0,2,6,0)}
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e Conjunto de vectores ortogonales:

—6 8 —5) (1 ) 1 —4)}
) 7 I7F 7 ) 31 131 3

e Producto interno del vector u2 = (—1,0,1,0) con el sistema:

N

B - {(1,1,1,2); (=1,0,1,0); (

u2.[(1,1,1,2)X, + (1,2,3,4)X, + (1, —1,1,—-1)X3 + (0,2,6,0)X, = (—1,2,3,4)]

Operando se obtiene:

2X2 +0X3+6X4 = 4‘ ......... a1
e Producto interno del vector u3 = (3_763_75) con el sistema:

u3.[(1,1,1,2)X; + (1,2,3,4)X, + (1,-1,1,-1)X5 + (0,2,6,0)X, = (—1,2,3,4)]
Operando se obtiene:

27 36 —16
7X3 +7X4, :7 ......... a,

. 1 1 —4 .
e Producto interno del vector u4 = (5, 2,5,?) con el sistema:

u4. [(1,1,1,2)X, + (1,2,3,4)X, + (1, —1,1,—=1)X5 + (0,2,6,0)X, = (—1,2,3,4)]

Operando se obtiene:
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4.

Juntando a; , a, , a3 Yy una ecuacién del sistema original se obtiene el sistema triangular:

X1+X2 +X3 +0X4 = _1
2X2+0X3+6X4 == 4‘

27 36 —16
TRt
6X, = —=

T3

Sustitucién hacia atras.

Para mayor claridad, se escribe el sistema triangular en forma matricial

[1110]X1
02 0 6|y
27 36|22 =
0 0 — —||X3
7 71|x
0 0 0 6474

Luego realizamos la sustitucion hacia atras:

X_—1
*T 9
< —4
37 9
XZZ_
X_—26
17 9
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DEFINICION 4.

Dado los vectores X = (xq, x5, ..., xp) € Y = (1, Y2, ---, V) linealmente independientes.
De estos vectores, para i=1,..,n—2, se extrae los siguientes vectores linealmente

independientes y pertenecientes a R™:
Xi = (xlleI 0; vy Xit2, -..,0)

Yi = (}’1; y2: 0; ---,yi+2, ,0)

Y deellos, parai = 1, ...,n — 2, se define los siguientes vectores linealmente independientes y

pertenecientes a R™ :
U; = (xll X2, 0; ey Xjg 2y een ,0)

Vi = (yy — <Ui,Yi>x B (ui,Yl-)x 0 - <ui'Yi>x' N
i V1 <ui,ui) 1.Y2 (ui;ui) 22U, oo, Vigo —(ul—,ui) P2y ey

PROPOSICION 5.

Para los vectores linealmente independientes u; = (x4, x5, 0, ..., x;47, ...,0) Y

_ (ulY) (ul l)
( 1 (uu>x1'y2 (uu)

(up,v)) =X 1) =0

——%5,0,..,Yi42 — % i+2,,0); Con i=1,..,n—2; Se tiene:

Prueba

En efecto, parai = 1,...,n — 2. se tiene:

(u;, Y;) (u;, Y;) (uy, Y;)
(u, vi) = x9 (3’1 T u-)x1> + X3 <)’2 w0, ) ) * Xit2 <)’i+2 - mtz)

(ulJY ) (ulﬁY ) <uliY )
=X1.Y1— —( )x1 X1+ X2.Y2 — —< )xz Xp + Xig42-YVigz2 — —(u )x1+2 Xit2
l’ l l’ l 124 l
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(u;, Yy)
=X1.Y1 T X2. Y2 T Xi12.Vis2 — m(’ﬁ-?ﬁ + Xp. X5 + Xiy2-Xiy2)
|22t

= X1. Y1 + X2. Y2 + Xiy2- Vigz — (U, Y)
=X1.Y1 + X2. Y2 + Xig2. Vivz — (X1 Y1 + X2. Y2 + Xig2- Vi)
=0

Para probar (X, v;) = 0, basta reemplazar u; por X.

DEFINICION 5.

Sean X = (xq, X3, ., X)), Y = (¥1,¥2, -, V) Vectores linealmente independentes.

La transformacion G;: R™ — R™ definido por:

0 a 0 ... agip 07
az1 0 0 Az,i+2 0 X
0 0 0 0 0 !
G; (x4, X5y ey Xp) = : x:Z
Ait21 Q22 0 = 0 - 0 Xy,
0 0 v v 0 .. o,

Es aquella transformacion antisimétrica, cuya matriz tiene como entradas:

. _ _ (upYy)
a12 - yi+2 (ui ui) xi+2
_ (uyYy)
" a21 - _(yi+2 - (ui ui) xi+2)
_ (u,Y;)
" Ay =2 — <ui ui)xz
_ (u,Y;)
" Azit2=YV1— (o) X1
_ {uy,Y;)
" Qi1 = Y2 — () X2
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Yy
(ui,ui)

Aiy22 = —(1 x1); paratodo i,talque 1 <i < n — 2;y el resto de entradas

igual a cero.

PROPOSICION 6.

Para (x1;x2;---;xn);(YLYZ:---JYn)yGi(xsz:---,xn) conl < [ < n—Z,Se tiene:

<(xq,%5,..., %), Gi(x1,%5,...,%,) > =0;

<(y11y2!'"lyn)'Gi(xlixZI""xn) >=0

Prueba

Recuerde que:

(u,Y;) (u,Y;) (uY;)
Gi(x, X2, wvey ey Xp) = (()’i+2 - mxwz) X2 — (Yz — =X )xi+2’ - (Yi+2 - mxnz)?ﬁ

(uug) 2
(u;, Y;) ) < (u;, Y;) ) ( (u;, Y;) )
+ — % | x;45,0, ..., —_x, | Xy — -——x ]x,,0,...,0) =
()’1 (u;, ;) 1| Xi+2 Y2 ) 2 | X1 1 (u;, 147 1] %2 )
X2 Xi+2 X1 Xi+2
=(, _(ui:Yi>x ’i _(ui»Yi)x_ =y _(ui»Yi)x yi _(ui»Yi)x_ ,0, .y
2 (ui,ui) 2 i+2 (ui;ui) 1+2 1 (ui;ui) 1 i+2 <ui;ui) i+2
X1 X2
y _(uiin)x y _(ui»Yi)x ,0,...,0)
! (ug u;) ! 2 (ui u;) 2

100
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Realizado el recordatorio anterior, se procede a demostrar la proposicion 3.

o ((x1, X0, ey X0), Gi(X1, X0, cen) e, X)) =

X2 Xit2 X1 Xit2
=x | (wYy) I O Y N 0 o w Yy
V2 (u;, ;) X2 Yis2 —(ui’ ) Xi+2 Y1 (u;, 1) X1 Vis2 —<ui’ w) Xi+2
X1 X2
+ Xi42 _ (u;, Y;) X _ (u;, Y;) =
(ug, uy) Lo (ui»ui)xz

X1 X2 Xi+2

— X1 X2 Xi+2

) ) Yo =0; Vitalque 1<i <n-—2.

. X
T ™1 Y2 (ugug) "2 2 () 2

b ((ylryZﬁ ---:yn)lGi(xDXZ' ) ""xn)) =

X2 Xit2 X1 Xit2
=y | (uY) _{u,Yi) —y, | (Y _{uYy)
Y2 (u;, ;) X2 Yi+2 —(ui’ui) Xi+2 Y1 —(ui' w) X1 Yi+2 —<ui’ui) Xi+2
X1 X2
+ Vi (u;, Yi) (u;, Yi) =
- (ug, u;) A (ui'ui)xz
V1 V2 YVis2
X1 X2 Xi+2
- (u, Yy) (u;, Yy) (u;, Yy) -

Y, — X2

v, — X1 Vivg = o Xig2
L (g, w) 2 (u,w) 2 (uu)

Yi Y2 DYis2 v Vi Y2 Vi+2
= [X1 X2 X2 —% X1 Xz Xiq2|=0;Vitalque 1<i <n-—2.
3’1 yz yi+2 XL X2 Xy
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TEOREMA 5. Resolucion de un sistema de n ecuaciones con n incégnitas, con Det(A) # 0y n >

3, utilizando la Ortogonalidad entre vectores proyectados generados por el proceso de Gram-

Schmidt.
Prueba:

1. Dada el sistema de ecuaciones (sistema 1).

a11X1 + a12X2 + -+ alan = b1
a21X1 + a22X2 + -+ aZan - b2

ap1X1 + apXo + o+ apn X, = by,

2. Descripcion del sistema en forma vectorial
n
Z(ali' A2iy ) Qi) Xy = (b1, by, .., by)
i=1

3. Reduccion de namero de incognitas

3.1. De los  vectores X = (ay1,a1,,n1); Y = (A12,A22, ..., Qp2) linealmente

independientes, haciendo uso de la definicién 4 y para i = 1,...,n — 2, se generan los

siguientes vectores linealmente independientes:

ul' = (all, a21, 0, ey al‘+2’1, ,O)

(% —(a —Ma a _Ma 0 a _<ui'Yi>a 0)
i 12 (ui; ui) 11, 422 (ui,ui) 20 Y, e, Aiy2 2 —(Ui, Ui) i+2,10 =)
G;(X) = ( 2 ir21 | _| 11 Ai+2,1
: Az —1i-Qz1  Qjyz2 — 1i- i1l Ay —71;.Qq1  Qjyp2 — T Qjypq1]” 77"

| ajq az; 0)
Qi —T13.Qq1  Qpp — T Qpql” 777

102

@ @®®®  Repositorio Institucional - UNASAM - Pert



Donde:
Y; = (a12,022,0,...,8;422,...,0),paral <i <n-—2,

i=% paral<i <n-—2.

3.2. Producto interno del sistema con el vector v;:

n
V. Z(ali, A2y ) ani)Xi = (bl, bz, ey bn)
i=1

Luego se obtiene:

a%lxz + a%2X3 + i + ain_lxn - BZ ......... (al)

Donde:

v1.(a11,A21, 031, -, Ap1) =0

Y paraj=2,i=2,..,nsetiene:

.
V1. (a44) Az, A3y ooe, Q) = aji-1
_ p2
V1. (bl, bz, b3, vy bn) =B

3.3. Producto interno del sistema con el vector G4 (X):

n
6100-| ) (@10, 0zt au)Xs = (b1, by, e, b)
i=1
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Luego se obtiene:

a%l)(g + -+ a%:n_zxn = b% ......... (ﬁl)

Donde:

G1(X).(ay1,a21,a31,, s Ap1) =0
G1(X). (a12,a22,A32,, -, Apz) = 0

Y paraj =2,i=3,..,nsetiene:

Gl (X). (ali; azil a’3il ey a"l’ll) = ai]_,l—z
G1(X). (by, bz, b3, ..., by) = b7

3.4. Producto interno del sistema con el vector G, (X):

n
G2 (X) Z(alil A2y vy ani)Xi = (bl; bZ; ey bn)

i=1
Luego se obtiene:

a5 X3+ -+ a5 Xy = b7 e .. (B2)

Donde:

G2(X).(ay1,021,a31,, ., Qp1) =0
G2(X). (a12,a22,a32,, ., Ayz) =0

Y paraj =2,i=3,..,nsetiene:

Gz (X)- (ali; azl'; a3i; ey am) = aé;l’—z

G,(X).(bq, by, bs, ..., b,) = bZ
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3.5. Siguiendo sucesivamente el mismo proceso, se realiza el Producto interno del sistema con

el vector G,,_,(X):

n

Gp—2(X). Z(alir Az, o Ani)X; = (b, by, ..., by)

i=1
Luego se obtiene:

a%;2'1X3 + -+ arzl'_z‘n_zxn == brzl_z ......... (ﬁn_z)

Donde:

Gp—2(X).(a11,a21,a31,, v, Apg) = 0
Gp—2(X). (a12,a22,a32,, .., Anz) = 0

Y paraj =2,i=3,..,nsetiene:

Gn_2(X)- (ayy, Az, azj, -, Ang) = a,]{_z,i_z
Gn_z (X) (bl, bz, b3, . bn) = brzl'_z
4. Juntando las ecuaciones ay, 81, B2, .-, Bn—2 S€ Obtiene el sistema 2:
a%lxz + a%2X3 + -+ ain_lxn = B2

2. 2. _ 2
a1 Xz + -+ aip_ Xy = bi

2. 2. — 12
az1 Xz + -+ ay,_ X, = b;

2. 2. 2
an—2,1X3 +oet an—Z,n—ZXn = bn—Z

5. Descripcion del sistema, formado por B4, S5, .., Bn—2,€n su forma vectorial:

n-2

2. 2. 2. b2 :
z(ali' Ais ey an—z,i)Xi+2 = (b{, b7, .., b))

i=1
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6. Reduccion del numero de incognitas
6.1.De los vectores X = (a?y,a%,..,a% ;1)Y= (a%,a%,..,a%,,) linealmente
independientes, haciendo uso de la definicién 4 y parai =1,...,n — 4, se genera los

siguientes vectores linealmente independientes:

— 2. 2. 2.
ul' - (all, a21, 0, ey ai+2‘1, ,O)

v, = (a2 — (u;, Yy) a2 g2 — (Ui,Yi)az_ 0 . ot (ui:Yi>a2_ 0
i 12 —(ui'ui) 11, a22 —(ui,ui) 21U, QiG0 —(ui,ui) i+2,17 s
2. 2. 2. 2.
azy a;32.1 _ ar Ait21 0
)

) eny

G;(X) = (

2. 2. 2. 2. 2. 2. 2. 2. ’
Az —T13-Q31 Qi —1i-Qiio ai; — 71411 Qg2 —Ti-Qjyoq

2. 2.

ary azi
2. 2. 2. 2.
ay; —Ti.a;y; az; — 1.4z

,0,...,0)

Donde:
Y; = (af3, 05,0, ...,af55,..,0),paral < i <n—4.

_ (wYy)

;= (u_u_),paral <i<n-—4.

6.2. Producto interno del sistema con el vector v, :

n-2

vi ) (a3 a3 s @3 )Xinz = (B3B3, . Bio)

i=1
Luego se obtiene:

a%1X4 + a:1)>2X5 + cee + ain_gxn = B3 ......... (al)

Donde:
2. 2. 2.
Vq. (all, a21, . an_z'l)
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Yparaj=3,i=2,..,n—2setiene:

2. 2. 2. _
Vy. (au" A%iy wes an—z,i) =a3i1
2. 12, 2.\ _ p2
v;. (b3, b%, ..., b5,) =B

6.3. Producto interno del sistema con el vector G, (X):
n-2
G100 | ) (a3 % s @B )Xia = (b3, 53, B
i=1

Luego se obtiene:

aiXs + o+ aln_ 4 Xn = b3 e (B1)

Donde:

600 (at . a2 p) = 0
G, (X). (a%'l, asy, .., arzi—z,1) =0

Y paraj=3,i=3,..,n—2setiene:

G1(X). (a%i: a3, e arzi—z,i) = ai:i—z
Gl(X) (b%, b%, ey b%_z) = bf

6.4. Producto interno del sistema con el vector G, (X):

n-2

G200 | D (@30 s @2g Wisz = (B3, bEy)

i=1
Luego se obtiene:

a3 Xs + -+ a3 4Xn = by o (B2)
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Donde:

G2(X). (a%i: azy, -, arzi—z,1) =0

G, (X). (a3, a3, ...,a%_5,) =0
Yparaj=3,i=3,..,n—2setiene:

G (X). (afy ag, -, ap_a) = aé:i—z

6.5. Siguiendo el mismo proceso se realiza el producto interno del sistema con el vector

Gp-4(X):
n-2

Gn—4(X)' Z (a%i' ag.i' e arzl.—Z,i)Xi+2 = (bf, b%, e b%'—z)
i=1

Luego se obtiene:

ad 41 Xs+ o+ A g aXn =b3 4 (Br—a)

Donde:

Gn-4(X). (af1, a3y, ..., a5 21) = 0
Gp—4(X). (a%'z, a3y, .-, arzi—z,z) =0
Y paraj=3,i=3,..,n— 2 setiene:

2. 2. 2. _
Gp-s(X). (au‘» A5y =y an—Z,i) =0n_4i-2

Gp_s(X). (b, b%, ..., b%,) = b3,
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7. Juntando las ecuaciones a; f31, £, ..., fn—4 S€ Obtiene el sistema 3

a:131X4_ + a:132X5 + -+ ain_3Xn == B3
afiXs + -+ afn_4Xp = b

3, 3, _ .3
az1 X5 + -+ ayp_4 Xy = b3

3, 3. _ 13
An—41Xs + -+ An_gn—aXn = by_y

Luego se realiza el paso dos y tres del algoritmo para obtener el sistema de (n — 6) ecuaciones
y de (n — 6) incognitas. Ademas, también se obtiene una ecuacién (n — 5) incdgnitas.
Realizando reiteradamente los tres pasos del algoritmo, y analizando el valor de n,se tiene los

siguientes casos:

8. Caso l. (n es impar)

Si fuera este el caso, realizando reiteradamente los tres pasos del algoritmo, se llega a un
sistema de una ecuacién con una incdgnita.

Para observar con mayor claridad la afirmacion anterior, nos detenemos en un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas, y a partir de este sistema se muestra la manera de llegar a un

sistema de una ecuacién con una incégnita. Asi:

n—-1 n—1 n-—1 n-—1 n—-1
2 2 2 2 — 2

a,; Xpzta,; Xpaot+ay Xp1+ta, Xoy=>b" ..., (aq)
n—1 n—1 n—1 n—-1

a,? Xpp2+a,?2 Xyq1+a? X,=b? (1)
11 n_z 12 n_l 13 n 1 ......... 1
n—-1 n-—1 n-1 n—1

a,? Xpata,?2 X,_1+a? X,=b2" (B2)
21 n_z 22 n_l 23 n 2 ......... 2
n-—1 n-—1 n-—1 n—-1

a2 Xpp+a,2 Xyq+a? X,=b,? (B3)
31 n_z 32 n_l 33 n 3 ......... 3
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9. Representacion del sistema, formado por S, B, B3, en forma vectorial:

n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
2,2 T2 _ 2 312 " 2
(ali 1Ay Qg4 )Xi+(n—3) - <b1 'bz 'b3 >

3
i=1
10. Reduccién del nimero de incégnitas:

n-1 n-1  n-1 n-1 n-1  n-1
— 2 2" 2 — 2 2 2 H
10.1. De los vectores X = <a11 ,ay7 a7 )eY— <a12 ,Ays ,Ag0 ) linealmente

independientes, haciendo uso de la definicidon 4 ,se generan los siguientes vectores

linealmente independientes:

n-1 n-1 n-1 n-1 n—-1 n-1
—5 (ug, Yq) - 5 (uq, Y1) - 5 (ug, Yq 5
vi=(a,; — a;; 0y — 21 * Q3 — 31
(u1: u1) (u1: u1) (u1; u1>
n—-1 n-1 n-1 n—-1
2 2 2 2
G{(X) = 21 asq _ aiq asq
1 _( n-1 n-1 n-1 n-11\- n-1 n-1 n—-1 n-1\
2 2 2 2 2 2 2 2
a22 T. a21 (132 T. (13‘1 a12 T. CL11 a32 T. a3’1
n-1 n—-1
2 2
ai; azq )
n-1 n—-1 n—-1 n—-1
2 2 2 2
a, r.a a, r.a,;
Donde:
n—-1 n—-1 n—1
_ 2 2 2
Y = <a12 1 Qyy 503, >
_ (ulin)
<u1;u1)
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10.2. Producto interno del sistema con el vector v :
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
27 27 27 — 27 2 27
Vi Z (an' TR )Xi+(n—3) - <b1 vb,” by >

Luego se obtiene:

E%l E%l n+1
a; Xpaata, Xuy=B2 ... (1)

n—-1 n—-1 n—-1 .
2 2 2 N\ _
Uy (au‘ 1Ay Qg > = a1

10.3. Producto interno del sistema con el vector G, (X):

T R R
G1(X)- Z(auz (A, ag] )Xi+(n—3)=<b12 'by? by >
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YparajznT”,i=35etiene:

Juntando a, y B4, se obtiene el Gltimo sistema:

n;-l n-2|-1 n+1
= 2
a,; Xp-1 ta,, X, =8B
n+1 n+1
2 _ 2
a,; Xp= b1

11. Formacion del sistema triangular.

Tomando las dos primeras ecuaciones de cada sistema reducido, se forma el sistema

triangular lineal siguiente:

(A11 Q12 Q13 Q14 . Q1p - b, 1
2 2 2 2 (X1 1
0 ay; ai, aiz .. ain_q X B2
0 0 a2 g2 a 2 p2
11 12 - Qin-2||X, 1
3 3 = 3
0 0 0 aj; - ainsl||X, B
nt1 X n+1
ntl x| >
| 0 0 0 0 O (1112 | 120

Para una mayor uniformizacion, el sistema anterior se escribe como:

€11 C12 €13 C14 o CinXq]  [C1n+1]
O C22 C23 C24 CZTl XZ C2,n+2
O 0 C33 C34_ C3n X3 _ C3,Tl+1
O 0 0 C4,4_ . C4_n X4_ - C4-,Tl+1

L O 0 0 O 0 Cnn— _Xn_ —CTl,Tl+1—
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12. Sustitucion hacia atras.
Se comienza despejando X,,:

Chnn+1
X, =——

Cnn

El valor X,,_1 se encuentra reemplazando X,, en la pendltima ecuacion:

Cn—1n+1 — Cn—1n * Xp

Xp-1 =
Cn—l,n—l

El valor X,,_, se encuentra reemplazando X,,_; vy X,, en la antepenultima ecuacion:

Chn—2n+1 — (Cn—z,n—l * Xno1 + Cpoon * Xn)

Cn—2,n—2

Xp—2 =

En general, conocidos X,,; X,,—1; ...;X;+1; obtenemos:

n
_ Cins1 ~ Dk=i+1CikXk ) o
X; = . ,(qi=n—1,n-2;..;1.
ii

EedwRa
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13. Caso Il. (n es par)

Si fuera este el caso, realizando reiteradamente los tres pasos del algoritmo, se llega a un
sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.

Para observar con mayor claridad la afirmacién anterior, nos detenemos en un sistema de
cuatro ecuaciones con cuatro incognitas, y a partir de este sistema se muestra la manera de

Ilegar a un sistema de dos ecuaciones y dos incégnitas. Asi:

n-2 n-2 n-2 n-2 n-2 n-2
2 2 2 2 2 — 1 2
a,; Xpeatay Xnzt+as Xpa+ta, Xuq+ta,l Xy=b,° o (1)
n-2 n-2 n-2 n-2 n-2
a2 Xpz+a2 Xpo+a? Xyq+a,2 Xo=b 2 (B1)
11 -3 12 “n-2 13 “n-1 14 “n 1 e 1
n-2 n-—2 n-2 n-2 n-2
= = Sy o
a21 Xp_s + a,y Xnz2ta,; Xpqta,, Xu=>b," ... (B2)
n-2 n-—2 n-2 n-2 n-2
2 2 2y —h 2
a31 Xp_s + A,y Xnztayy Xpqtay, Xp=b* ... (B3)
n-2 n-2 n 2 n-2 n-2
z 2 2y —h 2
a,! Xp-z3+a,? X2+ ays 2 Xp1+ a,, Xn=b,“ ... (Ba)

4

-2 -2 n-—2 n-2 n—2 n-—2 n-—2 n—2
2" 2 ’ 2 2 — 2 2 2 2
Z (a Az Ay ) Xi+(n-4) = <b1 ’ bz ’ b3 ’ b4 >

i=1

15. Reduccién del nimero de incdgnitas:

n-2z  n-2  n-2 n-2 n-2  n-2  n-2  n-2
— 2 2 2 27 — 2 2" 2 2
15.1. Dados X—(a11 4,7 ,a5] ,a,] >,Y—<a12 yAys Ay 0y ) De estos,

haciendo uso de la definicion 4 y para i = 1,2; se generan los siguientes vectores
linealmente independientes:

n-—2
2

n-2 _2
_ 2, 2 :
i = (a7 ,a,; ,0,...,al.+2‘1,...,0)
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P20 {u,Y) BEO2 (u,Y;) B2 20 (u,Yy) R
vi=(ay —7——a ,a222 - 2t 10, z+222 +2 -,0)
(uu I,) (ui’ui> (uu l)
n-2 n-2 n-2 n-2
2 2 2 2
Gi(X) = ayq Aivan _ aiq Ao 0
4 ( n-2 n-2 n-2 n-2 |’ n-2 n-2 [ A
2 g o 2 2 a2 2 a2 n-3 _ .. 2
Aoz ~ TGy Giypp ~ TGy, iz —Ti@yp Qg2 — TGy,
n-2 n-2
2 2
aiq a1 0,..,0)
n-2 n-2 n-2 n-2 |
2 4 o 2 2 T2
a, r.a, a,, T Qyg
Donde:
n-2  n-2 =
==,
Y—(a12 ,ays 50, ., al+22,.. ,0),paral <i <2
<ui'Yi>

paral<i <2

Y, = ——
' (uilui)’

15.2.  Producto interno del sistema con el vector v, :

Luego se obtiene:

n n n n
a Xp_z +a Xy 1 +aiX, =B7...... (ay)
Donde:
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Paraj = -
n-2 n-2 n-2 n-2 .
2 2 2 2 |

U1 <a1i 1Ay Qg Ay ) aji-1

n-2 n-2 n-2 n-2 n
27 27 27 27 — R5
vy. (bl ,b,% b2 b, ) B2

15.3.  Producto interno del sistema con el vector G, (X):

1/ n2 n2 n2 n2 n-2
2 2 : —
G1(X). Z(ali Ay 'a312 Ay >Xi+(n—4) - <b12 'bz2 'b3 e’
i=1
Luego se obtiene:
n n n
aZ Xp-1+ai X, =bZ ... (B
Donde:
n—2
n-2 AT

n-2 n-2 n-2 n-2
2 2 2 2 ) —
G1 (X). <a12 Aoy 1 A3y 0y, ) =0
Y paraj =~ ,i = 3,4 se tiene:
n-2 n-2 n-2 n-2 .
2 2 2 2 R |
G1(X). (au yAyi 2 Ag Ay, ) = Q12

n-2 n—-2 n-2 n-2 n
2 2" 2 2 —_ L2
b,* ,b,* ,b,* ,b, ) = b;

G1(X). <
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15.4. Producto interno del sistema con el vector G, (X):

Luego se obtiene:

n n n
2° 2° — L2
ay Xp-1+ a,Xy = by . (B2)
Donde:
n—-2 n-—2 n—-2 n—-2
2 7 2 2 2 ) —
G, (X). <a11 Ayt A58 A, ) =0
n-—2 n-—2 n—-2 n—-2
2 7 2 2 2 ) —
G, (X). <a12 Ay 50z 50y, ) =0

Y paraj == ,i = 3,4 se tiene:
n-2 n-2 n-2 n-2 .
27 27 27 2 ) — 4
G2 (X)- <a1i L T TR, ) =043
n-2 n-2 n-2 n-2 n
2 27 2 2 — K2
GZ(X).<b1 ,b,% ,b% b, ) = b,
16. Coleccionando a4, B4, B, se obtiene el siguiente sistema:

n n n
2 2 2 —
a;, Xn2 +ai,Xn1+a X, =B

N3

n n n
2’ 2’ — K2
a;, Xn-1 + a,X, = b;
n n n
2 2% — h2
ay Xn—1 + a5,X, = b,
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17. Representacion en forma vectorial del sistema formado por las ecuaciones 8, v 85 :

Tal como se vio, la estrategia utilizada nos ayuda obtener una ecuacién con tres incégnitas y

un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas.
Para obtener un sistema de una ecuacion con una incognita, al sistema anterior se le aplicara

la estrategia del teorema 1.

18. Reduccién del nimero de incdgnitas:

18.1. Vector ortogonal al vector (af'l, ai):

n n
18.2. Producto interno del sistema con el vector (—ag'l, aj'l) :

Luego se obtiene:

n+2 n+2
a,? Xnp=b,% ... (@)

Donde:
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YparajznT“,i=25etiene:

19. Formacion del sistema lineal triangular

Para mayor claridad escribimos el sistema anterior en formato matricial:

11 Q12 Q13 A4 .. Qrp ] X r by 7
2 2 2 2 [X1]
0 afy af; ajz .. Aainq B2
0 0 2. 2. 2. XZ 2.
ajp; A4z . Aip— X3 bi
3 3 = 3
O O O a11 en al‘n_3 X4 B
ﬁ+2 X n+2
o 0 0 0 0 a2 | |b?|

Para una mayor uniformizacion, el sistema anterior se escribe como:

€11 €12 €13 Cia - Cin[Xq]  [Cun+1]
0 Crp Cy3 Cyq ... Cyn XZ CZ,Tl+2
O 0 C33 C34 C3Tl X3 _ C3,n+1
O 0 0 C4_4_ C4-Tl X4_ - C4-,Tl+1

0 0 0 0 0 cullx,) lenne

20. Sustitucion hacia atras

Se comienza despejando X,,: X, =

Cnn

El valor X,,_; se encuentra reemplazando X,, en la penultima ecuacion:

X S B S e O X
n-1 —

Chn—1n-1
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El valor X,,_, se encuentra reemplazando X,,_1 v X, en la antepenultima ecuacion:

Cn—2,n+1 - (Cn—z,n—l * Xn—l + Cn—z,n * Xn)

Cn—2n-2

Xp2 =

En general, conocidos X,,; X,,—_1; ...;X;+1; obtenemos:

n
Cin+1 = Dk=i+1 CikXk _ ] o
X; = . Ji=n—-1n-2;..;1
ii

Ejemplo 15. Resolver el siguiente sistema.

5 6 1 1 —11%1] 4
[1 1 1 1 1]|X2| [2]
[2 2 1 1 1]|x]=]3
l3 3 -1 1 —1“X4J 1
4 4 1 1 —ulxgl L

Solucion

1. sistema de ecuaciones
5X1 +6X2+X3 +X4_X5 :4
X1 +X2 +X3 +X4+X5 == 2
2X, +2X, + X3+ X, +X; =3
3X; +3X, - X3+ X, —Xs =1
4‘X1 +4X2 +X3 +X4—X5 = 1

2. Descripcién del sistema en forma vectorial

(51,2,3,4)X, + (6,1,2,3,4)X, + (1,1,1,-1,1)X5 +
(1r1r1r 1r1)X4 + (_11 1rlr _1; _1)X5 = (4‘; 2131 111)
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3. Reduccion de numero de incdgnitas

e De los vectores X =(5,1,2,3,4)yY = (6,1,2,3,4) linealmente independientes (L.I);
haciendo uso de la definicion 4, se generan los siguientes vectores linealmente

independientes:

1 1 2
EF - g EJ 0)0) H GI(X) = (0121 _1)0I0)

, —

= u=(51200); v, =

2 1
7’7

& u,=(51030); v, = ( ,0,—%,0) : Go(X) = (0,3,0,—1,0)

U= (51004);vs = (5, -2

20
7 —2,00,-2); 6500 = (04,00,~1)

e Producto interno del vector v1 con el sistema:

v1.[(51,2,3,4)X, + (6,1,2,3,4)X, + (1,1,1,—1,1)X5 +
(1,1,1, 1,D)X, + (-1, 1,1, -1, - DXz = (4,2,3,1,1)]

Operando se obtiene:
X, —2X3 —2X, —4Xs = =4 ... ... ... a
e Producto interno del vector G4 (X) con el sistema:

G1(X).[(51,2,34)X, + (6,1,2,34)X, + (1,1,1,—1,1)X; +
(1,1,1, 1,DX, + (-1, 1,1, -1, - DXz = (4,2,3,1,1)]

Operando se obtiene:
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e Producto interno del vector G, (X) con el sistema:

G2(X).[(5,1,2,3,4)X; + (6,1,2,3,4)X, + (1,1,1,—1,1D)X5 +
(1;1;1; 1)1)X4— + (_1l 111: _1; _1)X5 = (41 2131 1;1)]

Operando se obtiene:

4‘X3 + 2X4 + 4‘X5 == 5 ......... ﬁz

e Producto interno del vector G3(X) con el sistema:

G3(X).[(5,1,2,34)X, + (6,1,2,34)X, + (1,1,1,—1,1)X; +
(1,1,1, 1,D)X, + (-1, 1,1, -1, - DXz = (4,2,3,1,1)]

Operando se obtiene:
3X3 + 3X4 + 5X5 == 7 ......... ﬁ3
4. Juntando f,, B, Y B5 Se obtiene un nuevo sistema lineal de tres ecuaciones y tres incognitas:
X, — 2X3 — 2X, — 4Xs = —4
Xz + X, +Xs =1
4X5 +2X, +4Xs =5
3X5 43X, +5Xs = 7

5. Descripcién del sistema en forma vectorial

(1,4,3)X5 + (1,2,3)X, + (1,4,5)X5 = (1,5,7)
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6. Reduccion del numero de incognitas:

e Delosvectores X = (1,4,3) yY = (1,2,3) linealmente independientes (L.I); haciendo uso

de la definicidn 4, se generan los siguientes vectores linealmente independientes:

4 10 12

7/ — . J—
o u1 - (1,4‘,3) ) V1 —_ (E,_E,E

)i 6100 = (6,0,-2,)
e Producto interno del vector v, con el sistema:
v1. [(1,4,3)X5 + (1,2,3)X, + (1,4,5)Xs = (1,5,7)]
Operando se obtiene:
20X, + 24X5 = 38 ... ... ... a,
e Producto interno del vector G;(X) con el sistema:

G1(X) . [(1,4,3)Xs + (1,2,3)X, + (1,4,5)Xs = (1,5,7)]

Operando se obtiene:

7. Juntando las ecuaciones a,Yy f;, se obtiene el sistema:

20X, + 24Xs = 38
_4X5 == _8
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8. Formacién del sistema lineal triangular

Tomando una ecuacion del sistema original, y las dos primeras ecuaciones de cada uno de los

sistemas reducidos, se forma el siguiente sistema lineal:

5 6 1 1 —11X1] [4
0 1 —2 —2 —4||%| |-4
00 1 1 1]|[x|=]1
00 0 20 24l|x.| |38
lo 0 o o -alx] L8

9. Sustitucién hacia atras

Se comienza despejando Xs:

-8

=_—4=

Xs 2

El valor X, se encuentra reemplazando X5 en la pentltima ecuacion:

- 38-24%2 1

Xa = 20 2

El valor X3 se encuentra reemplazando X, y Xs en la antepenultima ecuacion:

1—(1*—%+1*2) 1
X3 = 1 -T2

Conocidos Xs; X4;X3; obtenemos:

(e

1

X2= 2
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Conocidos Xs; X4;X5; X, obtenemos:

4—[(6*2)+(1*—%)+(1*—%)+(—1*2)]

X1 = c
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V. DISCUSION

La metodologia aplicada y las estrategias de ortogonalidad, mostradas en esta
investigacion para la resolucion de sistemas, es diferente al método de factorizacion QR. El
método de factorizacion QR puede ser obtenido mediante las rotaciones de GIVEN,
transformacion de HOUSEHOLDER y GRAM-SCHMIDT, y todos estos usan el concepto
de ortogonalidad entre vectores para formar matrices QR ; sin embargo las estrategias
encontradas en esta investigacion utilizan el concepto de ortogonalidad para eliminar
incognitas y consecuentemente formar sistemas reducidos(menor ecuaciones e incognitas)
hasta llegar a un sistema de una ecuacion y una incognita o un sistema de dos ecuaciones y
dos incognitas, luego se forma un sistema lineal triangular, y por ultimo se realiza la
sustitucion hacia atras para encontrar el valor de las n incognitas; pero si no se quisiera
realizar las sustitucion hacia atras, se reacomoda el sistema lineal triangular y se vuelve

aplicar el algoritmo y se encuentra el valor de las n incognitas.

El método de eliminacién Gaussiana a través de transformaciones elementales
transforma el sistema original en un sistema lineal triangular, pero el algoritmo encontrado

en esta investigacion utiliza vectores ortogonales para realizar la misma tarea.

Los métodos utilizados en esta investigacion, para resolver sistemas de
ecuaciones lineales, eliminan incognitas de uno en uno, tal como lo evidencia el teorema 1,
elimina incognitas de dos en dos, tal como lo muestra el teorema 2, elimina incognitas de
tres en tres, tal como lo evidencia el teorema 3, elimina una incognita, luego dos, luego tres,
y asi sucesivamente hasta la n-1 incognita, tal como lo evidencia el teorema 4, elimina
incdgnitas de dos en dos, combinando el proceso del teorema 4 y del teorema 2; en cambio

el método de eliminacién solo anula de uno en uno.
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VI.

CONCLUSIONES

6.1. CONCLUSION GENERAL

Los objetivos especificos se llegaron hacer efectivos satisfactoriamente, por lo
tanto, se concluye que si es posible resolver sistemas de ecuaciones lineales de n incdgnitas

con n ecuaciones utilizando Ortogonalidad entre vectores.

6.2. CONCLUSIONES ESPECIFICAS

e Se escribio el sistema lineal de n ecuaciones con n incognitas en forma vectorial, tal
como se evidencia en el paso dos de los teoremas.

e Se determind conjuntos de vectores ortogonales para eliminar incognitas. Estos
conjuntos fueron generados con las transformaciones de T;_; , T;, F;, G; y el proceso
de Gram-Schmidt.

e Se redujo iteradamente el numero de ecuaciones y de incognitas utilizando
ortogonalidad entre vectores.

e Se implemento el algoritmo que resuelve sistemas de n ecuaciones con n incdgnitas
del teorema 1 y del Teorema 2(caso n par) en el software MATLAB, tal como se

evidencia en los anexos.
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VIl. RECOMENDACIONES

e Se recomienda programar el algoritmo que resuelve sistemas de n ecuaciones con n
incognitas del teorema 3, teorema 4 y teorema 5, para luego realizar una comparacion
entre ellos, incluyendo al teorema 1y al teorema 2.

e Se recomienda a la juventud estudiosa hacer uso de este método para que asi tengan

una alternativa mas en la solucién de sistemas lineales de n incognitas y n ecuaciones.
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IX.  ANEXOS

9.1. CODIGO EN MATLAB DEL ALGORITMO QUE GENERA VECTORES
ORTOGONALES (DEFINICION 1)

1 function h= ortogonales (v)
2 n=length (v);

3 h=zeros (n);

4 for i=1:n-1

5 h(i,:)=zeros(1l,n)
6 m=zeros (n);

7 m(l,i+1)=1;

8 m(i+l,1)=-1;

9 h(i,:)=h(i,:)+v*m;
10 end
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9.2. CODIGO EN MATLAB DEL ALGORITMO QUE RESUELVE SISTEMA DE
ECUACIONES LINEALES. (TEOREMA 1)

1 function ortogonalsistema

2 A = input('Ingrese la matriz de coeficientes:');

3 B = input('Ingrese la matriz de términos independientes:');
4 A=[A B']

5 n=length(A(:,1))

6 m=n;

7 v=A(:,1)";

8 ort=ortogonales (v)

9 cont=1;

10 C=zeros (n,n+l)
11C(1,:)=A(n,:)
12 while cont<=n+1l

13 for i=1:n

14 for j=1:n+1

15 M(i,3)=0;

16 for k=1:n

17 M(i,3)=M(i,7)+ort(i,k)*A(k,]J);
18 end

19 end

20 end

21 M

22 cero=zeros (1, cont)

23 A=M(1l:n-1,2:n+1)

24 n=length(A(:,1));

25 C(cont+l, :)=C(cont+l, :)+[cero A(n, :)]
26 v=A(:,1)"; %1lxn

27 ort=ortogonales (V) ;

28 cont=cont+1;

29 end

30C

31 $sustitucion hacia atras
32 x=zeros (m, 1) ;

33 x(m)=C (m,m+1) /C(m,m) ;

34 for i=m-1:-1:1

35 s=0;

36 for j=i+l:m

37 s=s+C (1,7)*x(J);

38 end

39 X(1)=x(1i)+(C(i,m+1l)-s)/C(1,1);
40 end

41 x
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9.3. FOTOGRAFIA DEL PROGRAMA QUE GENERA VECTORES
ORTOGONALES EN MATLAB (TEOREMA 1)

EX Editor - C:\Users\Amador Navarro\ortogonales.m*

EDITOR PUBLISH WIEWW

ortogonalsistema.m | ortogonales.m* | 4 |

function h= ortogonales (v}
= n=length (v) ;
- h=zeros (n) ;
- for i=lim-1

- m=zZeros (n) ;

- m{l,i+l)=1;

- m{i+l,1l)=-1;

- hi{i,:})=hi{i,:)+v*m;
10 - end

|
1
2
3
4
S = hi{i,:)=zeros(l,n):
&
T
g
9
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9.4. FOTOGRAFIAS DEL PROGRAMA QUE RESUELVE SISTEMAS LINEALES
EN MATLAB. (TEOREMA 1)

Ei Editor - C:\Users\Amader Mavarro\o rtegonalsisterna.m

EDITOR: PUBLISH VIEW

|- ortogonalsistema.m | ortogonales.m | + |
1 function ortogonalsistema
A= A = input ('Ingrese la matriz de coeficientes:'):
3 = B = input ('Ingrese la matriz de terminos independientes');
4 - A=[A B'"]%nx(n+l)
== n=length({&({:,1))
[ m=n;
7 - v=R(:,1)"; %lxn
L= ort=ortogonales (V) inxn
Ll = cont=1;
10 — C=zeros(n,n+l)% genera la matriz triangular superior
11 (= C{l,:)=R(n,:)
12 = while cont<=n+l
13 — for i=l:n
14 — for j=1l:n+l
15— M{i,j)=0:
16 — for k=1:n
17| = M{i,3)=M(i,j)+ort(i,k)*A(k,J):%(1lxn) = (lxn)
18 — end
15— end
20 — end
21|= M
22 — cero=zeros(l, cont)
23 — A=M({l:n-1,2:n+l)
24 — n=length(A(:,1)):
25|= Ci{cont+l, :)=C{cont+l, :)+[cexro &in,:)]
26 — wv=hA{:,1)"; %Flxn
27 — ort=ortogonales (v) ;inxn
= cont=cont+l;
28 — end
20 = c
31 fsustitucion hacia atras
32 - Xx=zeros(m, 1)
33 - X (m)=C(m,m+1l)/C(m,m);
34 - for i=m-1:-1:1
35 — 5=0;
36 — for j=i+l:m
2T = s=s+C(1,3)*x(3):
38 - end
2= H(i)=x(i)+(Ci(i,m+l)-5)/C(i,1):
40 — end
41 - x
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9.5. FOTOGRAFIA DE LA RESOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES DEL
EJEMPLO 11, UTILIZANDO EL TEOREMA 1

Command Window ()
>>» ortogonalsistema "~
Ingrese la matriz de coeficientes:[3 -2 -1 -1;-2 -1 2 1;5 -2 -2 -1;1 1 2 5]
Ingrese la matriz de terminos independientes[-6 17 -14 12]

A=
3 =3 =1 -1 -6
-2 -1 2 1 17
5 =3 =5 -1 -14
1 1 2 =l 12
n =
4
ort =
2 3 ] o]
=3 o] = o]
=1 o] ] 3
0 o] ] o]
A
C =
[4] ] 9] [4] 0
[4] ] 9] [4] 0
0 0 o 0 o} i
4] 0 o] 4] 0
c
1 1 & =l 12
[4] y] 9] [4] Q
4] o] o] 4] ]
[4] ] 9] [4] 0
M =
4] =7/ 4 1 39
4] 4 -1 2 -12
4] = 7 16 42
4] Q 9] Q
cero =
fo O v
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=) 4 1 358
4 =1 2 -12
= 7 16 42
C =
1 1 2 = 12
0 = 7 16 42
9] Q Q 4] 9]
0 a ] 4] 0
M=
4] =4 -13 -T2 38
9] -89 -117 -48% -12
4] Q Q Q 42
0 a ] 4] 0
cero =
0 Q
1 ~
A=
== -13 -72
-69 -117 -48%9
C =
1 1 e 2 12
Q = 7 16 42
Q Q -89 -117 -488
Q Q Q 9] 9]
M=
0 -189 -567 -T2 3s
a a 0 -488 -12
a a a 0 42
Q Q Q 0 0
CEIo =
Q Q Q
3 v
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Command Window

A =
-189 -567

C =
1 1 2 5 12
Q 5 7 1€ 42
Q 8] -69 -117 -489
a o] 0 -185% -567

cC =
1 1 2 5 12
Q 5 7 16 42
Q o] -69 -117 -489
Q 9] 0 -188 -567

x =
-3
-4
=

.ﬁﬁ 3 v
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9.6. CODIGO EN MATLAB DEL ALGRITMO QUE GENERA VECTORES
ORTOGONALES (DEFINICION 2)

1 function H=perpendiculares (V)
2W = input ('Ingrese el vector:');
3 n=length (W)

4 n=length (V)

5 H=zeros (n) ;

6 for i=1:n-2

7 H(i, :)=zeros(1l,n);

8 M=zeros (n) ;

9 M(1,2)=W(i+2);

10 M(2,1)=-W(i+2);

11 M(l i+2)=-W(2);

12 M(i4+2,1)=W(2) ;

13 M(2,1i+2)=W (1) ;

14 M(i4+2,2)=-W (1) ;

15 H(i,:)=H(i,:)+ (M*V"')'
16 end
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9.7. CODIGO EN MATLAB DEL ALGORITMO QUE RESUELVE SISTEMA DE
ECUACIONES LINEALES. (TEOREMA 2)

1 function| perpendicularsistema
2 A = input('Ingrese la matriz de coeficientes:');

3B = input ('Ingrese la matriz de términos independientes:');
4 W=input ('Ingrese el vector W:');

5A=[A B']

6 n=length (A(:,1))

7 m=n

8W=A(:,2)"'

9V=A(:,1)"

10 per=perpendiculares (V)

11 cont=2

12 c=zeros (n,n+l)
13c(1,:)=A(1,:);
14 c(2,:)=A(2,:);
15 while cont<=n

16 for i=1:n

17 for j=1:n+1

18 L(i,j)=0

19 for k=1:n

20 L(i,9)=L(i,3)+per(i,k) *A(k,3);

21 end

22 end

23 end

24 L

25 cero=zeros (1, cont)

26 A=L(1l:n-2,3:n+1)

27 n=length(A(:,1));

28 c(cont+l, :)=c(cont+1l, :)+[cero A(1,:)]

29 c(cont+2, :)=c(cont+2, :)+[cero A(2,:)]

30 W=A(:,2)"

31 V=A(:,1)"

32 per=perpendiculares (V)

33 cont=cont+2

34 end

35 ¢

36 x=zeros (m, 1)

37 x (m)=dot ([-c(m,m-1) c¢(m-1,m-1)], [c(m-1,m+1l) c(m,m+1)])/dot ([-c(m,m-1)
c(m-1,m-1)], [c(m-1,m) c(m,m)])

38 x (m-1)=dot ([-c(m,m) c(m-1,m)], [c(m-1,m+1l) c(m,m+1l)])/dot([-c(m,m) c (m-

1,m],[c(m-1,m-1) c(m,m-1)])
39 for i=m-2:-2:2

40 r=0

41 s=0

42 for j=i+1l:m

43 s=s+tdot ([-c(i,i-1) c(i-1,1i-1)],[c(i-1,3) c(i,3)1)*x(3);
44 r=r+dot ([-c(i,1) c(i-1,1i)]1,[c(i-1,3) c(i,3)]1)*x(3);

45 end
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46 X (1 ) =x(i)+[dot ([-c(i,1i-1) c(i-1,i-1)], [c(i-1,m+1l) c(i,m+1)]) -
]/dot ([-c(i,1-1) c(i-1,i-1)], [c(i-1,1) c(i,1)])
47 X (1-1)=x(i-1)+ [dot([—c( i,1) c¢(1i-1,i)], [c(i-1,m+1l) c(i,m+1)]) -
r]/dot([ c(i,i) c(i-1,1)]1,[c(i-1,1i-1) c(i,1i-1)])
48 end
49 x
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9.8. RESOLUCION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES, UTILIZANDO EL
TEOREMA 2.
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iINMEMORIAM!

“LAS COSAS QUE HAGAS EN LA
VIDA, AUNQUE POCAS, TIENEN |
\_ QUEESTARBIEN HECHAS"

| ANTONIO MILTON NAVARRO QUISPE

% 01-05-1951 + 20-12-2019
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