UNIVERSIDAD NACIONAL

SANTIAGO ANTUNEZ DE MAYOLO

FACULTAD DE CIENCIAS

ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

SOBRE LA PROPIEDAD DE
ULTRAMETRICIDAD EN EL MODELO DE
ISING CON CAMPO

TESIS PARA OPTAR EI TITULO PROFESIONAL DE:

LICENCIADO EN MATEMATICA

PRESENTADO POR: Bach. Jamer Insupe Roldan Gonzales
Asesor: Dr. Bibiano Martin Cerna Maguina
Huaraz-Peru
2023

Numero de registro: T019

@ 01e]©) Repositorio Institucional - UNASAM



Y UNIVERSIDAD NACIONAL
SANTIAGO ANTUNEZ DE MAYOLO
) “Una Nueva ‘Universidad para el Desarrollo” :
ESCUELA ACADEMICO PRdli SIONAL DE MATEMATICA

AV CENTENARIO N 200 - 1TELEFONO (0435 640020 ANENO 1913
HUARAZ - ANCASH - PERL

ACTA DE SUSTENTACION DE TESIS N°001-2023

Los Miembros del Jurado de la Revisién y Sustentacién de la Escuela Académico Profesional de Matemdtica
de la Facultad de Ciencias, designados mediante Resolucidn de Consejo de Facultad N° 119 -2023-UNASAM-
FC: se reunieron el dia 05 de julio de 2023, a horas 11:00 a.m. en el Aula 6-402 de la Facultad de Ciencias en

acto publico para evaluar la Sustentacién de Tesis, presentado por el:
Bachiller : JAMER INSUPE ROLDAN GONZALES

Tesis Titulada  : “Sobre la Propiedad de Ultrametricidad en el Modelo ISING con campo”

Después de la Sustentacidn y las respuestas a las preguntas, el Jurado lo declara A P P O

para optar el Titulo Profesional de Licenciado en Matemdtica, con el calificative de

Diecisers (416)

12 h

En sefial de conformidad y para constancia, firmamos la presente ACTA, siendo las del mismo

dia y afio.

Huaraz, 05 de julio de 2023

- =
. Mario NINABUISPE CASTILLD Mag. Nemecio Segﬂndrﬁﬂﬂﬂkkﬂ%’h\

Presidente Secretario

Mag. Vladimir Bmvanm RODRIGLEZ SABINO Dr. Biifano Martin CERNA MAGLINA

Vocal Asesor

UNASAM —

LlCENCIADA_J

ila primera en la region Ancashl

s ?f

E-mail: info@unasam.edu.pe

20000¢



Anexo dela RC.UN' 126 -2022 -UNASAM

ANEXO 1
INFORME DE SIMILITUD.
El que suscribe (asesor) del trabajo de investigacion titulado:

SOBRE LA PROPIEDAD DE ULTRAMETRICIDAD EN EL MODELO DE

ISING CON CAMPO

Presentado  por:

con DNIN°:

Jamer Insupe Roldan Gonzales

45958926

para optar el Titulo Profesional de:

Licenciado en Matematica

Informo que

mediante

el documento del

plataforma

trabalo anteriormente indicado ha sido

de evaluacion de similitud, conforme al

sometido a
Articulo 11 °

. T . . 0 -
reglamento y de la evaluacion de originalidad se tiene un porcentaje de : 3% de similitud.

revision,

del presente

Evaluacién y acciones del reporte de similitud de los trabajos de los estudiantes/ tesis de pre grado (Art.

11,inc. 1).

Porcentaje
Trabajos Seleccione
Tesis de donde
de Evaluacion y acciones
pregrado corresponda
estudiantes @
Del 1 al Del 1 al Esta dentro del rango aceptable de similitud y podra pasar al siguiente paso
30% 25% segun sea el caso.
Del 31 al Del 26 al Se debe devolver al estudiante o egresado para las correcciones con las
50% 50% sugerencias que amerita y que se presente nuevamente el trabajo.
Mayores a Mayores a El docente o asesor que es el responsable de la revision del documento emite
51% 51% un informe y el autor recibe una observacion en un primer momento y si O
persistiese el trabajo es invalidado.

Por tanto, en mi condicion de Asesor/ Jefe de Grados y Titulos de la EPG UNASAM/ Director o Editor
responsable, firmo el presente informe en sefial de conformidad y adjunto la primera hoja del reporte del software
anti-plagio.

Huarag,  10/07/2023
[ e
/" FIRMA
Apellidos y Nombres: Bibiano Martin Cerna Maguiﬁa
DNI Ne°: 06908215
Se adjunta:

. Reporte completo Generado por laplataforma de evaluacion de similitud



Reporte de similitud

NOMBRE DEL TRABAJO AUTOR
TesisJamer12-07-23.pdf Jamer Insupe Roldan Gonzales
RECUENTO DE PALABRAS RECUENTO DE CARACTERES

31006 Words 139119 Characters

RECUENTO DE PAGINAS TAMARO DEL ARCHIVO

120 Pages 1.2MB

FECHA DE ENTREGA FECHA DEL INFORME

Jul 12,2023 7:45 PM GMT-5 Jul 12,2023 7:47 PM GMT-5

® 5% de similitud general
El total combinado de todas las coincidencias, incluidas las fuentes superpuestas, para cada base ¢

» 2% Base de datos de Internet » 4% Base de datos de publicaciones
» Base de datos de Crossref » Base de datos de contenido publicado de Crossr
* 1% Base de datos de trabajos entregados

® Excluir del Reporte de Similitud

 Material bibliografico « Material citado
» Material citado « Coincidencia baja (menos de 8 palabras)

» Fuentes excluidas manualmente

Resumen



Dedico este
trabajo a mis
padres y

hermanos
por todo su
apoyo

incondicional

@ 01e]©) Repositorio Institucional - UNASAM - Pera



Agradecimientos

Durante todo mi camino mis padres Javier y Mercedes siempre estuvieron apoyan-
dome, les agradezco mucho por toda la ayuda que me han dado en las buenas y en las
malas, a mis hermanas Aurora, Merja, a mis hermanos Teylor y Juki por su apoyo.

Agradezco a mi asesor Martin Cerna Maguina por todo el apoyo para llegar hasta
aqui.

A mis amigos y colegas que estuvieron en esta jornada a Dik Dani, Roberto Vi-
la, Jaime Rojas, Javier Sabino, Julian Lazaro, Jose Charahua, Jessica Jara, Karina
Huerta,Celmi y Jaime Zelaya, por la incesante motivacion.

Agradezco a la Escuela de Matematica UNASAM por la formacién brindada y a los
profesores Victor Pocoy, Vladimir Sabino por sus didacticas clases en el pregrado.

A mis amigos que estan lejos pero son parte de la historia de este texto Maria Jose
Monteiro, Josileide Candido, Amanda, Edilene Queiroz, Leo Melo, Kasia, Sabrina, Rita,

Ellen, Rei, Lilian, Daiane por su compaiia.

@ 01e]©) Repositorio Institucional - UNASAM - Peru



Resumen

En esta tesis se muestra la propiedad de ultrametricidad para el modelo de Ising con
un cierto tipo de campo aleatorio; deducimos en el proceso de la prueba una formula
de integracién por partes y las igualdades de Guirlanda-Guerra para el modelo de Ising

con campo aleatorio.

Palabras clave: Modelo de Ising, Campo aleatorio, Medida de Gibbs aleatoria, Ultra-
metricidad, Vidrios Spin, Identidades de Guirlanda Guerra.
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Abstract

In this thesis the ultrametricity property for the Ising model with a especial random
field will be proved. We deduce in the process of the proof an integration by parts

formula and the Ghirlanda-Guerra identities for the Ising model with random field.

Keywords: Ising model, Random field, Random Gibbs measure, Ultrametricity, Spin

glasses, Guirlanda Guerra identities.
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Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo estudiaremos la propiedad de ultrametricidad para el modelo de
Ising con campo aleatorio (en ingles Random Field Ising Model o resumido RFIM). La
propiedad de ultrametricidad es mas estudiada en modelos de vidrios de Spin (en ingles
Spin Glasses) como en [Auffinger and Chen, 2016],[Talagrand, 2003].

El modelo de Ising es facil de enunciar y trabajar; considerando que consigue des-
cribir el fenémeno de transiciéon de fase, que lo convierte en uno de los modelos mas
interesantes a ser estudiados.

Fue creado en 1920 por el fisico aleman Wilhelm Lenz, quien dio como un proble-
ma a su alumno Ernst Ising, el objetivo era encontrar transiciéon de fase del modelo
en una dimensién Z', pero eso no fue posible como lo mostré en su tesis de doctorado
[Ising, 1925]. Después de eso se pensé que el modelo no servia para estudiar esos fenéme-
nos pero afortunadamente casi una década después Rudolph Peierls en 1936 consiguié
probar transicion de fase para el reticulado Z?, d > 2 [Peierls, 1936]. Posteriormen-
te siguieron autores como Lars Onsanger que escribieron sobre el comportamiento de
pardmetros de orden del modelo como la magnetizacion espontanea que es continua
cuando trabajamos en Z?, d = 2 [Onsager, 1944]. Aizenman y Fernandez mostraron en
[Aizenman et al., 1987] para d > 4 y finalmente el ganador de la medalla Fields 2022
Hugo Duminil-Copin demostré que para Z¢, d = 3 la magnetizaciéon esponténea es con-

tinua [Aizenman et al., 2015]. Todo lo comentado anteriormente sobre estos modelos es



para campo nulo y para primeros vecinos'.

Si hacemos cambios en el campo o en la interaccién entre los A&tomos podemos tener
que el modelo se torna mas real, en esos cambios podemos tener campos o interacciones
aleatorios o deterministas. Asi Dyson cambiando las interacciones entre las particulas
para que no decaigan mas rapido que J,, = m mostré que el modelo de Ising en Z!
si tiene transicién de fase [Dyson, 1969]. Para cuando el campo es constante diferente
de cero Lee y Yang probaron que no hay transicién de fase [Lee and Yang, 1952].

El caso en el que el modelo tiene campo aleatorio fue estudiado por primera vez
en 1975 por Imry y Ma [Imry and Ma, 1975] en su articulo conjeturaron que el RFIM
posee transicion de fase, para d < 2, y que para dimensiones mayores no deberia
haber. Ya en 1988 fue probado por Bricmont y Kupiainen, para d > 3, usando grupos
de renormalizacion [Bricmont and Kupiainen, 1988], posteriormente, Aizenman y Wehr
[Aizenman and Wehr, 1989] mostraron para de d < 2.

Este trabajo relaciona el modelo de Ising con campo aleatorio y el modelo de
spin glasses (ver [Panchenko, 2012, Panchenko, 2013b, Austin, 2012, Nishimori, 2001,
Jesi, 2016]), que es un modelo que surgié durante la segunda mitad del siglo XX; el
termino spin glass fue primeramente usado por Anderson [Anderson, 1970], en 1975
junto con Edwars crea el modelo de Edwars-Anderson, en este modelo inserta una
aleatoriedad a las interacciones J,, entre particulas, pudiendo ser negativas o posi-
tivas, usualmente escogen las variables J,, con distribuciéon gaussiana o distribucion
del modelo +J (ver [Nishimori, 2001],[Jesi, 2016]). El Hamiltoniano para este modelo
es del tipo H = >, cp J1y0,0, en ausencia de campo aleatorio, donde B es el con-
junto de aristas de un grafo. Otro modelo también fue creado al mismo tiempo el
modelo de Sherringtong-Kirkpatrick que es un modelo a campo medio (mean field) es
una extensién del modelo de Edwars-Anderson a rango infinito (ver [Panchenko, 2012,
Panchenko, 2013b, Austin, 2012]).

Tratando de solucionar los modelos de spin glasses se creo nuevas técnicas y una

amplia teoria matematica para poder explicar los fenémenos fisicos de los spin glasses, la

solucion propuesta usaba el método de las replicas, pero esta solucién daba situaciones

1Se usa el termino primeros vecinos cuando las particulas tienen distancia de grafos de valor 1
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no fisicas a bajas temperaturas, para superar eso se creo otra teoria matematica que
mostraba la quiebra de la simetria de las replicas y quedo conocida como el esquema
de quiebra de simetria de replica (ver [Nishimori, 2001],[Austin, 2012]).

Entre el conjunto de herramientas matematicas usadas para solucionar el modelo
tenemos desigualdades FKG [Fortuin et al., 1971] o las identidades de Guirlanda Guerra
[Ghirlanda and Guerra, 1998].

La solucién por quiebra de simetria de replica muestra que hay una propiedad de
ultrametricidad en el espacio de estados del modelo, eso significa, que la relacion entre
la distancia entre tres estados estan en la misma relaciéon que en un triangulo isésceles
o equildtero.[Mézard et al., 1987],[Nishimori, 2001],[Jesi, 2016].

Que en un modelo, bajo ciertas condiciones, se cumpla las propiedades de Ghirlanda
Guerra puede ayudarnos a probar o descartar que existe quiebra de simetria de replica
como en [Chatterjee, 2015] o implicar la validez de la propiedad de ultrametricidad como
en [Panchenko, 2010a, Panchenko, 2011, Panchenko, 2013a], [Auffinger and Chen, 2016],
[Austin, 2012].

Recientemente hay varios estudios sobre la propiedad de ultrametricidad en varios
modelos de mecénica estadistica como los de Auffinger [Auffinger and Chen, 2016], so-
bre ultrametricidad en el modelo p-spin y los trabajos de Itoi, en el modelo de Landau,
[Itoi, 2018], [Itoi and Utsunomiya, 2019]; los de Roldan y Vila [Roldan and Vila, 2020]
analizando la ultrametricidad para RFIM con campo no necesariamente gaussiano y
con tasas de decaimiento.

Este trabajo esta organizado de la siguiente manera:

En la parte de la introducciéon, de este texto, damos a conocer el problema a ser
estudiado, como también damos informacion sobre esté y la hipdtesis que tenemos al
respecto.

En el marco tedrico, ya que vamos a trabajar con el modelo de Ising con campo
aleatorio (RFIM), comenzamos presentando el propio Modelo de Ising y algunas de
sus propiedades, posteriormente presentamos el Modelo de Ising con campo aleatorio,
seguidamente nos adentramos a explorar sobre los spin glasses. Hacemos todo esto con

el fin de empapar al lector con los conocimientos preliminares para abordar el problema.
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Posteriormente en la parte de resultados enunciamos las caracteristicas del campo
a ser estudiado, hacemos las demostraciones de los teoremas y proposiciones necesarios
para llegar al resultado. Esta tesis de pregrado es el texto expandido de un articulo
publicado conjuntamente con el profesor Roberto Vila en [Roldan and Vila, 2020].

Finalmente damos algunas recomendaciones y conclusiones.
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I.1. Justificacion del estudio

El estudio de modelos de Ising de modelos con campos aleatorios viene desde 1975
con Imry y Ma [Imry and Ma, 1975]. Al colocar perturbaciones el modelo presenta
comportamientos muy distintos del modelo con campo nulo o con campo constante.
Es asi que el modelo con campo aleatorio presenta comportamientos propios de otros
modelos que son conocidos como modelos de Vidrios de spin (spin glasses)?. Entre
esas propiedades esta la de ausencia de la quiebra de la simetria de la replica que se
cumple para campos gaussianos esta presente en el modelo de Ising con campo aleatorio
[Chatterjee, 2015]. Otra propiedad interesante es la de ultrametricidad. En modelos de
Ising con campos no gaussianos no sabemos si tenemos esta ultima propiedad.

Este presente trabajo ayudaria a la mejor comprension del RFIM a través de resulta-
dos matematicos concretos. Ampliaria la literatura ya conocida sobre ultrametricidad
cuando el campo no es gaussiano y aportariamos nuevos resultados que podrian ser

usados por fisicos y matematicos en sus futuros estudios.

I.2. Delimitaciéon y planteamiento del problema

El modelo de Ising es uno de los modelos mas simples para estudiar las propie-
dades magnéticas de un sistema. Una generalizacion de ese modelo es el modelo de
Ising con campo externo aleatorio (RFIM de Random fiel Ising Model), que tiene
un comportamiento muy distinto en lo que se refiere al fendémeno de transiciéon de
fase que el modelo de Ising con campo determinista (ver [Braga and Araujo, 1999,
Braga and Araujo, 2000, Bovier, 2006, Bissacot and Cioletti, 2010]), asi como también
posee otras propiedades que son més estudiadas en los modelos de vidrios spin (Spin
glasses) como son las igualdades de Ghirlanda-Guerra o la Ultrametricidad.

Es conocido de que la propiedad de ultrametricidad es valida para el RFIM cuando el
campo es Gaussiano (Em [Chatterjee, 2015] podemos ver las igualdades de Ghirlanda-
Guerra para el RFIM y de [Panchenko, 2010a, Panchenko, 2011, Panchenko, 2013a]

podemos ver que implica ultrametricidad) pero cuando el campo no es gaussiano aun

2Sin llegar a serlo por que no tiene frustracién. (ver [Jesi, 2016])
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no podemos afirmar algo.
El problema a ser estudiado en este trabajo es el siguiente:
¢ Es posible tener la propiedad de ultrametricidad valida para el RFIM

cuando el campo no es gaussiano?

I.3. Objetivos

I.3.1. Objetivo general

Mostrar que el modelo de Ising con un tipo de campo aleatorio no gaussiano tiene

la propriedad de ultrametricidad.

I.3.2. Objetivos especificos

Mostrar las identidades de Ghirlanda Guerra para el RFIM con campo no gaus-

siano.

» Generalizar resultados conocidos para modelos de vidrios spin (spin glasses) en

campos gaussianos a modelos, como el RFIM, con campos no gaussianos.
= Probar resultados relacionados a ultrametricidad para campos no gaussianos.

= Encontrar campos no gaussianos con propriedades adecuadas para conseguir au-

sencia de la quiebra de simetria de la replica.

1.4. Hipébtesis

Dado un campo aleatorio no gaussiano especial, podemos mostrar que el modelo de

Ising con campo aleatorio (RFIM) posee la propiedad de ultrametricidad.

Igualdades de Ghirlanda Guerra

En los modelos de Spin Glasses, como el modelo de Sherrington-Kirkpatrick (SK)
que es un modelo que tiene las interacciones J = (J, ;). yew siendo aleatorias. En estos

modelos es frecuente usar unas identidades que fueron desarrolladas en 1998 por S.
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Ghirlanda y F. Guerra [Ghirlanda and Guerra, 1998]. De satisfacerse estas identidades
podemos tener implicancias muy importantes, como la ultrametricidad. A continuacién
las enunciamos siguiendo [Chatterjee, 2009].

Sean o', 02, --- configuraciones i.i.d. de la medida de Gibbs. Estas variables en el
modelo de vidrios de spin son conocidas con el nombre de replicas. Otra variable
importante en esos modelos son las sobreposiciones (overlaps) de replicas que estan
dadas por

1 N

— U
Rl,l’ = NZ 0,0,-

=1
Fijamos un numero n y sea una funcién medible y limitada f : R*»~D/2 & R.

También una coleccion R, := (R, +)i1<i<r<n de sobreposiciones. Sea
1,1 N<I<l'<

1 1&
on = V(Rips1f) — ﬁV(Rl,z)’/(ﬁ T > v(Risf).
s=2
Donde v(f) = E (f) y para simplificar hemos escrito f = f(R,). Siguiendo las identi-

dades de Ghirlanda Guerra para cualquier n y f tenemos que se cumple
i v =0
Ultrametricidad

Como ya hemos comentado antes las desigualdades de Ghirlanda Guerra implican en
la propiedad de ultrametricidad. [Austin, 2012],[Panchenko, 2010a, Panchenko, 2011,
Panchenko, 2013a]

Un espacio ultramétrico satisface la siguiente propiedad
d(z,y) < méx(d(z,z),d(z,y)).

En el estudio de modelos con campos aleatorios como el SK buscaremos que el sopor-
te? de la medida de Gibss asintética tenga estructura ultramétrica, i.e. sean o', 0?2, o3

puntos del soporte, entonces

lo! = o] < méx {|lo* — o], ||o® — o}

3cerradura del conjunto de puntos donde la medida no se anula
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Cuando a medida de Gibbs esta concentrada en una esfera tenemos que ||h|| = ¢, pa-
ra h en el soporte de la medida, asf sigue que ||o! —3||> = 2¢2— 2R, 3 [Panchenko, 2012,

Panchenko, 2013b] y con esto la tltima ecuacién se transforma en
Ry 3 > min {3172, R2,3}-

Usaremos estos conocimientos para buscar mostrar la propiedad de ultrametricidad
para el modelo de Ising con campo aleatorio, més considerando un campo no gaussiano.

Esto sera presentado en el capitulo IV.
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Capitulo 11

Marco teoérico

II.1. Antecedentes del problema

El estudio de la propiedad de ultrametricidad es mas frecuente en modelos de vidrios
spin y modelos p-spin. Esta propiedad permite una mejor comprension de la “solucién
de Parisi”, que es también conocida como la “estimacion por quiebra de simetria de
replica de Paris”(Parisi’s Replica Symmetry Breaking ansatz) ( ver [Panchenko, 2012,
Panchenko, 2013b, Jagannath, 2017, Nishimori, 2001, Austin, 2012])

Hay estudios que confirman la propiedad de ultrametricidad es consecuencia de de la
propiedad de Guirlanda-Guerra [Panchenko, 2010a, Panchenko, 2013a, Panchenko, 2011].
La propiedad de ultrametricidad para los modelos p-spin es valida para cualquier dis-
tribucién [Auffinger and Chen, 2016] con algunas condiciones o sea lo que en fisica ma-

tematica y estadistica se conoce como universalidad.

I1.2. Breve presentacion del Modelo de Ising

El modelo de Ising es uno de los modelos mas simples capaz de describir matemati-
camente el fenémeno de transicién de fase, que es un fenémeno fisico bastante complejo
de expresar matematicamente. En lo que sigue introduciremos el modelo.

Tomemos W siendo un conjunto infinito numerable; que W sea el conjunto de vér-
tices de un grafo infinito. Como podria ser los conjuntos de vertices de los siguientes

reticulados Z?, d > 1 o podrfa ser el conjunto de vértices de un grafo hexagonal (“ Honey-



comb”) o también podria ser el conjunto de vértices de un arbol infinito o de cualquier

otro tipo de grafo conexo.

% P

) Una red Hexagonal ) Um é&rbol 2 regular

Figura II.1: W seria los vértices de estos grafos

En el modelo de Ising usualmente usamos el reticulado Z¢, para suponer la estructura
de los atomos de un cristal regular, identificando cada dtomo con un vértice del grafo.
El modelo de Ising surgié dentro del campo de la fisica y la ingenieria, debido a eso el
conjunto W o sus subconjuntos seran llamados de volumen y sus elementos z € W
seran llamados de sitio, atomo o particula.

En lo que sigue comenzamos a dar algunas definiciones principales del modelo, lo

haremos siguiendo el libro de Georgii [Georgii, 2011, pag 12].

Definicién. 1. Una familia de variables aleatorias (0,)zew definidas en un espacio de
probabilidad (2, €, p) y asumiendo valores en un espacio medible (Ey, &) sera llamado
de un campo aleatorio. Cada o, serd nombrado de spin. El conjunto W sera llamado

espacio de parametros o de reticulado y (Ey, &) sera el espacio de estados.

Espacio de configuraciones. Al conjunto
QO =EV ={w=(wa)eew ws € Bg} ={w Jw:W = Ey} lo llamaremos de
espacio de configuraciones y £ = &} sera su sigma-algebra producto en Q. El spin en

este caso
Oy Q= EO
W — Wy .

da el valor de la proyeccion de la configuracién w en el p sitio x.
También podemos hacer una reduccién de la configuracion al subconjunto A de W.

Definimos para cada A C W,
A Q= EY (IL.1)

w— wp = (We)zeA

10
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la proyeccién de las configuraciones sobre A. Observe que si A C A C W, entonces tene-
mos oA (w) = oa(w). Dados ¢ € ES yn € Eé\\A con esto definimos la yuxtaposicién
(n € Ey de modo que oa(Cn) = Ca ¥ oa\a(Cn) = nava-

El espacio (Ep, &) es llamado de espacio de spin [Georgii, 2011, pag. 12]. La
medida pg es la medida a priori y es de probabilidad o sea, [ po(do,) = 1.

A la variable aleatoria o, podemos definirla en varios espacios de probabilidad (no a
la vez). ! Construimos el espacio para el volumen A o sea (5, &, pa) donde Q = E{},
la sigma-algebra producto &y = & en Q) e py = I;[A po, la probabilidad tiene el

siguiente significado

pa(don) =[] po(dos).

TEA

Notamos que esa forma de definir la medida de probabilidad no hay interaccién entre
spins entonces esa medida es muy poco interesante pero sirve para fines explicativos de

como seria una medida cuando tenemos el volumen A. (ver [von Dreifus, 1993, pag. 7]).
Observaciéon 1.

» La medida a priori py es una medida que se conoce juntamente con la definicion

del modelo y sus pardmetros. La usamos para construir las otras medidas.

s Algunas notaciones en teoria de la medida y mecanica estadistica varian, como
por ejemplo, en la integral [ f(x)du(x) la parte del diferencial en teoria de la
medida es denotada por du(z) y en Mecanica Estadistica es denotada por u(dz).
En ambos casos esa integral es una integral de Lebesque y i es una medida de

Lebesque.

11.2.1. El modelo en volumen finito

Ahora veremos un conjunto finito de spins o,’s en los cuales si tenemos interaccion
entre ellos; para eso, definimos el siguiente espacio (24, Ex, pa ), donde estan definidos

los spins. Tomando A en volumen finito, o sea, cardinal finito y definiendo la medida

IDe hecho, durante el desarrollo de la teorfa veremos a o, en diferentes espacios de probabilidad
hasta construir la medida en volumen infinito que satisface todas las condiciones que precisaremos.Esa
medida es la de Gibbs.
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como

pa(don) = g(on) T po(oz) = glon) pa(don),

zeA
y g(op) es tal que pp sea medida de probabilidad.

En especial podemos tomar g(oa) = exp(—3 Ha(o)) Z&lﬁ. La variable Z hace que
i sea una medida de probabilidad. En este caso la siguiente medida es llamada como

la medida de Gibbs en volumen finito.

67/8 HA(UA)pA<d O'A)
Z\p '

,lj,Aﬂ(dO'A) = (HQ)

Por otra parte, a la funcién
Hy(op) = — Z 0,0y — h Z O, (11.3)
2y€E(A) zeA
en la literatura fisica la denominamos como la energia o el hamiltoniano del siste-
ma. La notacién zy € E(A) significa que la arista {z,y} estd en el conjunto de aristas
E(A), la variable 8 € (0,400) y h € R son llamados de temperatura inversa y

campo magnético externo respectivamente.

Observaciéon 2. En (I11.3) hay un abuso de notacion, ya que estamos usando la nota-
cion de spins oy para configuraciones. En realidad deberiamos escribir asi
Hiw) == Y 0u(@)o,) —h Y ouw).
ayeE(A) zeA
con w € Qy. Lamentablemente si escribimos de esa forma la notacion seria mucho mds
voluminosa.
En Friedli y Velenik [Friedli and Velenik, 2017], usan al inicio esta forma de denotar

pero al continuar el texto comienzan a simplificarla haciendo abuso de notacion.

La funcién de particion es definida como

Qp

y es la constante que se encarga que (I1.2) sea una medida de probabilidad.

Observacién 3. Aunque, ahora solo estamos viendo la medida de Gibbs en volumen
finito, nuestro objetivo posterior serd construir una medida en volumen infinito en €.
Es importante hacer notar que la medida de Gibbs (11.2), en volumen finito, no puede
ser pensada como la distribucion marginal de la medida en volumen infinito, ya que no

satisface las condiciones de compatibilidad de Kolmogorov (ver [Bovier, 20006, pdg. 51])

12
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Ya que tenemos la medida de Gibbs en volumen finito podemos usarla para definir
la esperanza con respecto a la medida de Gibbs en volumen finito como sigue:
Sea la funcion f : Q24 — R. La esperanza con respecto a la medida de Gibbs queda

definida por
(flap = /f(UA)#A,ﬂ(dUA) (IL.4)
Qa

Observacion 4. La integral esta trabajando sobre las configuraciones w € Qa y no

sobre spins. Una notacion mas precisa seria asi:

Nasi= [ Foa@) ms(do) (11.5)

{wen}

pero ya la notacion en mecanica estadistica es muy sobrecargada y por eso, cuando no

genera confusiones, es tradicional omitir algunas variables.

En el modelo de Ising no solo consideramos las interacciones de las particulas dentro
del sistema sino las que estan afuera también. Surge asi, una definicién importante, la
condicion de frontera.

A un elemento fijo n € €2 lo llamaremos de condicién de frontera de las configu-

raciones que pertenecen al siguiente conjunto
Q ={weQ:w =mn, Vi e A} (I1.6)

En otras bibliografias, como en [Chatterjee, 2015] donde se considera configuraciones

valiendo solo en la frontera exterior, eso es n € EJ*, donde A es la frontera exterior

de A.

Observacion 5. En la literatura hay dos condiciones de frontera especiales n = +1
en = —1. Cuando se habla de medidas de Gibbs en volumen infinito las medidas que
tienen por condicion de frontera + o — son generalmente puntos de acumulacion de

otras medidas.

Observacion 6. Como hemos adicionado la condicion de frontera podemos reescribir

el hamiltoniano (11.3), la medida de Gibbs en volumen finito (11.2) y la esperanza (11.4)
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con condicion de frontera:

Hy(oanae) = — Z 0,0y — h Z Op — Z o (11.7)

zyeE(A) €A rEN,yeN®
[le—y||=1
e PHAoA) b (d oy
iR odo) = ealdon). (1L3)
A
Nhs= [ Flon) il sldan). (11.9)
QW

La notacion de yuztaposicion oanae significa que si x € A tomamos los valores dados
por la configuracion o y si x € A° tomamos el valor de n en ese vértice.

En los casos de (11.3), (I11.4) vamos a decir que estamos en condiciones de fron-
tera libre y los denotamos por p3 5 = pas, (f)ks = (f)as, donde 0 denota una

configuracion que toma en cada coordenada el valor cero.

Observacion 7. En la mayoria de articulos, encontramos hamiltonianos mds comple-
jos que los enunciados anteriormente

(ver [Bissacot et al., 2015, Cioletti and Vila, 2016, Duminil-Copin and Tassion, 2016]).
Ejemplo de eso:

Considerando la condicion de frontera n € ().

Hy(op) = — g Ty OpOy — E heoy — E T2y (I1.10)
ryeE(A) €A :|c|€A,yH€A1°
z—y||=

En ese caso J = (Jyy)zyew son llamadas de contantes de acoplamiento o tam-
bién llamadas de interacciones; decimos que tenemos un modelo de Ising ferro-
magnético si cada J,, = J,, = 0, de J. Si las constantes J,, son positivas, cuando
x,y son vértices de una arista del grafo y nulas sino, en ese caso, decimos que J es
a primeros vecinos. Para tener un modelo con propiedades adecuadas o para justi-
ficar que el modelo sea realista podemos colocar varias condiciones en las constantes
de acoplamiento, como en [Aizenman et al., 1987, Duminil-Copin and Tassion, 2010,
Medeiros, 2017]. Otro conjunto de variables importantes en el modelo es el campo
magnético no uniforme dado por h = (h,).ew, que es el campo que esta interac-
tuando con nuestro sistema.

El modelo puede ser extendido colocando aleatoriedades al grafo relacionado a W,

al campo magnético o a las constantes de acoplamiento.

@ ®®O Repositorio Institucional - UNASAM - Pert



Modelo de Ising discreto.
Para discretizar el modelo vamos usar la medida a priori siendo la medida contadora.
En la mayoria de textos encontramos enunciados del modelo de Ising en forma discreta

v lo presentamos en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Primero definamos el hamiltoniano como en (I1.3), en condiciones de
frontera libre; lo siguiente es considerar la siguiente media a priori py = %5+ + %5_,
donde 6, es la medida delta de Dirac soportada en el punto x (64 := d11). S pa es la
medida medida del modelo de Ising con condiciones de frontera libre, vamos a mostrar
que para todo A C Qp es vdlida la identidad (11.12).

De (11.2) y (I1.4) tenemos:

pap(A) = [ / La(o)e P2 py(do) | Zy s - (I1.11)
Qp

Note que po({o, = 1}) = po({o. = —1}) = 3, para todo x € A. Asi la medida py se
comporta como una medida contadora y
1
pa(do) = I po(dos) = = ¥(dw),
2lA|
TEA
donde V¥ es la medida contadora en S2y. De esta forma podemos reescribir la parte
derecha de (I1.11) como sigue:

Qf La(o)e PHr iq0(do) Y La(o)e PHA@
A

o SN

f e—BHA ﬁ (do‘) B Z e—BHA(0)
Qp LS

= 1ns(A). (IL.12)

Tomando A = {o}, para una sola configuracion, tenemos
e—BHA(o)

pa({o}) =

Zrp

Observe que esa nueva funcion de particion serd Zyg = . e PHA©),
oc€Qp

Como sabemos el Modelo de Ising nacié por y para estudiar fendémenos fisicos, en
especial, el fendomeno de la transicion de fase, eso es, donde el sistema tiene magnetiza-
cién y donde deja de tener, con relaciéon a la temperatura. Con ese objetivo damos las

siguientes definiciones en volumen finito.
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La magnetizaciéon, que definimos como siendo M = 3 5 0., la densidad de
magnetizacion dada por m = [Y,c4 0] |A|7!, la media de la densidad de la

magnetizacién como

1
mX(B7 h) = m Z<0-$>7X,ﬂ,h>

TzEA
y la susceptibilidad magnética, con la siguiente expresion

10
XA(B,h) = Goh

my (B, h).

Uno de los componentes del hamiltoniano es el campo magnético, es decir, el hamil-
toniano tiene dependencia del campo magnetico h; por tanto x} y m} también tienen
dependencia de ese factor.

Otra definicion importante en la literatura de mecénica estadistica y que esta rela-

cionada al estudio de la transicion de fase es la de energia libre en volumen finito

1
fX,,B,h = m In ZA,ﬁ,h . (1113)

A modo de curiosidad el enunciado de estas expresiones pueden variar, por ejemplo
en [Braga and Araujo, 1999],[Friedli and Velenik, 2017] se denotan como las acabamos
de enunciar, en cuanto que, en [Bovier, 2006], [Chatterjee, 2015] denotan f y M sin
dividir sobre |A|, claro que en las cuentas, operaciones y formulas tiende a aparecer la
divisién entre |A| para compensar.

Observacion 8. La primera derivada y sequnda derivada de f]\],ﬁ,h con respecto al

campo magnético externo, h, son mj} e x% respectivamente.

Limite Termodinamico.

En lo que sigue vamos a dar condiciones que nos permiten hacer un proceso de limite
hacia el volumen infinito.

Asi, creamos un limite en los volimenes (A,,) hacia el volumen infinito (A, — W)
a través del uso del siguiente procedimiento llamado de limite termodinamico. Sea

la secuencia de subconjuntos A,, de W tal que los A,, son:
» crecientes, o sea, A, C A, 1, n=123---;
= cubren todo W, eso es, U1 A, = W3

16
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= poseen convergencia en el sentido de Van Hove, significa que satisface el

siguiente limite '
. |0MA
lim

donde O™A, = {zx € A, :y € A%, |x —y| =1} y | - | es la distancia de grafos.

:O,

Observacioén 9. Cuando la secuencia de volimenes (aunque no sean cajas de nxn pun-
tos en Z% ) satisfacen esas tres condiciones del limite termodindmico, arriba enunciadas,
tenemos asequrada la convergencia del limite respecto al volumen de la funcion energia

libre sin que importe la condicion de frontera que tomemos (ver [Braga and Araujo, 1999]).

Si A, son cajas de n X n puntos en Z? entonces se satisface la tercera condicién. En

lo que sigue damos un ejemplo donde la ultima condicién no es satisfecha.

Ejemplo 2. Los grafos d-regulares, no satisfacen la convergencia en el sentido de Van

Howve, ya que

inAn
lim 0 |

n—o00 ’An|

SN S

0-regular 1-regular 2-regular 3-regular

=1.

Figura I1.2: Grafos d-regulares

Observacion 10. La relacion entre el volumen y la frontera exterior o interior de una
sucesion de subgrafos depende de la forma, que tienen los subgrafos, por ejemplo, hay
grafos reticulados como Z2, en forma de arboles, hexagonales, etc.

Muchas convergencias de medidas, de la funcion energia libre, etc. dependen de que
podamos tomar el limite termodindmico y ese limite va a depender de que el volumen

crezea mds rapido que la frontera del grafo.

Observacion 11. Una definicion andloga a la condicion de Van Hove es la de grafo

amenable que son los grafos G = (V| E) tal que

i |aexK|_
ST
|K|<oo
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donde la frontera 0°°K son todos los vértices de V' \ K que tienen un vecino en K.

= De las dos definiciones tenemos que si un grafo es amenable entonces satisface la

condicion de Van Howve.
= Los grafos d-requlares son los ejemplos mas comunes de grafos no amenables.
= hay grafos tipo drbol que no satisfacen con ser amenables.

» Saber si un grafo es amanable, o no, es importante, porque nos da informacion si
es posible encontrar el fenomeno de transicion de fase en el Modelo de Ising con
ese grafo. En [Jonasson and Steif, 1999] demuestra que para el campo magnético
h # 0 y en un grafo amenable no existe transicion de fase, mientras que si el

grafo no es amenable y h # 0 st hay transicion de fase.

Usando el limite con respecto a los voliimenes, el limite termodindmico, en (I1.4)
construiremos medidas en volumen infinito. Sean las secuencias (A, ), siendo secuencias
crecientes, que cubren Z¢, que satisfacen la convergencia en el sentido de Van Hove y las
secuencias de condiciones de frontera (7,), entonces decimos que las medidas de Gibbs
en volumen finito convergen via el limite termodinamico a la medida en volumen
infinito, si y solo si,

[ £@)us(do) = (f)s = Mim [ Flon) ik sldon,) = lim (PR 5,
Q An

Ap—W Ap—W
Q

para toda f : Q — R funcién local, que es una funcién determinada por valores
locales, o sea, si w y w’ son dos configuraciones que solo coinciden en un conjunto
A C W, cuando ese conjunto existe, entonces f(w,) = f(w.), si z € A.

En la subseccion 11.3.1 volveremos a ver la medida en volumen infinito. Observe
ahora que, con el limite termodinamico, tenemos una medida en volumen infinito, mas
no sabemos las propiedades de esta medida, no sabemos, si satisfacen las condiciones de
compatibilidad del Teorema de Kolmogorov, que propiedades tienen sus distribuciones

condicionales, sus distribuciones marginales etc.
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11.2.2. Desigualdades y resultados importantes: GKS, GHS,
FKG

Si para obtener algin resultado necesitamos limitar (o, o,)a g, por ejemplo, por
arriba por un numero menor que 1. ;Como lo harfamos ya que o, e o, son variables
aleatorias que asumen +1 o —1 y varian segtn la aleatoriedad? Pensariamos en usar
la limitacién obtenida de la definicién de la esperanza que es —1 < (0, 0,)p 5 < +1
pero con esa desigualdad perdemos referencia a las variables aleatorias y no la limita-
riamos por arriba por un numero menor que 1, asi que seria ideal tener otro tipo de
desigualdades.

En adelante presentamos algunas desigualdades que son muy importantes en la
literatura ya que si no las conocemos poco o nada se puede hacer en el analisis del
modelo de Ising y en otros modelos de mecanica estadistica. La primera desigualdad
que presentaremos es la GKS que lleva ese nombre por sus descubridores Griffiths,
Kelly e Sherman. Fue Griffiths quien primero desarrollo la teoria en estos tres primeros
articulos [Griffiths, 1967al,[Griffiths, 1967b], [Griffiths, 1967¢] de 1967 y después de un
ano fue generalizado por Kelly y Sherman en [Kelly and Sherman, 1968].

En lo que sigue denotaremos o4 := [] 0, (Aunque es un abuso de la notacion, esta
vez 0, denota el producto de spins y 3;16(;4 una proyeccion de una configuraciéon en un
subconjunto) donde A C W finito. También en las siguientes paginas consideramos el
modelo de Ising con la medida a priori dada por py = %(54_ +6_), donde ¢ es la medida
delta de Dirac.

Las desigualdades que envuelven esperanzas, con respecto a la medida de Gibbs de
alguna funcién local f, se llamaran de desigualdades de correlacion de f. Por ejem-
plo, una desigualdad envolviendo (o, ;)4 3, serd llamada de desigualdad de correlacién

de dos puntos.

Teorema I1.2.1. (desigualdad GKS) Para el modelo de Ising en Z¢, d > 1, con

hamiltoniano

Hy(o) = — Z Sy 020y — Z heOw — Z Oxly
zyeE(A) reA T\EA’yHGAC
z—y||=1
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con A C Z* finito, B > 0, h = (hy)seza donde cada hy 2> 0 y J = (Joy)syeza con
Joy = 0, reqular y a primeros vecinos, con condiciones de frontera n siendo + o 0 y
A, B C A. Tenemos

GKS-I () h srn =0, (IL.14)
= (

GKS-I1 <JAUB>X,ﬁ,hJ UA>7\,,B,J,h <UB>K,5,J,h' (IL.15)

Las pruebas para campos constantes o nulos pueden ser encontradas en Braga e
Roldan [Braga and Araujo, 1999, Braga and Araujo, 2000, Roldan, 2014]. Esta ultima
se encuentra en el apéndice en las secciones A.1 e A.2. También lo podemos encontrar

en [Medeiros, 2017, Friedli and Velenik, 2017, Bovier, 2006].

Ejemplo 3. Consideremos el campo magnético h constante o nulo tenemos luego:

<Ux‘7y>9\,ﬁ,h,J ) <‘7x‘7y>/+\,,3,h,J ) <09E>X,B,h,J ) <Ux>?x,/3,h,J 2 0.

lo interesante aqui es que si mudamos la condicion de frontera + o 0 por la condicion
— o cualquier otra condicion, en ese caso, ya no tendriamos la sequridad de que las

esperanzas sean positivas.

Del teorema anterior tenemos varios resultados, como son

Corolario 1. En las mismas condiciones del Teorema 11.2.1 sigue que la correlacion

<0w0y>7\,6,h,J

= no es decreciente en cada entrada J,, de J.

= no es decreciente y concava con respecto a la componente h, del campo h.

Para demostrar que la esperanza de dos spins es no decreciente con respecto a la com-
ponente del campo h, 0 a la componente de la constante de acoplamiento J, ,, derivando
la correlacion con respecto a esas variables y despues usando GKS — II. Esa prueba
puede ser encontrada en Medeiros e Braga [Medeiros, 2017], [Braga and Araujo, 2000]
y como un ejercicio en Friedli y Velenik [Friedli and Velenik, 2017].

Por otra parte con lo que respecta a la prueba de la concavidad, tenemos que derivar

dos veces en relacion a la componente del campo h, y después usamos la desigualdad

llamada GHS.
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Teorema I1.2.2. (desigualdad GHS) En las mismas condiciones del Teorema 11.2.1

tenemos:

<‘7w0y0'2>7\,6,h,J - <0w0y>z,ﬁ,h,J<UZ>7\,B,h,J - <U$02>7\,5,h,J<0y>X,B,h,J

- <Uy02>7\,ﬁ,h,J<UI>X,B,h,J + 2<UI>7\,/B,’1,J<0-y>7xyﬁ7h7j<o-z>x75’h"] <0 (I1.16)

Este teorema aparecié en 1970 en el articulo de Griffits, Hurst y Sherman en
[Griffiths et al., 1970], donde para probarlo utilizaron una especie de proto-corrientes
aleatorias. Podemos encontrar una prueba alternativa a la del articulo usando la técnica
de corrientes aleatorias en Medeiros [Medeiros, 2017].

Continuando con la teoria dotamos a {2 de un orden parcial, eso es, vamos a decir
que w < W' si para todo x tenemos w, < w,. De esa forma, una funcion f : Q@ — R es
llamada de no decreciente si y solo si w < w’ entonces f(w) < f(w'). Una definicién
similar relacionada a eventos es: decimos que evento E C () es no decreciente si y
solo si la funcion f = 1 es no decreciente.

Ejemplo 4. La funcion f(w) = 0,(w)oy(w) = wyw,, donde w es la configuracion y o
es el spin. Podemos escribir de forma resumida, la funcion anterior, como f = o,0,.
Esta dltima funcion no es creciente ni decreciente, pero las esperanzas de esa funcion

son muy importantes en la literatura.

La funcion f(w) = 0,(w) = w, es una funcion creciente.
La siguiente propiedad es muy frecuente en las demostraciones de teoremas, por eso
es importante aprenderla

Corolario 2. Dados A, A subconjuntos finitos en Z¢, con A C A C A, J a primeros
vecinos, reqular ( eso es Y,y Jieyy < 00) y el campo h con cada componente mayor

o igual a cero. Entonces
<O'A>X,,B,h7J < <O'A>X757h7]- (1117)

Prueba. Sea A} = AU {z}, 2 ¢ A. Sumamos a r > 0 la componente del campo h
en el punto z, o sea, h, + r y con esto tenemos um nuevo campo que denotaremos por

h,. Luego por las propiedads de monotonicidad respecto al campo, sigue que:

<UA>X1,5,h,J < <UA>—|A—1,5,h1,J < TETOO<UA>X1,5,h1,J- (IL.18)
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Abriendo la segunda esperanza tenemos:

-1
+ _ _BH/J\F hq.J +
(CA)r png = > oac VORI N Bk g
O'GQXI

. + o Jr .
Para continuar, note que Hy, 5, ;= H{ 35 y — 0.(h. + 1), e con isso

-1
+ _ -BHY +B0(hetr) [ 7+
<UA>A1,B,h1,J = Z 04 € ABhJ e ZAl,B,hl,J

+
UEQAl
_BHT —BHY -1
= Y et N7 g e BHA,B,h,J[ 3 et N g e ﬁHA,B,h,J}
o==+1 UGQX o==+1 UGQX
r——+00 + + -1
—BH —BH
< Z oA e B A,ﬂ,h,J|: Z o4 e B A,ﬁ,h,Ji|
LEUN LEUN
_ +
= <UA>A,ﬁ,h,J'

Por tanto, volviendo a (I1.18) sigue (04)X, s < (0a)} g4 Procediendo iterativa-
mente de esta forma concluimos (I1.17) . O

También de las desigualdades FKG — I tenemos otro corolario, en el que debido a
que la condicion de frontera es 0 varia el orden de la desigualdad anterior con respecto

al volumen.

Corolario 3. Dados A, A subconjuntos finitos en Z2, con A C A, J a primeros vecinos,
reqular y el campo h con cada componente mayor o igual a cero. Entonces, para A C A

tenemos
<UA>9\,ﬁ,h,J < <O-A>%’5,h,J- (I1.19)

En la prueba de este corolario es usada la propiedad que la esperanza es no decre-
ciente con respecto a las constantes de acoplamiento.

Definimos una nueva matriz J* = (J; ), yeze donde J;, = 0 si uno de los dos z 0 y
estd en A y el otro estd en A\ A, para las otras aristas dejamos Ji’y = Jpy. Al expresar
explicitamente la formula de la esperanza (o A)OA’ 5.h.g1s 1a constante de acoplamiento J !
nos permite separar la sumatoria con respecto a los conjuntos A e A\ A y eso nos da
la siguiente igualdad (04)} 55,57 = (04)X g 1. Como J} , < J,, para todo z,y € Z% el

resultado del corolario sigue de la monotonicidad en las interacciones.
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Para la siguiente propiedad recordemos un poco las propiedades de las esperanzas
condicionales (ver [Ash et al., 2000]). Cuando la variable es discreta la podemos escribir

CO1mo.

EX|Y =y] = ZxP =z|Y =y)

y cuando es continua como

EXY =y] = /l'fX|Y(1'|Y = y)dz = ﬁ/l(y)/xfxy(:c,y)d:c,

aqui también el denominador puede escribirse fy(y) = P(Y = y). Para el caso de
la esperanza estar condicionada a un evento cualquier B € G, donde G es una sigma

algebra, seria la siguiente expresion:

E[X15] E[X1p]
Ellz]  P(B)

E[X|B] =

En cuanto que para la esperanza condicionada en toda la sigma dlgebra G seria E[X|G]

con una de su propiedades siendo
E[X] = E[E[X|F]].

Esta probabilidad condicional goza de muchas propiedades muy interesantes de estudiar
y que son muy utilizadas en el estudio de martingalas.
La siguiente proposicion de las esperanzas de Gibbs hace uso de justamente de

esperanzas condicionales.

Proposicion 1. (Propriedad de Markov espacial) Sean A, A subconjuntos finitos
enZ%, con A C A, J a primeros vecinos, reqular y el campo h, la condicién de frontera

neNee Q). Entonces

(‘low =G, Ve € ANMNA 555 = <'>§\,6,h,]' (I1.20)

Prueba. Escribamos el siguiente conjunto B = {0, = (,, Vo € A\ A}. Luego, para
f:O0 =R,

1

(FIBYA gns = (FLB)A sns | (18)A sna| (IL.21)
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El hamiltoniano es de la siguiente forma y lo podemos reacomodar asi:

HZJ%J(O) = — Z Jpy Oz0y — Z hyo, — Z Ty
zy€E(A) TEA :ri“EA,yHGAC
z—y||=1

= Hf\,h,](a) - Z Jét,y C:ECy - Z thx - Z any .
zy€E(A\A) zEA\A :tHEA,yHEAIC
z—y||=

Al abrir las esperanzas de (I1.21) notamos que hay parcelas de el hamiltoniano que no

dependen de o. Entonces pueden salir de la sumatoria tanto de parte del denominador

como del numerador y luego la divisién de esas parcelas seria 1. Asi tenemos:

<f |B>Z,,B,h,J = <f>§\,,8,h,J‘ (H-QQ)

OJ
En lo que sigue presentamos una desigualdad muy importante, no solo para el
modelo de Ising, sino también para muchos otros modelos tales como el modelo de
Potts, aglomerados aleatorios, etc. Esa desigualdad es llamada como la desigual-
dad FKG en homenaje a Fortuin, Kastelym e Ginebre (vea [Fortuin et al., 1971}).
La prueba de esta desigualdad puede ser encontrada con detalles en la referencia
[den Hollander and Keane, 1986]. La desigualdad adaptada al modelo de Ising es como
sigue:
Teorema 11.2.3. (desigualdad FKG) Para A C Z¢, d > 1 finito, § > 0, h =

(he)zezd, J = (Joy)zyezd con Joy =0, reqular y a primeros vecinos, con condiciones

de fronteran € Q y f,g: Q) — R funciones no decrecientes, tenemos que
(f9) ks = (Vhpni (90 sn- (I1.23)

La prueba, para campos no uniformes, de este teorema lo podemos encontrar en

[Bovier, 2006, pag. 68].

Ejemplo 5. Como la funcion o, es no decreciente, podemos usar la desigualdad FKG
y afirmar que

(000 )rpng Z0e)npni{Ty)asna-

La desigualdad FKG tiene importantes consecuencias como
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Corolario 4. Dados A, A subconjuntos finitos en Z*, con A C A, la constante de
acoplamiento J, el campo h, como en el Teorema (11.2.3) y f : Qy — R una funcion

no decreciente.
Dapng = Dasns v Dapns = Fapna (11.24)

Prueba. Para demostrar esta propiedad vamos a usar la propiedad de Markov
espacial y luego FKG. Siendo B := {0, = —1, Yz € A\ A} un evento no creciente (un

evento B es creciente si y solo si 1g es una funcién creciente), tenemos:

(=P apnag = (—[fIB)apns Markov
= <f(—1B)>Z,5,h,.1{<]lB>£,/3,h,JTl

_ _ _ -1
= <f>A,ﬁ,h,J < _ﬂB>A,ﬁ,h,J[< ]lB>A,5,h,J} FKG

= —(apnr-

Vv

N

De eso concluimos (f)y 55 5 < ( f)agn.s ¥ de forma similar para el caso con condicién
de frontera +. O

Como o, es una funcién creciente, podemos usar obtener:

Ejemplo 6. Con las condiciones del corolario anterior,
(O png = O)hsns Y (Oe)asng = (Oa)npng - (IL.25)

Esta desigualdad nos da muchas otras propiedades como la siguiente:

Corolario 5. Sean A un subconjunto finito en Z2, una interaccion J, un campo h y

f:Q — R una funcion no decreciente. Entonces tenemos
(Fapng <{Rsns < <f>j\_,ﬂ,h,J‘ (11.26)

Podemos encontrar la prueba de este resultado en Bovier [Bovier, 2006, pag. 69 | o
en [Friedli and Velenik, 2017, pag. 100].

En lo que sigue daremos las definiciones de la energia libre y la media de la densidad
de magnetizaciéon en volumen infinito. Entonces ;Como se hace para obtener estas
magnitudes en volumen infinito?, podriamos pensar en tomar el limite termodinamico
pero nos queda la duda si de verdad ese limite existe, para salir de esa duda tenemos

el siguiente teorema.
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Teorema 11.2.4. La energia libre en volumen infinito

1
= lim —— InZ I1.27
fom = i e nZan, (.27

existe y estd bien definida, esto es, no depende de la secuencia de regiones finitas ni de

la condicion de frontera escogidas.

La prueba de este teorema puede ser encontrada en Braga [Braga and Araujo, 1999,
pég 20| y Medeiros [Medeiros, 2017, pag 84].

Seguimos con la definicién de la media de la densidad de la magnetizacién
en volumen infinito. Para todos los h’s tales que la derivada de la funcién energia
libre en volumen infinito sea:

mn(ﬁa = AILHZId |A’ Z 0':1: Aﬁh (HQS)

Ahora tenemos um limite con respecto a las secuencias de volimenes y muchas posi-
bles condiciones de fronteras. siendo asi, podriamos estar trabajando simplemente con
algo que no existe y nuestra definiciéon del limite estaria mal. Afortunadamente, en
[Friedli and Velenik, 2017, pag 89|, [Bovier, 2006, pag 70] tenemos teoremas que de-

muestran que el limite (I1.28) estd bien definido.

Teorema I1.2.5. Sea fg, la funcion energia libre en volumen infinito como en (11.27).
fﬁ h

Para los h’s, donde existe, tenemos que el limite (11.28) existe independientemente

de la condicion de frontem y de la secuencia de volumenes escogida.

Otra magnitud importante a ser estudiada es la magnetizacion espontanea

m*(p) == lim m"(B,h). (I1.29)

h—0t+

Observacion 12. En h = 0 no necesariamente eziste la derivada de la energia li-
bre en volumen infinito pero la definicion (11.29) estd bien definida, por cuestiones de

convexidad de fgp en h.

Si las interacciones J fueran invariante por traslaciones, eso es J., = Jy,2.0,4,
donde la traslacién es 0; : Z* — Z¢ y es dada por 0,z == z + j, j € Z% también el

campo fuera constante o nulo podriamos enunciar o siguiente teorema:
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Proposicién 2. Para J invariante por traslaciones, reqular (3., Jz, < 00), ferromag-

nético y h € R, tenemos que

La prueba de esta proposiciéon puede ser encontrada en Friedli y Velenik
[Friedli and Velenik, 2017, pag. 106]. La proposicién anterior no es vdlido para volime-
nes finitos, dado que la invariancia por traslaciones no es vélida en ese caso tampoco

cuando el campo h tiene sus componentes donde cada h, varia.

Ejemplo 7. EnZ' y A ={-n,--- ,n} no es vilido que

mX(ﬂa h) = <00>X,B,J,h'

También si los h, de h no son constantes entonces no es vdlido que:
m*(ﬁ, h) = <UO>Z§,J,h-

Cuando estamos en volumen infinito, la esperanza (-)* del producto de dos spins,

que estan muy lejos, puede ser descompuesta como el producto de esperanzas:

Proposicién 3. Sea 5 > 0, h € R, J invariante por traslacion, ferromagnético, reqular

y f, g funciones locales. Entonces

lim <f-9j9>§,J,h = <f>23_,J,h <9j9>23_,J,h' (IL.31)

ll7ll=00

Podemos encontrar la prueba en [Medeiros, 2017, pag. 66 |. Usaremos ese resultado

en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 8. Con las mismas condiciones de la Proposicion (3), tenemos

lim <Uw0y>E,J,h = (<00>;,J,h)2' (I1.32)

lly||—=o00

Los resultados anteriores nos ayudaran a definir la temperatura inversa critica
que es un punto en la temperatura a partir del cual se pierde la magnetizacién. La
definicién de esa magnitud es como sigue S.(d) == inf{g > 0 : m*(3) > 0} = sup{s >
0:m*(B) = 0}.
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Proposicion 4. Sea f > 0, d > 2 y J invariante por traslacion, ferromagnético,
reqular. Entonces el punto B.(d) es un numero finito.

También se satisface
m*(8,0) = (00) 5,50 = m"(B).

La Proposicién 4 nos dice que existe transicién de fase (esto es existe una tempe-
ratura critica finita a partir del cual el sistema deja de tener magnetizacién) para el
modelo de Ising en la red hiper-cubica con d > 2. Podemos encontrar un bosquejo de
la prueba en [Friedli and Velenik, 2017, pag. 106, 109, 114], en el cual se utiliza una

herramienta matematica conocida como argumento de Peierls.

Observacion 13. La magnetizacion espontdnea en la literatura es usado para definir
transicion de fase (por ejemplo [Aizenman et al., 1987]), de esta forma, siendo [ la
temperatura inversa, se 3 > [3. tenemos m*(3) > 0 y abajo ese punto (8. > ) tenemos

una transicion a m*(5) = 0.

Ya lo habiamos visto antes que la magnetizacién espontanea es lo mismo que la
esperanza con condiciéon de frontera + de algin spin, eso lo podemos enunciar en el
siguiente teorema; note que da una relacién entre campo magnético y condicion de

frontera en la esperanza.

Proposicion 5. Sea > 0, e J invariante por traslacion, ferromagnético, reqular.

Entonces

i 0. . = o II.
hgg+<00>5,J,h <00>6,J,O (I1.33)

Como ya decimos tenemos un sketch de la prueba en [Friedli and Velenik, 2017,
pag. 106, 109, 114] y otra haciendo uso del Teorema de Strassem en Medeiros
[Medeiros, 2017, pag. 89].
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I1.3. Modelo de Ising con campo aleatorio

En este capitulo veremos primeramente la medida de Gibbs en volumen infinito y
la transicién de fase, en el caso determinista, posteriormente veremos el caso en que
nuestro campo tiene aleatoriedad lo que transforma la medida de Gibbs en una medida
aleatoria.

Cuando veamos la definicién matematicamente de la propiedad de transicion de fase
veremos que la esencia de esta, es la medida de Gibbs. O sea, el conocimiento sobre
las propiedades de la medida de Gibbs en volumen infinito nos da mucha informacion
sobre el comportamiento del sistema.

Para construir la medida de Gibbs es muy importante primero definir el hamilto-

niano

Ho)= Y o0~ Yao— Y on,
€S

i€Qg i€S
lli—3ll=1

Recordando que trabajamos en un conjunto de vértices de un grafo llamado W, que
es un conjunto numerable e infinito, asi pudiendo ser, por ejemplo, los vértices de la
red Z%, de un grafo tipo arbol infinito, del reticulado hexagonal, etc.

El conjunto Ej es el conjunto donde los spins o, asumen sus valores?, ademas es
un conjunto metrizable, separable y completo (espacio polaco). En el modelo de Ising
escogemos Ey = {—1,+1}.

También como el spin es una variable aleatoria tenemos que definirlo, para eso,
precisamos un espacio de probabilidad y un espacio medible. Luego, sea & una sigma-
algebra generada por conjuntos abiertos en una topologia métrica; también tengamos
una medida de probabilidad pg, que vamos a llamar de medida a priori del spin. Asi
nuestro spin estd definido en el espacio de probabilidad (FEy, &y, po) v algin espacio
medible (Ey, A), donde A es una sigma algebra.

Precisamos construir un espacio que funcione para varias particulas y por tanto
varios spins. Para eso, tomamos el conjunto Q = Ey" y lo dotamos de una topologia

producto. Las bolas abiertas, son los cilindros® B, s(w) := {' € Q/ mix,es |ws —

2en inglés single spin space ver Georgii [Georgii, 2011, pag 12].
3evento local
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wi| < €}, donde w € Q, S C Wy e € Ry. Como consecuencia de que Ejy es un
espacio polaco tenemos que el espacio topoldgico producto €2 es completo, separable
y metrizable. Usando los abiertos de esta topologia construimos la sigma-algebra de
Borel, que denotaremos por £ que satisface £ = £}V De esta forma tenemos que el spin
estaria definido en un espacio de probabilidad (€2, &,v) y un espacio medible (Ey, G),
siendo G una sigma algebra. En cuanto a la medida v, es la medida que construiremos
en este capitulo, una medida que describa el comportamiento del sistema y que funcione
para los infinitos spins.

Otra propriedad de ) es ser compacto, dotada de la topologia producto, si Ey es
compacto, esto debido al Teorema de Tychonov.
Observacion 14. La notacion Qg significa el espacio de configuraciones construido

usando el subconjunto S C W, eso es Qg = Ej; esta otra notacion Es significa la

sigma algebra generada por eventos locales (cilindros).

I1.3.1. Presentacién de la medida de Gibbs (en volumen infi-

nito)

La medida de Gibbs es una medida que tiene que funcionar para todo el sistema,

en Z?. Para construirla podriamos pensar en tomar el limite termodindmico y hacer

lim A =
AL LB LR = B,k

pero ahora surgen las interrogantes:

., Como entendemos ese limite en volimenes Ah—>HVlV de la medida gz g jn"?

. Una medida que trabaja en todo W si lo proyectamos sobre una caja S C W esta se
comporta como la medida finita como W?

. Existe ese limite?

. Ese limite es tinico?

Observacion 15. Sobre esas prequntas:

= para la primera pregunta podemos ir a la subseccion 11.38 ahi explicamos como se

construye una medida en volumen infinito.
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= para la sequnda pregunta podemos leer la subseccion 11.3.1 y 11.38.
= para la tercera prequnta también queda aclarado en la seccion 11.38.

= [a ultima tiene respuesta afirmativa, pero la justificacion lo podemos encontrar en
el libro de Ivan Velenik [Friedli and Velenik, 2017, cap 6].

El limite termodindmico de estados

La expresion (-)z es llamada en mecanica estadistica estado, osea si tenemos la
funcién local f la expresion (f)s seria la media de f en el estado (-)g.
Un estado es una aplicacién f — (f)s, que lleva una funcién local en un numero

real y que tiene las siguientes propiedades:

= (g =1
» si f > 0 entonces (f)z >0

» (f+Ag)g = (f)s + A(9)s, para todo A € R.

Observacién 16. En andlisis funcional la aplicacion f — (f)s seria llamada de fun-

cional lineal positivo.

Para una secuencia de subconjuntos .5,, crecientes y encajados tal que cubren todo
W' y una secuencia de condiciones de frontera 7,. Decimos que la secuencia de distri-

buciones de Gibbs (1§ 5)nen converge al estado (f)g si y solo si

lim (f)&" 5, = (f)s; (I1.34)

n—oo

para toda funcién local f.
Aqui estamos usando una secuencia de esperanzas finitas de Gibbs, procurando su
convergencia con respecto al volumen, o sea cuando el volumen S, crece a W. Recuerde

que la esperanzas pueden verse como integrales asi

o [ = [ =
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en otras palabras, eso es un limite débil en una cierta topologia. Del teorema de repre-
sentacién de Riesz-Markov-Kakutani (ver [Friedli and Velenik, 2017, cap 6]) tenemos

que existe la medida limite pg, luego podriamos escribir (11.34) asi

/ng,ﬁ,h — M,

Observacion 17. Entiéndase este limite como un limite débil en una cierta topologia

y no el limite en los reales que usamos en cdlculo.

Otra cosa que no dijimos es porque a veces colocamos un estado como siendo una
medida de Gibbs indistintamente. Eso se debe a una consecuencia del Teorema de
representaciéon de Riesz-Markov-Kakutani y dice lo siguiente
Teorema I1.3.1. Para cada estado (-)z. Existe una tunica medida de probabilidad ig
tal que (f)s = pp(f), para todo f local.

Este es un Teorema de la teoria de la medida. La prueba puede se encontrada en

libros de esa materia y en [Friedli and Velenik, 2017, pag. 250 y 312].
Observaciéon 18.
» Usaremos la notacion pg(f) indistintamente de [ fig.

s También podemos notar que, como sucede muchas veces en la matemdtica, este
teorema para medidas es una analogia del teorema del valor medio para integrales

que conocemos en calculo.

Con esas preguntas notamos que la medida que resultar (si existir) tiene que cumplir
requisitos y que no va a ser muy simple su construccion.

La definicion de esa medida de Gibbs en volumen infinito usando el limite ter-
modinamico es intuitiva pero tiene algunos puntos vacios como: que pasa con la defini-
ci6n del hamiltoniano en volumen infinito o como expresa en [Friedli and Velenik, 2017,

pag. 248] si la medida del evento {0, = —1} es lo siguiente cuando § y h son fijos.

Mgn,g,h(ao =-1)= /lgn,ﬁ,h(‘fo =+1) - <00>§n,5,h

=1- M%Ln,,@,h(go =-1) - <00>§n5,h
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luego
1
MJSrn,B,h<UO =-1)= 5[1 - <‘70>§n,5,h]

aplicando el limite termodinamico tenemos:

, 1
lim i, 5.n(00 = =1) = 5[1 = (00)3,4]

n—00 2
pues sabemos que el limite <‘70>E,h existe, como se puede ver la prueba de eso en
[Friedli and Velenik, 2017, pag. 102]. La duda es si podriamos llamar a ese limite co-
mo la medida en volumen infinito, eso es, si u}:h es la medida en volumen infinito, se
cumpliria

) 1
Mgh(ao =—1) = lim M;n,ﬂ,h(o-o =-1) = 5[1 - <00>§,h] (I1.35)

; n=550
Aqui es bueno recordar que al usar todo Z?, el espacio de configuraciones es infinito.
Si bien en la medida de Gibbs finita podiamos sumar cada una de las contables con-
figuraciones que satisfacen {0, = —1} y obtener en (I1.35) lo siguiente 3[1 — (00)5,]-
En volumen infinito eso no es posible, ya que la funcién de particién tendrian infinitos
sumandos, el hamiltoniano también (no estarian bien definidos) y las probabilidades de
cada configuracion serian nulas. Entonces 0 deberia ser igual 3[1—(og)} ,] segtin (I1.35),
0 es que nuestra interpretacion, el entendimiento, de la medida en volumen infinito no

estd lo suficientemente justificada.

.Y si usamos el Teorema de extension de Kolmogorov?

Otro intento de construir la medida en volumen infinito, es usando el Teorema de
kolmogorov, pero para enunciarlo daremos las siguientes definiciones:

Sea M(£2g) el conjunto de todas las medidas de Gibbs definidas en el espacio medible
(Qs,E5).

Siendo A € &g un evento, S finito. Podemos escribir el evento “A sucede en S”,
como siendo ITg'(A) = {w € Q : wg € A}, este tipo de evento es conocido como evento
cilindrico A, o sea, que depende solo de las variables aleatorias o, con z € S. El
conjunto de eventos cilindricos sera denotado por Cs = {IIg'(A) : A € Es}.

La medida marginal de uz en S, con ug € M(), es una medida denotada por
1sls € M(Qs) que es dada por pg|s(A) == us(Ilg'(A)) = ps(C), A € Es, C es un
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evento cilindrico con base S, o sea C' € Cg y Ilg es una aplicaciéon proyeccion, eso
es HS Q= Qs, Hg(w) = Wg.
Teorema I1.3.2 (Teorema de extension de Kolmogorov). Sea (usp)sew una secuen-

cia de medidas de Gibbs finitas y pss € M(Ss) . Si se satisface la condicién de
compatibilidad

ps,s(A) = pua s(Ix (g (A))), para todo A C W y para todo S C A,

donde A € Eg. Entonces existe una unica medida pug € M(Q) tal que la marginal de pg

en Sy, denotada por pg|s,, coincide con g, .

Ejemplo 9. El siguiente evento {o; = +1} es un evento cilindrico con base en el vértice
{1}
Ejemplo 10. Intentar construir la medida en volumen infinito usando el Teorema de
Extension de Kolmogorov no es posible, por que falla la condicion de compatibilidad,
como podemos ver:

Tomemos el Hamiltoniano H(o) = Y. 0,0, + hY 0, y siendo S = {0}, A = {0,4}
conjuntos de vértices de uno y dos elemzzltos respec:f:z'vamente.

Entonces notamos que |Qg| = 2 y |Qp| = 22 tienen ese numero de configuraciones.

0 0 ?
1 1 00 ﬁ *O'Z' = —1

op=1 0:_1. {aizl

o

Ozj *az-——1
16—,

og —

o

Figura I1.3: Configuraciones posibles para S y A.

Ms,ﬁ(Uo = —1) = Zg = - Y MA,B(UO = —1) = ZX
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Como vemos no se cumple la condicion de compatibilidad ya que:
0 _ 0 _
Ns,/a(ffo = —1) # ,UA,ﬁ(UO = —1)-
Construcciéon DLR

A pesar de que, ligeramente hablando, ya dijimos que esa medida limite ;5 existe,
aun queda vacios en su definiciéon y aun no dimos detalles de su construccién. Vimos
que no funciona tratar de construir esta medida usando marginales de la medida, lo
que nos queda es tratar de definirla usando medidas condicionales, ese fue el enfoque
usado por Roland Dobrushin de 1968 a 1969 en el quinquenio siguiente por Landford y
Ruelle.

Entonces tenemos que definir el hamiltoniano, correctamente, en volumen infinito.
Anteriormente dijimos que usamos el hamiltoniano para medir la energia del sistema,
pero ;la expresion matematica del hamiltoniano considerando infinitos vértices, refle-
jarfa la energia fisicamente? parece confuso. Como se hace en Bovier [Bovier, 2006,
pag. 51] podemos preguntarnos jcomo seria la energia de una configuracién infinita
si la reducimos a un subconjunto finito S C W7. La definiciéon de este hamiltoniano
restricto a S seria como sigue:

Hs(o)=— Y 0,0, hoo,

zeS,yeSuse TE€S
[le—y[|=1

Observacion 19. FEsta definicion es diferente de la dada en el capitulo 1 en (I1.3)
ya que en esta se considera sumas en vértices que estan fuera del conjunto finito S,

especificamente los que estan en la frontera exterior de S.

La buena propiedad de este hamiltoniano es que permite la iteraciéon en subconjun-

tos, eso es, si S C S’ vale que
(Hg)s(o) = Hs(o).

Lo que significa que primero obtenemos el hamiltoniano en el conjunto de vértices S’
posteriormente lo restringimos al subconjunto S. Esto nos va ayudar a que la medida

de Gibbs condicional consiga satisfacer la condiciéon de compatibilidad.
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Daremos una clase amplia de Hamiltonianos para los que podemos definir nuestra
medida Gibbsiana y para eso definimos

B(€2,E4) el conjunto de aplicaciones limitadas y medibles, yendo de (£2,€4) y to-
mando valores en (R, B(R)).
Definicién. 2. Una interacciéon @, es una familia {®Ps}scw, donde cada P4 €

B(2,E4). También una interaccién es llamada regular si para cualquier i € W,

existe una constante finita ¢; tal que

Z 1P alloo < ¢ < 00.
Asi

Una interaccion regular es llamada continua si, para cada A C W, ®4 es conti-

nua.

Consideremos el conjunto de todas las interacciones regulares ¢ y dotado de una
norma ||®||g = sup,ew Yoase ||Pallco, s€ convierte en un espacio de Banach, que lo
llamaremos I. Usando las interacciones vamos a crear hamiltonianos. Sea S un sub-
conjunto finito de W, definimos:

Hg(o) = — Z D y(o), (I1.36)
ANS#D
Este Hamiltoniano si estd en Iy entonces Hg serd limitado.
Si tomamos una interaccion ® en I, entonces se satisface que

19]|r = sup > [|Palloc < C

€W g5,

sup 3 sup|@a(0)| < €

zeW Az @

Y Pa(o)| < C (11.37)

Adzx
Sea x € S, si sumamos todos los x que satisfacen (I1.37), tenemos

> |®ao) < [AC
AUS#£D

S @a(o) < IAJC
AUS#D

Ahora recordamos que el hamiltoniano es Hg(0) = — > 4n5.9 Pa(0), asi que
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[Hs(o)| < |AIC
Hsllue = sup [Hs(0)] < [AIC.

Ejemplo 11. La interaccion para el modelo de Ising, con condicion de frontera n, serd

Zx,y Oz Oy, si A= {xvy}a |2j - ?J| =1,
Sy =<3, heoo, si A= {z},
Zm,y Oz My, si A= {(E,y}, |(E - y' =L

FEso da
H.S'(O-) - - Z 020y — Z ha; Oy — Z OxMy-

7y I?y
[lz—y||=1 llz—y||=1

El hamiltoniano (I1.36) tiene las propiedades del hamiltoniano definido en el capitulo
1 y podemos comenzar a construir la medida de Gibbs en volumen infinito.

Para eso definiremos lo que es un ntcleo de probabilidad

Definicién. 3. Una especificacion local es una familia de nicleos de probabilidad

{:U’g,)ﬂ}SCW; tal que:

1. Para todo S C W y A € &, ,ug’)ﬁ(/l) es una funcion medible con respecto a la

sigma-algebra Ege.
2. Para todon € Q , g 4(-) es una medida de probabilidad en (€2, ).

3. Para cualquier par de volimenes S,S" C W, con S C S', y cualquier funcion

medible f, entonces

[ 1 50" WS (do) (o5 s mse) = [ e sldo’) Flolymse),

0 en notacion resumida
G 60 0
HsipHspg = Hsip-
Observacién 20.

» Otros autores denotan los nicleos de probabilidad como mws(A|-), lo que en el texto

de Bovier y en este texto lo denotamos como 11§ (A).

» Las dos primeras condiciones de la definicion anterior (3), son las que definen

un nucleo de probabilidad.
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= Decimos que un nicleo de probabilidad es un nticleo propio si jug 5(B) = 15(n),

para todo B € Ese y para todo n € €.

La especificaciones tienen un comportamiento muy parecido a la probabilidades con-
dicionales, en Bovier dice que la podemos ver “probabilidades condicionales esperando
una medida” (ver [Bovier, 2006, pag. 57|, [Friedli and Velenik, 2017, pag 258]). El lector
puede ver la definicién 6 para hacerse una idea.

Entre las propriedades que son comunes a ambas tenemos la condiciéon de compa-
tibilidad. Esa propiedad en el caso de las esperanzas condicionales es conocida como
a “tower rule”, que hablando ligeramente dice lo siguiente: sea u(f|G) la esperanza

condicional de f dadas las sigmas-dlgebra G, F, G’ satisfaciendo G C G’ C F tenemos

n(u(f161G) = u(£19)-

Ya vimos la definicion de las especificaciones {/Lg?ﬁ}gcw, si los nucleos M(.,)g tienen

la siguiente forma particular

1 — g, c
Iug?)ﬁ(g) o — e PHs(osns )PS(dU),
Zs,

los llamaremos de especificaciéon Gibsiana (ver [Friedli and Velenik, 2017, pag. 260]).
También lo podemos tener en su forma integral

1 - g c
/“g)ﬁ(g)f(a) = /PS(dU)Z(n)@ PHs(@s 1) fag1se),
5,8

)

el hamiltoniano es dado por una interaccién regular como en (I11.36).

Antes de seguir, recordemos lo que es una una esperanza condicional.

Definicién. 4. Consideremos un espacio de probabilidad (Q, F,p) y [ una funcién F-
medible y G C F una sub sigma algebra. Vamos a llamar a la funcién g == p(f|G) una

esperanza condicional de f, si y solo si:
1. g es G-medible,
2. para cualquier funcion h, G-medible es valido que u(hg) = p(h f).

Observacion 21. Usamos la notacion de la medida v aun cuando nos referimos a la

esperanza generada por esta. Esto como consecuencia del Teorema 11.3.1.
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Como lo estamos alertando las especificaciones se comportan como distribuciones de
probabilidad condicionales, pero queda la duda es: jque tipo de distribucién condicional

son? para eso presentamos lo siguiente

Definicién. 5. Dadas dos sigma-dlgebras F O G, una distribucién condicional

regular es una funcion v tal que
1. Para cada n € Q, v} es una medida de probabilidad en F, y

2. Para cada A € F, v3(A) es una funcion G medible tal que su version es ji(14]G)(n),
eso significa que para cuasi todo 1 € Q se satisface vj(A) = u(14|G)(n).

Una funcién asi satisfaciendo esas condiciones siempre va existir pues tomamos E
como un espacio polaco (ver [Billingsley, 2008]).

La idea de usar especificaciones para conseguir una definicién matematicamente
rigurosa de la medida de Gibbs en volumen infinito surgié con Dobrushin en 1968-1969

[Dobrushin, 1968], y luego le siguieron Ruelle y Landford [Lanford and Ruelle, 1969].

Definiciéon. 6. Sea {,ug?ﬁ}SCw una especificacion local. Una medida pg es llamada

compatible con su especificacién local si y solo si para todo S C W y todo [ €
B(,€),
ps(flFse) = ug?[g(f), pg-cuasi ciertamente.

Ahora conociendo a la medida compatible con su especificacion local podemos definir

la medida de Gibbs.

Definicién. 7. A la medida que sea compatible con la especificacion Gibbsiana local,
para una interaccion reqular ®, la temperatura inversa 5 y la medida a priori p. La

llamaremos de medida de Gibbs g correspondiente a @, 3, p.

De esta forma acabamos de construir y definir mejor la medida de Gibbs en volumen

infinito.
Observacién 22.

= La definicion es muy importante y interesante por eso es bueno ver como es
definida en varios textos como [Georgii, 2011, pdg. 16], [Bovier, 2000, pdg. 57],
[Friedli and Velenik, 2017, pdg. 261].

39

© ®9® Repositorio Institucional - UNASAM - Perti



» La distribucion condicional reqular pg(f|Fse) se consigue de f integrando sobre

todas las variables o, con x € S y dejando fijas todas las o, con x € S°.

Sabemos la definicion de la medida de Gibbs pero como sabemos si una medida
cualquier es en verdad una medida de Gibbs, para eso usamos el siguiente resultado.

Teorema I1.3.3. Una medida de probabilidad 115 es una medida de Gibbs para ®, 3, p

8/[: y SOlamente SZ., paTa IdeO S C [L )

Prueba. Probaremos la ida: si la medida p es de Gibbs entonces por su definicion

es compatible con su especificacion local eso es

ps(f|lFse) = ug?ﬁ( f), mp-cuasi ciertamente,

luego por la ley de la probabilidad total tenemos:

1o ps(f1Fse) = ps(f).

Ahora para mostrar la vuelta: Observemos la definicién (4), podemos notar que ug?ﬁ

satisface la primera condicién, ya que una especificacion por definiciéon es Fse medible.
Veamos si la especificacion satisface la segunda condicion de la esperanza condicional,

para eso consideremos

1 15[ (ns) h(nse)l] = ps [ h(nse) u§s (£ (ns))]
= ps|h(nse) £ (ns)]

esto es posible ya que h(ng:) es Fse-medible, propiedades de la esperanza condicional
y (I1.38). Asi podemos notar que la especificacion es compatible con una esperanza
condicional, luego es una medida de Gibbs. 0
Las ecuaciones (I1.38) son conocidas como ecuaciones DLR eso en honor a Do-
brushin, Landford y Ruelle, que fueron los primeros en usar la idea de especificaciones
para construir la medida en volumen infinita.
Con esta definicién rigurosa, podemos enunciar el limite termodindmico, como un

teorema.
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Teorema I1.3.4. Sea ® una interaccion regular y continua, M(é)g la especificacion Gibb-
siana correspondiente. Sea S, una secuencia de volumenes finitos crecientes y absor-
bentes. Si, para algin n € ), la secuencia de medidas ,ugﬁ converge débilmente a una

medida de probabilidad A, entonces \ es la medida de Gibbs con respecto ®,p, 5.

La demostracion de este resultado puede ser vista en [Bovier, 2006, cap. 4].

11.3.2. Breve presentacion de la medida de Gibbs aleatoria

Si consideramos el siguiente hamiltoniano

Hs(o)[w] = — Z 020y — Z hy[w] oy,

xz,ycE(S) zeS

donde 0 € Q, w € U, h,[w] es una variable aleatoria en el espacio de probabili-
dad (U,U,P). Esta nueva aleatoriedad altera el comportamiento de nuestra medida
de Gibbs.

Similarmente como hicimos en la construccion de la medida de Gibbs también puede
ser construida usando especificaciones, pero esta vez las especificaciones tendran la
aleatoriedad respectiva a h,.

Entonces comencemos con las definiciones aleatorias de la especificaciones, las espe-

cificaciones Gibbsianas y la medida de Gibbs.

Definicién. 8. La especificacion local aleatoria es una familia de nicleos de probabilidad

{ug?ﬂ[w]}SCW, dependiendo del pardmetro aleatorio, w, tal que:

1. Para todo S C W y A € &, ug?ﬁ(A) es una funcion medible con respecto a la

sigma-dlgebra Ege X B.

2. Para P-cuasi todo w, para todo n € Q) | ,ug% [w](dw) es una medida de probabilidad
en €.

3. Para P-cuasi todo w, la familia {Mg?ﬁ [w]}scw es una especificacion Gibbsiana para

una interaccion aleatoria y la temperatura inversa [3.

4. Una especificacion local aleatoria es llamada de continua si, para cualquier S

finito, ug")ﬁ[w] es conjuntamente continua enn € Q ew € U.

En especial tomemos la especificacion Gibbsiana.
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Definiciéon. 9. Si tenemos una interaccion reqular aleatoria. Tenemos que la expresion
1
(m)
Zs.53 [w]

pw](do) = e PSS nse) o (dog)b,.. (doge)

es llamada de especificacion aleatoria Gibbsiana. Ademas de eso, si ® es continua, la

especificacion Gibbsiana es continua.

Para definir la medida de Gibbs aleatoria definimos primero el siguiente espacio.

M(Q, &) es el conjunto de medidas de probabilidad en (€2, &).

Definicién. 10. La aplicacion medible g : U — M (82, E) serd conocida como medida
aleatoria de Gibbs para una interaccion aleatoria y la temperatura inversa 8 si, para
P-cuasi todo w, la medida pglw] es compatible con a especificacion local {Mg?ﬁ[u}]},gcw

para la interaccion tomada.

Ya enunciamos la definiciéon de la medida pero aun no hemos probado que de verdad
esta medida existe, como en el caso de la medida usul de Gibbs podiamos hacerlo
por definir especificaciones Gibbsianas y medidas compatibles con esta. Por otra parte
podriamos usar el limite termodindmico para verificar esta medida.

Si usamos el método de limite termodinamico, en el caso de la medida aleatoria seria:
considerando E compacto, para cuasi todo w € U, con S, [w] crecientes y absorbentes;
entonces la sucesion g slw] posee puntos de acumulacion. Asi tenemos la subcesién
Sh,, [w] de S,[w] tal que

#gnm [w],,e[w] — pglwl,
osea, la subsucesién converge a la medida de Gibbs, para una interacion aleatoria ®|w]
(Ver Bovier [Bovier, 2006, pag. 100]).
Observacion 23. Que tengamos subsuceciones que convergen a la medida de Gibbs

depende de la realizacion w € U tomada. Osea pglw| va a depender de la realizacion

tomada. Esto nos hace prequntarnos sla aplicacion w — pglw] es es medible?

Si queremos construir rigurosamente la medida de Gibbs aleatoria tenemos que
superar el problema de su medibilidadad. En el libro de [Bovier, 2006] afirma que el
estudio fue iniciado con Van Enter [van Enter and Griffiths, 1983], Aizenman Wehr
[Aizenman and Wehr, 1989]; en la literatura de spin glasses con Charles Newman y

Daniel Stein [Newman and Stein, 1998].
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Con los teoremas en esos trabajos, afortunadamente, la existencia rigurosa de la

medida aleatoria ya fue superado.

11.3.3. Resumen sobre el Modelo de Ising con Campo Aleato-
rio
Estudiaremos el modelo de Ising con los campos siendo variables aleatorias. Eso es

en

Hs(o)w] == 3 Joy0u0y— D halw]o,

z,ycE(S) zesS
donde h,|w] es una variable aleatoria. Este modelo puede ser mas general, considerando
la aleatoriedad en las constantes de acoplamiento J o la estructura de grafo.

El modelo de Ising con campo aleatorio (en inglés Random Field Ising Mo-
del es abreviado por RFIM) fue primeramente estudiado por Imry y Ma que en
[Imry and Ma, 1975] afirmaron, para la red hipercibica en dimensiéon d < 2, no hay
transicion de fase, pero en d > 3 hay varias medidas aleatorias de Gibbs. Posteriormen-
te, tendriamos las pruebas en los articulos de
Bricmont y Kupiainen [Bricmont and Kupiainen, 1987, Bricmont and Kupiainen, 1988]
para d > 3 y también los de Aizenman y wehr
[Aizenman and Wehr, 1989, Aizenman and Wehr, 1990] para d < 2.

Con el fin de entender mejor el RFIM recordemos el argumento de Peierls [Peierls, 1936];

que es la base de métodos para probar transicién de fase (ver Bovier [Bovier, 2000,

Ch. 4)).

Breve presentacion del Argumento de Peierls

Sea zy una arista en Z? y denote por zy* su plaqueta dual, eso es el espacio dado
por los puntos intermedios entre arista y arista.

Otra forma de pensar en las plaquetas duales son los lados (d — 1)-dimensional que
corta cada arista por la mitad.

Ahora, reuniremos todas las plaquetas que satisfacen una condicién en el siguiente
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Figura I1.4: Las lineas definidas representan las aristas y las lineas punteadas represen-

tan las plaquetas duales en Z2.

conjunto
I'(o) = {zy*|o,0, = —1},

observe que I'(0) C R?, es una superficie en d = 3 y en d = 2 curvas.

Llamaremos a las componentes conexas de I' de contornos y escribiremos v € I'.
Los contornos tienen la propriedad de ser cerrados de longitud finita o infinita (Podemos
aprender més de contornos en [Bovier, 2006, pag 63], [Velenik, 1997, cap 2],

[Friedli and Velenik, 2017], [Procacci, 2005]).

Expansion en contornos

Veamos como hacer una expansion en contornos
Seac e Qfy

Hgp(o) = — Z Jamay—thaa;— Z Jo, .

zy€E(S) zes IngyH;;
TEDS, Y

Definimos el conjunto Es como el conjunto de todas las aristas E(S), juntamente con
todas las aristas que unen S a su frontera 0S. Recordemos que la frontera es 05 =
{yese: lzr—yl=12¢€5}

La condicién de frontera positiva ™ significa que los puntos que estan en 95, todos
toman 7, = 1.

Asi, podemos reducir la expresién anterior del hamiltoniano

Hsp(o) = — Z Jo,o, — Z haoy

zye€s €S
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Figura II1.5: Representacion del conjunto Eg.

Sea zy una arista en Z? y denote por zy* una plaqueta dual. Denotemos por
(o) = {zy"|oyo, = —1},

el conjunto I'(¢) C R? es una superficie en d = 3 y curvas en d = 2.

A las componentes conexas de I' las llamamos de contornos y escribimos v € T'.
Los contornos tienen la propriedad de ser cerrados, pueden ser de longitud finita e
infinitas. (ver [Bovier, 2006, pag 63|, [Velenik, 1997, cap 2|,[Friedli and Velenik, 2017],
[Procacci, 2005])

Veamos como conseguir la expansion en contornos, vamos hacer esto considerando
hamiltonianos con campo. En la mayoria de libros se encuentra solo la expansion en
contornos sin campo.

Para eso sumamos en las parcelas mas uno y memnos uno.

Hop(o)=— > J(owoy —14+1) = > hy(o, —1+1)

zy€€s z€S
=l = T b= X (a0, 1) = X s
x€S ry€ls zes
Si 0,0, = 1, la segunda sumatoria arriba desaparece. Cuando 0,0, = —1 genera con-

tornos ( en algunos libros son llamados de polimeros 7, ). Note que en el interior de los

contornos toman en el valor de —1.

o)l T ()]
Hgp(o) = —=J|Es| = Y hy +2J Z el +2 ) > hy
x€eS k=1 z€y,
[T'(a)]
= —J|E| =D ha+2 Z vl + D b
zeS TEVE

Recordemos que I'(0) es el conjunto de contornos asociados a la configuracién o. El

conjunto v son los vértices de 74 que estan rodeados por el contorno 7. En cuanto que
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|7| denota el ntmero de lados, respecto a cada spin con signo diferente, del contorno

v, end = 2.
A I S :
O ¢ E ® ¢ L 2
I T mr ot R EUR
1 ! ' ! 1 1
' ——o—1—9o1—9¢ ——o !
1 1 1 1
(Yo P | 1 1 S :
1 : 1 1
S — : o9 —o |
1 i I P ;
1 1 1 H
99— oo |
RPN LU ) P -
1 1
o+ 91 ¢ ¢ o
1 1 1 !
R S M 1 L- ket |
1 1 1
o O——e oo
[ | ]
1 1 | ]

Figura I1.6: Considerando condicién de frontera + (no graficada), las lineas punteadas

representan los contornos, puntos rojos son o, = +1 y puntos azules son o, = —1.

Observaciéon 24. Para condicion de frontera negativa o € (g el hamiltoniano es dado
por
L (o)
Hsn(o) = =JIEs|+ Y ha+2 > [Tl = D hef -
z€S k=1 TEVK

Ya dimos la expresion para el hamiltoniano y ahora la funcién particién es descrita

Ccomo
o [T'(o)]
Zign= > ¢ "M = (8) 30 11 €tw), (11.39)
UEQ; UEQ; k=1

donde Cj (S) = exp{JB|Es| + ﬁxgs ho)}y &) = exp{—28J|v| — 28 $§k hy}.

Observacion 25. Llegado a este punto podriamos usar otro tipo de expansion que se
llama expansion en polimeros podemos aprender sobre eso en
[Procacci, 2005, Friedli and Velenik, 2017, Pfister, 1991, Velenik, 1997], en la tesis de

Velenik demuestra la relacion uno a uno entre contornos y configuraciones.

Expresiéon usando la expansién en contornos de la esperanza

La expresion para la medida de Gibbs, considerando o € Q¢ es

—1 -1
(o) IT(o)]
Hopn(e) = e PR | 57 et e = T () | 30 T1 €0w)
oeﬂg k=1 UGQg k=1
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Ejemplo 12. las funciones de correlacion de un sitio, son descritas por

+ . —,5' HS h(O‘) + -1 E§1ﬂ7h<x)
<Ux>s,,3,h — Z Oz € ’ [ZS, ,h} = =3

oeQf =58,k
. (o) ' _ _ .
donde 2§ 5 1,(A) = Yoeqt 0A k];ll §(n), siendo A un subconjunto finito de S yZg 5, =
()]
IT &)
er;’ k=1

Podemos describir el spin de x en términos de los contornos que lo rodean, de la

stguiente manera

> 1,
op = (1 = T (-t = (-,
~€eT (o) k=1

Usando la ultima identidad arriba en la expansion de la correlacion podemos obtener

7o)

+ _ 0€Qs k=1
(a5 pn = (o)l ’
> I &w)
c€Qs k=1

donde &, (k) = (—1)11[””631 exp{—26J|vk| —26 > hi}.
TEVE
Con un procedimiento andlogo al utilizado arriba , obtenemos la expansion de la

correlacion de un subconjunto finito A C S, como siendo

IT(o)l

> I &alwm)
L eent koL
(7a)s5n = T (o)] ’
§(m)
et k=L
Z Z ]l[rezl E IL[ace'_v]
considerando o = (—1)*€A7€r @) y Ealm) = (1) E(k)-

Observacion 26. Cuando el campo es nulo h = 0 la medida de Gibbs es

n e_ﬁ HS,h(U)
#S,B,h(a) = Z e—ﬁ HS,h(U)
oeﬂg
[1 e 2°/hl
_ 7€l(o)
- 2 (I1.40)

UEQ; €l (o)
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El siguiente lema condensa la observacién de Peierls el noté que la probabilidad de
que aparezca un contorno en una configuraciéon disminuye con el tamano del contorno
o si la temperatura es pequena (baja temperatura).

Lema 1. Seja pug una medida de Gibbs, con campo nulo h =0, 8 >0, J =1y vy un

contorno finito. Entonces
psly € T(o)] < 2e72°01, (IT.41)

La siguiente prueba que daremos esta inspirada en Friedli y Velenik
[Friedli and Velenik, 2017] y es para d = 2. Tambien la prueba de este teorema y de los
dos teoremas siguientes las podemos encontrar en Bovier [Bovier, 2006] para d > 2.
Prueba. Fijamos un contorno en especial y lo representamos como -, también para
no sobrecargar las notaciones escribiremos solamente I" significando I'(o). Luego

psplys €T = > pspo)

oyel(o)

e~28h-l [1 e 2N
oy €l yel\{14}

S I1 e28h

+
JGQS vyel

En lo que sigue vamos a mostrar

g€l yeN\{«}

S I e—28h <L

UEQg el

(I1.42)

o sea todo esa fracciéon es limitada por uno.
observe que para la configuracion o tal que v, € I'(0) podemos asociarla a otra

configuracion ¢’ creada por retirar el contorno ., luego podemos definirla como
; caso contrario

Ahora consideremos el conjunto O(v.) que contiene todas las configuraciones o
asociadas a o tal que 7. € I'(0). Observe que Q& tiene mds configuraciones que O(7,.).

Reescribimos la sumatoria

Z H e 28171 — Z H e~ 281

o’€0(yx) v €l (') oy« €L yeT\ {7}
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Lo ultimo nos permite observar que (I1.42) es verdad.

Para obtener (I1.41) basta tomar limite sobre el volumen. O

Observacion 27. En la prueba anterior o esta significando configuracion y no spin.

En lo que sigue vamos usar el lema anterior para acotar la probabilidad de un spin
tomar —1, note que
1sp0 (00 =—1) < g0 (37* el:%> 0) < Y ibpo(T3 7). (I1.43)
YxiYx 20
Esas desigualdades nos van ayudar a mostrar transicion de fase para d > 0y h = 0.

Teorema I1.3.5. Sea p15 una medida de Gibbs, el hamiltoniano dado por H(o) =

>, 0,0, Asumimos que d = 2. Entonces existe 33 < oo tal que para todo B > B4
Ty€Z
tenemos: .
psl3r € Do) 0] <,

donde vy es el conjunto de vértices de 74 que estdn en el interior de el contorno .

Usaremos los resultados anteriores para mostrar la existencia de dos medidas de

Gibbs.

Teorema 11.3.6. Con las condiciones del Teorema 11.3.5 tenemos que existe al menos

dos medidas extremales de Gibbs yuf y pug satisfaciendo p*(og) = —p~ (o) > 0.

La desigualdad (I1.43) fue deducida observando que el evento {oy = —1} estd inclui-

doen {3y € I'(¢) : v > 0}, luego si tomamos una medida de Gibbs en volumen A,,, para

cualquier n tenemos ,ug: A, l00 = —1] < ,ug?’ a3 ET(0) iy 20] < %, uniformemente.
La ultima desigualdad (menor que 1/2) es conseguida usando la prueba del Teorema

I1.3.5 en [Bovier, 2006, pag.65]. Usando el limite termodinamico sigue que

pgloo = -1 < pj[E3yel(o) 730 <

N —

Portanto 11 [00] = 1 — 2uf[og = 1] > 0.

Como vemos en [Friedli and Velenik, 2017, pag. 107] es valido que pu*(09) = —u~ (09),
por simetria (la esperanza se puede identificar con la medida por el Teorema de Riesz
Markov 11.3.1). Ademas usando que p*(0g) = p~(0g) si y solo si tenemos unidad (ver

[Friedli and Velenik, 2017, pag. 105]), podemos concluir el resultado del Teorema I1.3.6.
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I11.3.4. O argumento de Imry y Ma

Como vimos el argumento de Peirls funciona cuando tenemos simetria, eso es (o) =
—u~ (o) que es valido cuando el campo es nulo. En el articulo de 1975 [Imry and Ma, 1975],
Imry y Ma estudiaron el modelo de Ising con campo aleatorio, esto rompe la simetria;
estudiaron como afecta esto en la transicion de fase. La idea fue extender el argumento
de Peierls [Peierls, 1936] para el campo con aleatoriedad.

Ellos trabajaron con el siguiente hamiltoniano

Hwl(o) == > o,0,—€> hyfw]o,. (I1.44)
zyeE(S) xeS

La esencia del argumento de Peierls es que cambiar el estado fundamental (ground
state) +1 dentro de un contorno 7 a otro estado fundamental —1 tiene un costo de
una energia de superficie (contorno) de 2|y|. Como el campo es nulo, por simetria, la
energia considerando solo los sitios que estan en el contorno (bulk energy), de los estados
fundamentales +1 y —1 son iguales.

La bulk energie es dada por

Epar () = %€ > hyw],
zey
podemos obtener Ejp,; del hamiltoniano
Hsplw](o) = —J|Es| — €D halw]+2 3 [+ Y. 2e ) halw],
zeS ~v€l (o) ~el'(o) ZTE€YK
observe que 2¢ Y, h,[w] es la suma de todos los h, dentro del contorno 7, entonces si
cambiamos el estado + por el estado — el valor de Hamiltoniano queda alterado, eso
no ocurre cuando el campo es nulo.

En el argumento de Peierls, es hecho considerando el campo externo nulo h = 0

entonces la energia de superficie de un contorno, solo seria de 2||. En el caso con campo

aleatorio uno de los aportes a la energia de superficie seria

Epar () = %€ > hyw],

TEY

el signo depende si tomamos como estado fundamental el + o el —. Si el campo aleatorio

fuese uniformemente limitado tendriamos que la contribucién seria limitada por 2¢|v| en
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valor absoluto, pero esto es seria mucho mayor que el area de la superficie comprendida
en el contorno.

Entonces Imry y Ma argumentaron que podemos obtener una cantidad mejor que
esa, mucho menor. Usando el teorema do limite central, el valor tipico? de Ep(7),

para v,y € <<< 1 seria

Eyur(y) ~ e/, (I1.45)

ya que tomando los h, con media 0 y varianza 1 tendriamos

€ erl hx

1

vl

P(—¢|y| < <ey)=1-e (I1.46)

Observacion 28. Recuerde la distribucion de la media muestral, la cual es consecuencia

del teorema del limite central.

De la desigualdad isoperimetrica en Z¢, tenemos |y| < 2d|fy|d%1. Se substituimos en

d
(I1.45) notamos que la bulk energy es Epyy(7y) ~ £2de|y|2@D | para d > 2, que es mucho
menor que |y|. Con este raciocino, Imry y Ma conjeturaron que el modelo de Ising con

campo aleatorio posee transicion de fase para d = 3 y no para d < 2.

Algunos teoremas en RFIM

En lo que sigue vamos a reproducir algunos resultados del argumento de Peierls, con
las variaciones adecuadas, como en el libro de Bovier [Bovier, 2006], ya que esa idea fue
la seguida por Imry y Ma para predecir la existencia de una medida de Gibbs para el

modelo de Ising con campo aleatorio.

El Lema siguiente es una adaptacion del Lema 1 pero considerando el hamiltoniano

con campo aleatorio.

Lema 2. En el modelo de Ising aleatorio, para cualquier medida de Gibbs jig,

sl € T(0)] < exp(=261] + 110 2 o s = Zo o). (11.47)

4son los valores comprendidos entre el intervalo dado por la media menos la desviacién estdndar y

la media mas la desviacién estandar.
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Observacién 29. En el lema anterior I'(o) es la coleccion de contornos asociadas a
la configuracion o, el nimero de plaquetas de vy es denotado por |y|. Asi, también ~y es
el conjunto de vértices contenidos en el interior del contorno y ™ (v%*) el conjunto de
vértices que estdn en el interior (exterior) y a una arista de distancia del vértice que

estd en el exterior (interior).

Prueba. Tenemos la siguiente igualdad
psly € T(0)] = ployes = +1,05m = =1] + pg[oyes = =1, 05m = +1], (I1.48)

donde [0z = 41,0, = —1] representa el conjunto de todas las configuraciones
que tienen contornos v, que tienen la propriedad que en la frontera interior tomar —1
y +1 en la frontera exterior. Esta es una prueba basada en el [Bovier, 2006].

Usamos una ecuaciéon DLR (Dobrushin, Landford, Ruelle)
M,B[Ufyex = +1,0',yin = —1] = /,LIB[O',yem = +1] ,U/;B[O',yzn = _1]

Ahora, analizamos

E,  plown = 1) Ml
M+ [O- in — —]_] = l\’yzn v
v, BL7Y E & 7IBH1(01\’Y
O'»Yin O—l\’yin
- -1
e Bl Zl\’yi”75 p(U,ym — _1)
5293 in ex Oy —1
Ecr,yin € eVt yey Z’V\wi",ﬁ
—1

Z in
< e % _ (11.49)
Zv\vi" B

in 'r]a/)

y para la otra parte
zZ1L

Z*l

105, gloym = +1] < e
B Y\y", B

De (I1.48) y de las ultimas desigualdades, sigue que
Z! ZH! ]

Y\v", B n Y\v", B

1 —1
Zz\vi", B Zz\vi", B

psly € (o)) < e

OJ

El objetivo es obtener un resultado similar al Teorema I1.3.6, para campo nulo, pero
esta vez serd considerado campo aleatorio y d > 3.

El lema anterior permite, juntamente con otros resultados debidos a Talagrand,

mostrar el siguiente Lema:
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Lema 3. Sea el campo aleatorio h = (hy)zezd, con distribucion simétrica y limitado
(hy < 1), o su distribucion es Gaussiana. Luego hay una constante C' < oo tal que,

para cualquier z > 0,

2
Pl Z5 g — I 25l > 2] < Cexp (_éﬁjc’lvl> .
La prueba de este lema puede ser encontrada en [Bovier, 2006, pag,.].
El siguiente teorema permitira probar una version del Teorema I1.3.5
Teorema 11.3.7. Consideremos que hay una constante positiva C' tal que, para todo
AN C 79,

22

donde AAN' es la diferencia simétrica. Entonces, si d > 3, existen eg > 0 y By < oo tal
que para todo € < €9 y B = Po, para P-cuasi todo w € U, existe al menos dos medidas

de Gibbs extremales en volumen infinito ,ug Y Hg -

La prueba de la existencia de mas de dos medidas para el modelo de Ising con d > 3,
sin colocar las hipotesis del paragrafo anterior, fue dada por Bricmont y Kupiainen

[Bricmont and Kupiainen, 1988].

11.3.5. El método de Aizenman y Wehr

Imry y Ma notaron que en d < 2 la energia de la superficie puede ser superada por
la bulk energy eso significaria que la influencia de una realizacién del campo aleatorio
es determinante en la orientacion local de los spins. Entonces no importa cual sea la
condicién de frontera, su influencia no es perceptible en el interior del sistema, lo que
implica una tnica medida de Gibbs aleatoria.

Aizenman y Wehr [Aizenman and Wehr, 1990] describieron esos raciocinios. El re-
sultado principal de ellos fue:

Teorema I1.3.8. En el modelo de Ising con campo aleatorio i.i.d. cuya distribucion es
no concentrada en un simples punto (no degenerada) y posee al menos 2 + € momentos

finitos, para algum € > 0, se d < 2, existe una unica medida de Gibbs en volumen

infinito.
La prueba del teorema podemos encontrar en Bovier [Bovier, 2006].
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11.3.6. El resultado de Bricmont y Kupiainen

Bricmont y Kupiainen [Bricmont and Kupiainen, 1988] hicieron el estudio del mo-
delo para d > 3 de una forma bien diferente a los estudios anteriores Fisher, Frohlich
y Spencer [Fisher et al., 1984]. Ellos utilizaron una herramienta conocida como grupos
de renormalizacién. Esa teoria puede ser encontrada en Bovier [Bovier, 2006] y con mas
detalles en el articulo [Bovier and Kiilske, 1994].

El teorema a seguir implica la transicion de fase para d > 3. Fue el resultado

principal de [Bricmont and Kupiainen, 1988].

Teorema 11.3.9. Sea d > 3 y asumimos que las variables aleatorias h, son i.i.d.
simétricamente distribuidas y satisfacen P[|h,| > h] < exp(—h?/A?%) para un A sufi-
cientemente pequeno y h > 0. Luego, existe By < 0o, ag > 0, tal que para todo 3 = By
y A < Ay para cualquier secuencia creciente y absorbente de volimenes A, 1 Z¢, la
secuencia de medida an,g converge a la medidas de Gibbs disjuntas p%, P-cuasi cier-

tamente.
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II.4. Introduccién a la teoria de vidrios Spin

En esta seccion aprenderemos lo que son los modelos de vidrios spin basado en
el libro de [Nishimori, 2001], [Talagrand, 2003], el libro de [Bovier, 2006] también po-
see un capitulo donde se ve algunos resultados de spin glasses, en especifico so-
bre el modelo de Sherrington-Kirpatrik, méas sobre este modelo en [Panchenko, 2012,
Panchenko, 2013b, Austin, 2012]. En la teorfa de spin glasses veremos los modelos de
Sherrington-Kirpatrik, p-spin; en la teoria de estos modelos podemos aprender métodos
para solucionarlos, o sea, encontrar una forma analitica para la funciéon energia libre en
términos de sus parametros de orden, metodos como el de replicas por ejemplo. Podemos
ver esos resultados en los textos de Panchenko [Panchenko, 2013b, Panchenko, 2012], en
el articulo de Auffinger y Chen [Auffinger and Chen, 2016, Auffinger and Chen, 2018]
o en el texto de [Austin, 2012].

Observacion 30. Como en este trabajo vamos a estudiar la propiedad de ultrametri-
cidad en el modelo de Ising con campo aleatorio (RFIM), notamos que el RFIM no es
un spin glass, porque no tiene frustracién®. Para estudiar materiales que presentan la

propiedad de los spin glasses ® (ver Jesi [Jesi, 2016]).

I1.4.1. Sobre los vidrios spin

En los cristales los atomos estan ordenados en una estructura reticular a diferencia
de los widrios (glasses) en los cuales los dtomos estan en posiciones aleatorias, fijos
en el tiempo. Los vidrios son aleaciones creadas por un enfriamiento muy rapido pero
que no pasan por una transicién de fase, ejemplo, una masa chiclosa de acero en alta

temperatura que es enfriada muy rapido produce una vitrificacion del metal.

5Decimos que un sistema, con los spins tipo Ising 0, = =1 tiene frustracién si en el podemos
alcanzar la energia minima en todas sus interacciones simultdaneamente, otra forma de ver esto es
si tomamos circuitos cerrados y multiplicamos todos los acoplamientos y si el resultado es negativo

decimos que tenemos frustracién (ver Jesi y de las gupta [Jesi, 2016, pag. 10], [Dasgupta, 2015]).
6No confunda spin glasses con materiales que presentan glassy phase, el primero solo es un caso

particular del segundo, los cuales tienen mucha aplicabilidad en la industria [Jesi, 2016].
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. Que son los vidrios spin?

Los spin glasses o vidrios de spin son materiales magnéticos que presentan aleato-
riedad en la interaccién de los spins y frustracion, tenemos una extensa literatura y
eso es debido a que el modelo no solo esta relacionado a los spin glasses sino que tam-
bién los modelos de esta teoria sirven para otras teorias como teoria de la informacion,
redes neuronales, procesamiento de imagenes, desdoblamiento de proteinas, problema
del agente viajante y mas (ver [Jesi, 2016, Stein and Newman, 2013, Nishimori, 2001,
Panchenko, 2013b, Panchenko, 2012, Austin, 2012])

Los fisicos estudian los spin glasses desde la segunda mitad del siglo XX, pero fue

en 1970 que Anderson [Anderson, 1970] lo nombro asi por primera vez.

11.4.2. Modelo de Sherrington-Kirpatrick

En 1975 [Edwards and Anderson, 1975], [Edwards and Anderson, 1976] Anderson
creo un modelo simple y matematicamente capaz de describir los fenémenos observados
sobre spin glasses. Este modelo tiene el siguiente hamiltoniano

H(o) = Z Juy 0p0y — h Z Oy .
zyeE(AN) zeAN
Donde la parte aleatoria esta en los (J,,) a primeros vecinos, con cada J,, independien-
te y uniformemente distribuida. Estas interacciones como se puede ver en la literatura
generalmente tienen la distribucién gaussiana o la distribuciéon que asume +.J con de-
terminadas probabilidades.

El modelo de Edwards-Anderson puede ser simplicado eliminando en cierta forma
la dependencia del espacio a esto lo conocemos como crear uno mean field model (ver
Stein [Stein and Newman, 2013, pag. 91],[Friedli and Velenik, 2017],[Bovier, 2006],
[Panchenko, 2012],[Austin, 2012])). Para este modelo tenemos el modelo SK, creado
pocos meses después de aparecer el E-A model, que es un modelo creado por David
Sherrington y Scott Kirkpatrick [Sherrington and Kirkpatrick, 1975], que tiene el ha-

miltoniano de la siguiente forma

Joy0z0y — h Z Oy (I1.51)
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donde z,y € {1,...,N}. La aleatoriedad esta en los (.J,,) a largo alcance y cada

Jzy es independiente y uniformemente distribuido.

11.4.3. Idea del método de réplicas

Ya presentamos las replicas en la seccién 1.4, para mejorar la comprension lo pre-
sentamos nuevamente.
Observacién 31. Sean o', 0%, --- configuraciones i.i.d. de la medida de Gibbs. Estas
variables en el modelo de vidrios de spin son conocidas con el nombre de replicas. Otra

variable importante en esos modelos son las sobreposiciones (overlaps) de replicas que

estan dadas por

Queremos solucionar el modelo SK 7 para eso usamos el método de las réplicas que

consiste en expresar el logaritmo como un limite de potencias, de la forma:

InZ = lim 2.~ 1,
n—0 n
E[Z"] —1
E[ln Z] = lim ¥
n—0 n

Lo anterior es un buen ejercicio de calculo de limites o algo facil usando la regla de
L’Hopital o la expansion de Taylor del logaritmo natural. La esperanza es con respecto
a la aleatoriedad de las constantes de acoplamiento J, y la funciéon de particion Z
depende aun del tamano del volumen N de (I1.51), mas por simplicidad lo escribimos

sin subindice. Como

E[Zn] = /Zn H P(ny)deya

<y

de esta ultima expresion podemos hacer expansiones en las réplicas (Ver [Nishimori, 2001]).
En esta expansion vamos a multiplicar varias replicas, asi podemos dar los siguientes
nombres a las expresiones

Gop = El(0707)],  ma =E[(07)].

x

"Eso significa que podemos encontrar una forma explicita para la energia libre como funcién de los

pardametros de orden de ese modelo.
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Observacion 32. Aunque esto va mas alld de una presentacion, en Jesi [Jesi, 2016]
vemos como caracterizar las fases del modelo spin glass cuando tenemos los parametros

(volumen infinito) dados por
¢ =E[{02)"], m=E[{o)],

el primero es el parametro de orden para el spin glass y el sequndo es para la magneti-

zacion. Las fases del modelo son:
= paramagnético en altas temperaturas: ¢ =0 ym =0,
» ferromagnético: ¢ >0 ym >0,

» spin glass a bajas temperaturas: ¢ > 0 y m = 0.

Solucion de réplica simétrica. Buscamos la solucién del sistema y para eso hacemos
la expansion de E[Z"] en términos de sus réplicas asi aparecen los términos g,z y me. En
Sherrington y Kirkpatrick [Sherrington and Kirkpatrick, 1975] consiguieron la solucién
para el sistema, pero para eso fue necesario hacer la suposicion que las réplicas son
equivalentes, lo que quiere decir es lo siguiente ¢, = ¢, para todo a # y mq, = m (ver
[Nishimori, 2001, pag 17], [Stein and Newman, 2013, pag 95]). Esa solucién funciono
bien para altas temperaturas, pero para bajas temperaturas el modelo daba resultados

no fisicos y eso originaba un error.

Quiebra de la simetria de la réplica. El error estaba en suponer g,g, con a # 3,
puede ser determinado por solo un valor ¢, eso es, considerar que todas las réplicas
son simétricas. Parisi en [Parisi, 1979] creo el método de quiebra de la simetria de re-
plica que consigui6 solucionar el problema. Aunque quedo algunas dudas matematicas
no esclarecidas, la solucién era suficiente para ser numéricamente y experimentalmente
buena. Posteriormente, en 2006 matematicos como Talagrand consiguieron probar ri-
gurosamente este metodo [Talagrand, 2006]. La técnica fue creada inicialmente para los
problemas en la solucion del modelo SK, posteriormente descubrieron que la quiebra
de simetria de la réplica consigue dar mucha mas informacién sobre el modelo (ver

Nishimori, Castellani y Cavagna [Nishimori, 2001],[Castellani and Cavagna, 2005]).
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Antes el método era solamente matemdtico pero en [Parisi, 2002] Parisi explico
la interpretaciéon fisica de la quiebra de simetria. Asi podemos entender quiebra de
simetria de la réplica como cuando dos réplicas idénticas pueden estar en diferentes
estados. Parisi también dio la definicién que usaremos la seguir: Decimos que tenemos
quiebra de la simetria de la réplica cuando el soporte de la distribucién limite de la
sobreposiciéon de las réplicas tiene mas de un punto.

El parrafo anterior en terminologia matematica seria como sigue:

Definamos la sobreposicién como:

1 N
Taf = 3 > oto]
r=1

Si Pj(r) es la distribucion limite de la sobreposicién r en un J dado. Siguiendo Parisi

[Parisi, 2002] y Castellani [Castellani and Cavagna, 2005] tiene la forma de sumas
Py(r) = {(6(r —r.p5)) = > _ waws 6(r — rag) (I1.52)
ap

donde J representa la aleatoriedad en las interacciones, w, son pesos que surgen de
la expansién de la medida configuracional ([Castellani and Cavagna, 2005]).

Entonces decimos que no tenemos quiebra de la simetria si solamente tenemos una
funcién delta

Py(r) =6(r —rap) -

y no mas términos en (I11.52).
En [Chatterjee, 2015] usa la siguiente formula para expresar la falta de quiebra de
simetria de la replica

lim B ((R1 — gsn)”) = 0.

n—oo

Observaciéon 33. La definicion (11.53) de la seccion 11.3.1 es una version generalizada

de la sobreposicion.
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I11.5. Las Identidades de Guirlanda-Guerra implican

la Ultrametricidad (caso discreto)

En esta seccién comentaremos sobre como las identidades de Ghirlanda Guerra
implican la propiedad de ultrametricidad en el caso discreto, siguiente el articulo de
[Panchenko, 2011], complementando con
[Panchenko, 2012],[Panchenko, 2013b],[Austin, 2012]. El caso continuo se puede ver en
[Panchenko, 2013a].

I1.5.1. Algunas definiciones en vidrios spin

Antes vamos a enunciar definiciones importantes de spin glass que tambien seran

utiles en el capitulo IV.

Replicas

La coleccién o', 02, ... de configuraciones las cuales son independientes e identica-
mente distribuidas con respecto a la medida de Gibbs (en especial puede considerar la

medida (IV.5) del capitulo IV) son conocidas como replicas.

Sobreposicion de spins

4

.« . . . / . .
La sobreposicion de spins de dos replicas o, ¢* es definida como sigue

1
R&g/ =

oA Sootel, VLU =1, (I1.53)

7 xT)
IGVn

Es facil ver lo siguiente
Proposiciéon 6. |R,p| <1y Ry =1.

Prueba. Pues si usamos el valor absoluto

1 e K’ 1 e Z’
o.0.| < oo.|l=1
Vil 27,7 | < Wil 2,1
y si ¢, ' son los mismos el producto de spins da uno, luego R;, = 1. (Il

Repositorio Institucional - UNASAM - Perti



Matriz de Gram-de Finetti

Una matriz aleatoria infinita R = (Ry ¢ )ee>1 es simétrica, non-negativa definida y
débilmente intercambiable | eso es (Rys)i<is<m ¥ (Rpw)p(s))1<t,s<m tiene la misma
distribucién, para cualquier permutaciéon p : {1,...,m} — {1,...,m} y para cualquier
m > 1. (ver [Panchenko, 2012, pag 4])

Siguiendo [Dovbysh and Sudakov, 1982], una matriz aleatoria infinita R con tales

propiedades es conocida como matriz de Gram-de Finetti.

Identidades de Ghirlanda-Guerra (GG) extendidas

La matriz R de Gram-de Finetti satisface las identidades de Ghirlanda-Guerra exten-
didas (ver [Aizenman and Contucci, 1998, Ghirlanda and Guerra, 1998, Panchenko, 2007))
si para cualquier m > 2, cualquier funciéon medible limitada f = f((Rg,g/)1<g7g/<m>, y

para una funcién real de variable real, limitada y medible ¢ : R — R,

OB i)~ AW (O(R2) — S (R ) 5 0. en
(=2

donde v(-) == E((-)).
Observacién 34.

s Se llama identidades por que para cada m se tiene que cumplir la condicion 11.54.

II.6. Preliminares a la prueba de GG implica ultra-

metricidad

Sea R = (R;y);r>1 una matriz aleatoria de Gram-de Finetti, o sea con cada entrada

positiva definida, débilmente intercambiable y simétrica. También asumimos que:
P(Ru=1)=1 y PR=aq)=n, (I1.55)

paral <I<kypara 1< <@p<--<g@g<lypi+p+--+p.=1p>0.
Es decir la diagonal de la matriz es 1 y los términos que no estan en la diagonal toman

valores positivos finitos.
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Si la matriz R satisfaz, para cualquier n > 2y cualquier f = f((Rir)1<ir<n) ¥ Dara

¥ : R = R, la siguiente identidad

Ef0(Ras) = “EfB(Rio) + Y Efo(Ru), (11.56)
=2

decimos que la matriz R satisfaz las igualdades de Guirlanda-Guerra (GG). Que
fueron introducidos por primera vez en [Ghirlanda and Guerra, 1998].

Talagrand usando su principio de de positividad [Talagrand, 2003], mostré que si
las desigualdades (I1.56) son satisfechas entonces R; 5 > 0 es positiva, esto implica que
q; son positivas o cero.

El teorema principal de esta seccion sera el siguiente:

Teorema I1.6.1. Si se satisfacen las condiciones (11.55) e (11.56), la matriz de sobre-

posiciones R es ultramétrica,
]P(ng 2 min(Rl,g, R173)) =1. (1157)
También (11.57) lo podemos enunciar como

Ri2 > qi, Ri3 > q esto implica que Ry3 > qi, para todo 1 <1 < k. (I1.58)

Para poder mostrar el teorema anterior usaremos la representacion de Dovbysh-
Sudakov [Dovbysh and Sudakov, 1984]. Enunciaremos el teorema segun el libro de

Panchenko [Panchenko, 2013b, pag 28]

Teorema 11.6.2. si tenemos una matriz R no negativa definida, simétrica y débilmente
intercambiable entonces existe una medida aleatoria p em H x [0,00), el conjunto H es

un espacio de Hilbert separable, tal que la matriz R satisfaz lo siguiente:

d 1 U l
R=(Ryy)ips1= (00" +adp)iys, (IL.59)
! . .
donde o' - o' es el producto escalar en H ol at)s1 es una secuencia de variables
Y =

aleatorias i.i.d. de yi; 0y es la funcion delta de kronecker y la igualdad es en distribucion.

Denotaremos por G la marginal de g en H, eso es G = [ p.
0

Observacion 35. Tanto las medidas p y G son medidas aleatorias asi que podriamos
denotarlas como g, e G, con w un elemento de un cierto espacio de probabilidad, como
en [Panchenko, 2010a].
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Otro resultado importante es el siguiente teorema; que puede se encontrado en

[Panchenko, 2010a, teo. 2] y parcialmente en [Panchenko, 2013b, pag. 64].

Teorema I1.6.3. Sea R una matriz de Gram-de Finetti que satisfaz (11.55) y (I1.56),
sea ¢ la distribucion de Ry o. Si g, es el mayor punto en el soporte de C, entonces, con

probabilidad un:
= G(lolPP =) =1.
» G es discreto si ((qr) > 0.

De este teorema como en [Panchenko, 2010a, sec. 3] cuando tenemos (I1.55) el teore-
ma anterior nos dice que podemos escribir la medida aleatoria GG de la siguiente manera:

G=> 00y, (I1.60)

>1

donde ¢! es una secuencia de elementos distintos, 0! € H y ||¢!||*> = q&, ademas la

secuencia v; es decreciente vy > v9 > v = ... > 0.

Observaciéon 36. Como G depende de una aleatoriedad las variables v; también de-

penden de esa aleatoriedad y tienen una distribucion asociada.

Observacién 37. Del Teorema 11.6.3 tenemos: o' - 0¥ = q si y solo si o = o' eso
sigue de ||o* — ¥ ||? = 2¢, — 20" - oV

Ahora de la ecuacion (11.59) y del primer iten del Teorema 11.6.3 tenemos que R;; =
1 = qi + a'. Notamos que a' = 1 — q con probabilidad 1 para todo | > 1. Como por
I1.59 sabemos que Ry = o' - o' cuando 1 # 1 y ya que a* esta bien determinado vamos
a redefinir la matriz R de la siguiente manera Ry = o' - d', para (') una secuencia

i.i.d. de G, o sea ahora la diagonal es .

En [Panchenko, 2011] el autor crea una versién alternativa al Teorema 11.6.3. Es el
siguiente:

Teorema 11.6.4. La medida G, cuando se satisfaz (11.55) y (I1.56), es discreta y con-

centrada em una esfera de radio \/qi con probabilidad uno.

Con los preliminares anteriores ya podemos entender la prueba del Teorema 11.6.4,
que lo podemos encontrar en [Panchenko, 2011]; este teorema es importante ya que de

el y la observacion 37 se deduce el Teorema I1.6.1.
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Capitulo 111

Metodologia de la investigacion

III.1. Tipo de investigacion

Esta investigacion, por el objetivo perseguido, es pura y por el nivel de profundi-
zacion es exploratoria, por el tipo de inferencia es hipotético-deductiva, por el tipo de

dato es cuantitativa.

III.2. Diseno de la investigacion

Para realizar esta investigacion se hizo lo siguiente:

1. Leer la literatura anterior existente sobre el problema.

En esta parte leimos los trabajos de

[Panchenko, 2010a, Panchenko, 2011, Panchenko, 2012] sobre la conexién de las
identidades de Guirlanda Guerra y la propiedad de ultrametricidad; los traba-
jos de [Auffinger and Chen, 2016, Auffinger and Chen, 2018] Auffinger que estu-
dia la propriedad de ultrametricidad, en ese trabajo estudian la universalidad
o sea si la propiedad de ultrametricidad es independiente del campo tomado,
la diferencia con nuestro trabajo es que el trabaja en el modelo p-spin y no-
sotros en el modelo de Ising con campo aleatorio (RFIM); también leimos ar-
ticulos de Chatterjee [Chatterjee, 2015, Chatterjee, 2009] en este articulo tene-
mos un conjunto de tecnicas usadas para mostrar quiebra de simetria de replica

y las identidades de Ghirlanda Guerra, pero para campo gaussiano, el trabajo
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en esta tesis es adaptar esas técnicas para campos que no son gaussianos; leer
los articulos y libros de [Talagrand, 2003, Talagrand, 2006]; también el libro de
Nishimori [Nishimori, 2001], de Panchenko [Panchenko, 2012, Panchenko, 2013b],
también [Austin, 2012] para tener mds contexto sobre spin glasses. Como usare-
mos el modelo de Ising con campo aleatorio leimos el libro de Velenik y Bovier

[Friedli and Velenik, 2017], [Bovier, 2006].

2. Rehicimos los céalculos y los entendimos.
Los articulos y libros de [Chatterjee, 2015], [Talagrand, 2003] y
[Auffinger and Chen, 2016] nos proporcionan buenas técnicas que tenemos que

adaptar a nuestro problema.

3. Dedicamos largas horas de reflexién en busca de la solucién haciendo muchos
calculos tentativos para encontrar la respuesta.
Para hacer este trabajo fue necesario modificar técnicas conocidas, crear nuevos

resultados como el de la integraciéon gaussiana por partes para dos variables.

4. Mostramos y discutimos con investigadores de la misma area sobre la solucién
encontrada. Se envié mensajes a colegas de otras universidades preguntando sobre

resultados o cuestiones que generaban dudas.

5. Se publico un articulo y se presenta este trabajo de tesis de licenciatura.
Como resultado de este trabajo se publico un articulo, en conjunto con el Profesor
del departamento de estadistica UnB Roberto Vila, en la revista JOURNAL OF
MATHEMATICAL PHYSICS [Roldan and Vila, 2020].

II1.3. Poblacién y muestra

No es un estudio de tipo experimental, si no puro, asi que no tenemos muestra.
Este trabajo esta enmarcado dentro de la teoria de probabilidad,analisis, como

sub-area la mecanica estadistica y la teoria de la medida.
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Capitulo 1V

Resultados principales

IV.1. Presentacion del resultado

Dadon > 1, sea V,, = Z¢N [1,n]¢, d > 1, un subconjunto finito de vértices de la
red hipercubica d-dimensional, cuya cardinalidad es denotada por |V,,|. La medida de
Gibbs del RFIM ferromagnético, en el conjunto de configuraciones

{&1}"", es dado por

G(o) = ;exp (ﬁ Y w0y +(p—h) > gxam) : (IV.1)
(zy)

zeVy

donde

Aqui (xy) significa el conjunto de pares ordenados en V,, de primeros vecinos.

£ > 0 la temperatura inversa.

p—h >0 (con p > 0) la fuerza de campo.

La funcién de particion es Z que aparece en la definicion de G, es el factor que lo

torna una probabilidad.

Los ¢,’s son variables aleatorias independientes, que colectivamente son llamados

de desorden, tienen media cero y varianza uno.

Ademas, asumimos que el campo de fuerza es pequena con la siguiente taza de decai-

miento
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h— (IV.2)
(1= )|Vl = o0 (IV.3)
1 f—
> E(lgel® : g2l = e(u—hm)7") =0, (IV.4)
|Vn| €V n

para cualquier € > 0.

Un modelo similar, con las condiciones sobre el desorden y la fuerza de campo
(IV.2) aparecié en Auffinger y Chen (2016) [Auffinger and Chen, 2016]. En otra refe-
rencia [Roldan and Vila, 2018a] los autores estudiaron el comportamiento del RFIM
con desordenes teniendo tasas parecidas de decaimiento a (IV.2) pero no las mismas.
También, la fuerza de campo usada en [Roldan and Vila, 2018a] se mantiene invariante

con respecto al volumen.

Modelo perturbado

Como en Panchenko (2013) [Panchenko, 2013b] y Talagrand (2011) [Talagrand, 2010],
perturbamos asintoticamente el hamiltoniano correspondiente a las medidas de Gibbs

en (IV.1) para definir la medida aleatoria G4, en {£1}"" con el siguiente hamiltoniano

perturbado
BY 000y + (n—h) Y. gu0u+ HEm(0), (IV 5)
(zy) z€Vn
donde
Hyo (o) = Z ap2 P Hyp(0);
p=2
1
0 = i 2, S O (o)
La ultima suma es sobre todo los (z1,...,2,) € @) _,V,.

» La secuencia de nimeros (¢,) es tal que ¢, — 0.
n

» La secuencia a = (a,,) es dada y satisface |a,| < 1.
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s El desorden (thm@p) consiste de variables aleatorias reales i.i.d. &, . .,, para

p = 2, con media cero y varianza uno.

Observacion 38. Cuando o = 0, G,(0) = G(o) para todo o € {+1}".

Esperanzas para el modelo

Como trabajaremos con funciones que dependen de varios spins definiremos las
siguientes esperanzas.

Para la funcién f: ({£1}"»)™ — R, m > 1, definimos

(Fa= (0" 0™ e = [ f(o',...,0™) AGa(0) -+ dGale™) . (IV.7)

La aleatoriedad del desorden (g,) y los &a1,....x, S sera representados por 7y en R x

R®»=2Ve Sjguiendo la notacion de Talagrand (2003) [Talagrand, 2003], escribimos

valF) = B o = [(f)agmugmo d1(0,0), (IV.8)

promediando en las realizaciones del desorden, donde (- )q;g=u ¢=0 €s esperanza de Gibbs
definida por fijar g, y &;,,...2, €0 (- )a siendo u, y vy, 2, para cada p, respectivamente,
para cada x,x; € V.

Dado que \/]EHT%;:D<U> < \/|Vn|, donde H,, es como en (IV.6), solo basta recordar

que &, ..., son ii.d. con media cero y varianza uno. Con eso sigue del Lema 3,6” de
Loeve (1951) [Loeve, 1951] que las series ¢, 3,50 0,2 P Hyyy(0) converge cuasi segura-

mente. Por tanto el hamiltoniano ¢, «,2 7 H,,,,(0) esta bien definido cuasi seguramente.

Recordando lo que son replicas, sobreposiciones, identidades de Guirlanda-Guerra

(ver secci6n I11.5.1 ) enunciamos el resultado principal.
Teorema IV.1.1. Bajo las condiciones (IV.2), es valido que:

1) Ro3 > min{R; o, Ry 3} cuasi seqguramente con respecto al limite en volumen infi-

nito de v;
2) Ry > min{R;5, R13} cuasi sequramente con respecto al limite en volumen infi-

nito de vy, para todo p > 1 en (IV.6).
Por lo tanto para el RFIMs, definido por (IV.1)-(IV.2) y (IV.2)-(IV.6), la matriz es R

es ultrametrica.
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IV.1.1. Integracion por partes gaussiana

Em probabilidad usamos el termino integraciéon partes pero no es la integracién
por partes del calculo usual, las formulas son parecidas, varian por que trabajamos
con esperanzas y variables aleatorias. (ver Chatterjee o Talagram [Chatterjee, 2015,

Talagrand, 2003])

Integracion por partes gaussiana para una variable.

Antes de mostrar la integracién por partes gaussiana veamos los siguientes resultados

Proposicién 7. Sea g, f,h € C3°(R) tales que g(t) = th(t) y lm h(t)f(t)e /27" =

t—*+o0
0, con o > 0. Entonces

[ofeye" de=o* [100) £0) + 10y h(e))e™ " di.

En la proposicién anterior no usamos variables aleatorias, si usaramos variables
aleatorias tendriamos la Integracion por partes gaussiana en algunos textos es conocido
como Lema de Stein, en nombre del matematico-estadistico Charles Max Stein, que

creo el método para limitar la distancia entre dos distribuciones [Stein, 1972].

Proposicion 8 (Integracién por partes gaussiana). Si la variable aleatoria g tiene
distribucion N(0,0?) y f € C;°(R). Tenemos

Elg f(9)] = E[¢*] E[f"(g)].

En Talagrand [Talagrand, 2003, Ap. A6] podemos encontrar mas sobre esto.

Integracion por partes gaussiana para funciones de maiiltiples variables.

También en Talagrand encontramos la siguiente formula para vectores aleatorios

Gaussianos

Proposiciéon 9. Sea X = (Xi,...,X,) un vector aleatorio gaussiano centrado, f €
C(R™) y oy == Cov(Xy, Xy) con Ok representando la derivada parcial en el lugar k.
Luego

E[X; f(X ]—Z5lk [Ocf(X)] -
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Observacion 39. Las componentes X; no necesitan ser independientes ni idénticamen-

te distribuidas.

Observacion 40. Obtener una formula de integracion por partes cuando la variable
aleatoria no es gaussina es un poco complicado y en la literatura no se encuentra mucha
informacion. En el apéndice B pondremos mas informacion sobre este tema generali-

zaciones e integracion gaussiana por partes para cuando el campo no es gaussiano.

IV.1.2. Generalizacién de la integracion Gaussiana por Partes

Para hacer la prueba del Teorema IV.1.1 el mayor trabajo serd hacer la genera-
lizacién de la integraciéon Gaussiana por partes, como en [Auffinger and Chen, 2016,
Carmona and Hu, 2006] y [Chen, 2019].

Para eso usaremos el siguiente teorema que aparece en Auffinger y Chen (2016)

[Auffinger and Chen, 2016], Lemma 2.2.

Proposiciéon 10. Sea y una variable aleatoria tal que su primera k > 2 momentos son

como los de una variable aleatoria Gaussiana. Sea f € C**Y(R). Para todo K > 1;

2([1 S %V oo + 11/ P 0)
(k- 1)

(k+ 1)K
Sy

Eyf(y) —Ef'(y)| < E(ly|* : [yl > K) +

Otro resultado importante es la siguiente proposicion, cuya prueba esta en el apéndi-

ce B.1. Este es un resultado nuevo para dos variables y esta inspirado en la Proposicién

10.

Proposicion 11. Sea x,y dos variables aleatorias independientes tal que su primer

k > 2 momentos coinciden con los de una variable aleatoria Gaussiana. Suponga que
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f € C*2(R?). Para cualquier Ki, Ky > 1;

Of(x,y)
E —E—Z7
vy f(z,y) oudy
<2 (=Y o E(le]  la] > K E(ul : Jy] > Ko)
=S (k—1)! dyr—1| oy | rp-|xrp = M Yyt syl =2 K
2 8kf (9k+1f .
* (k—l)!<| 8$k18yH ' array| JEUel ol = Ka)
2(k + 1)K ok f a’f“f
# 2D () ) Bt | S| el
(k+ 1)K, akf ket oM Lf K
gyl > a1
(k+1) , 5 8’“+1f htl |
e wE<|x|.|m|>K1>E|y| S| Bl ol > K1)

En lo que sigue probaremos el resultado principal el Teorema IV.1.1.

IV.2. Prueba del item 1

En la teoria es conocido que si tenemos la identidades de Guirlanda-Guerra y la
falta de quiebra de la simetria de replica eso muestra la validez de la ultrametricidad,
en este texto analizaremos el RFIM dado por (IV.1)-(IV.2).

Nuestro objetivo serd encontrar la identidad de Guirlanda-Guerra y la ausencia de
quiebra de simetria de replica para nuestro modelo de Ising con el campo (IV.1)-(IV.2).
Articulos donde se pueden encontrar mas informacién sobre esto son [Chatterjee, 2015,

Itoi, 2018, Itoi and Utsunomiya, 2019, Roldan and Vila, 2018b].
Usaremos la misma notacién que en Chatterjee (2015) [Chatterjee, 2015], para cada
(B, 1) € (0,00)?, definimos:

F,

donde 1, es llamada como la densidad de energia libre.
En lo que sigue probamos que presién en volumen infinita existe. La siguiente

prueba estd inspirada en Chatterjee [Chatterjee, 2015, lem. 2.1].
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Lema 4. Para cada 3, p positivo y > h , el limite p = p(5, u) = 7}1_{{}0% existe y es
finito.

Prueba. Definamos 7, = Zn(ﬁalu)a F, = Fn(ﬁau) Y Pn = pn(ﬂa”) para (3 y K

fijados. Definiremos el ntimero [ := mn, con m y n son dos nimeros enteros. Luego
podemos partir la caja V; en m¢ sub cajas distintas V,, que denominaremos de ‘bloques’
y siguiendo definimos un nuevo hamiltoniano en V;. Ahora sacamos de la suma del
hamiltoniano de (IV.1) los términos 0,0, siempre y cuando z y y estén en dos bloques
distintos. Para este nuevo hamiltoniano definimos una nueva funciéon de particién Z;.
Asi tenemos
—aL _ 4 BL
€ < Z <e,
donde L es el ntimero de aristas. Notamos que L < C(d)n?'m¢, con C(d) siendo una

constante que depende de la dimensién d. Posteriormente observamos
|log Z, — log Z;| < C(d)Bn*' m".

Como tenemos que Z] esta separado en m? términos independientes, cada uno de los
cuales tiene la mesma distribuciéon que Z, . Asi tenemos E(log Z;) = m?E(F},). Sigue

que

pn — il = [0 "E(F,) — I7E(R)| = 17m E(F,) — E(F)|
<IC(d)Bn*tm® = C(d)pn "

Anélogamente para m. Luego, obtenemos |p,, — pi| < C(d)3m~! . de los dos resul-
tados anteriores tenemos que |p, —p,| < C(d) B (m~'+n~1). Lo que permite notar que
pn €s una secuencia de Cauchy y por lo tanto convergente. Para mostrar que el limite
es finito, usamos la desigualdad de Jensen y que E[p,] = n~9E(F,). 0

Tenemos mas propiedades de las funciones p, F,, ¥, e p,.

Lema 5. El limite p = nh_}rgo Pn €S una funcion convexa de i para cada 3 fijo. Lo mismo

es verdad para Fy,, 1V, Y pn-

Prueba. Derivamos dos veces F}, con respecto la p. Eso da lo siguiente
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oF,
aﬂ = x;/n gx<aa:>
y
B = X, anllon) (o)
= [« > g0 = (3 9:02)°] .

Notamos que F,, es una funcién convexa en p. Asi, también ¢,, p, = E[F,]/|V.| v
en consecuencia p es convexa en fi. OJ
Estamos trabajando con campo aleatorio entonces vamos a verificar si la desigualdad

FKG vale para este campo.

Lema 6. Sea f y g dos funciones mondtonas las no-decrecientes en el espacio de
configuraciones {—1,1}V". Luego (fg) = (f){g) .

Prueba. Es suficiente verificar que para cualquier valor del campo aleatorio, la medi-
da de Gibbs del modelo satisface la condicién de red, como se ve en [Fortuin et al., 1971]
o en den Hollander [den Hollander and Keane, 1986]. Antes las notaciones siendo oy A
09 = (méx(01,, 024))zev, ¥ 01V 09 = (min (01, , 02,))zey, tenemos que mostrar que
la medida de probabilidad satisface, pu(oy A o9)u(or V 03) = p(or)u(oz), para todo

01,09 € {—1,1}V". haciendo n = 01 A oy y £ = 01 V 09, tenemos

eﬁ ZwyeE(Vn)(77177y+515y)+(/i*h) ZwEVn 9z (Ne+&x)) 2

eﬁ ZWEE(VM (010 O1y+024 02y)+(1—h) ZZGVn 9z (014 t024) '

Esa ultima igualdad es verdad ya que (1,7, + £:&y) = (01, 01y + 02, 02,) ¥ Ny + & =
01, + 09,. Posteriormente, podemos continuar como en la prueba del FKG en Bovier

[Bovier, 2006, pag. 68]. O

Lema 7. Para cada (B, 1) € (0,00)? y cualquier € > 0 existe Cy,(e, 1) = O(/|Val]) tal

que

Var(F,) < Cp|Va| +o(|Va]) -
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Demostracion. Vamos usar la misma notacion como en el Lemma 4.1 de
[Roldan and Vila, 2018b]. Tomemos dos desordenes g = (g,) vy ¢* = (¢5) de variables
aleatorias independientes. Para cada s € [0, 1], definimos um nuevo campo aleatorio

G = (G,) como sigue:

Gw :\/ggx+vl_sg;7 r eV,

Esta forma de combinar variables aleatorias ayuda a resolver este y problemas similares.

También consideremos las siguientes funciones generadoras

Ya(s) = E[E*F,(G)]?, con F,(G) =log Z,(G),

donde E y [E* denotan las esperanzas con respecto a g y g*, respectivamente.

Para cada s € (0, 1), mostramos lo siguiente:

d’yn 0vVn 8G
Z 0G 83

B Z 0V, | 1 B 1 »

_ ZE[%E* Fu(@)] SEZWGM [2\1/59“ B 2\/11ng;]

OF,(G)

el (IV.10)

d’Vn Z E l F,(G)E* — E*F,(G)E* 9y aFn<G)1

V1—s 0G,

En lo que sigue usaremos la proposicién 10, integracién gaussiana por partes. To-

mando

0F.(G)
9G,

también k = 2 y K = e(u — h)™!, para cualquier ¢ > 0, asi obtenemos las dos

y=9.  fly) =EF,(GE

desigualdades siguientes:

0F.(G)
oG,

‘E lgm E*F,(G)E*

NG ] —E ll 0 E*F,(G)E*

V5 09
S \Cfl (1921 lgal = el —R)~") + \(;an(u —h)7!

)

y
) . Gy OF(G) E'E,(G)_, 0 0F,(G)
E*F, E — E
n(G) V1—s 0G, V1i—s 0g: 0G,

Cs 5 1 Cy
NI (921" = 1g2| Z e(u—h)"") +
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los valores (', Cy, C3 y Cy son constantes positivas.
para la siguiente expresion, podemos construir una limitacién por arriba o cota

superior usando las dos desigualdades anteriores junto con (IV.10)

d% o . LOF,(G)  E'F,(G)_, 0 0F,(G)
ZE[[%EF@E G,  J1—s Eag;; G, H
C 2. -1 @ Cy -1
(f ] DO AT PR R (R [VAE R
= 0(n,s,e,u). (IV.11)

Ahora observamos las siguientes identidades

OFW(G) _ - OF(G).
90 Vs oG, (IV.12)
OF,(G) OF,(G)
=+v1- IvV.1
g vV 5 aq. (IV.13)
Esas identidades son deducidas de la siguiente forma
OF,(Q) 0
= InZ,
992 9gs ()
0Z,(G)
Zn(GQ)  0g,

Z,(G) 0G, g,

mientras que:

OF,(G) _ 1 0Z,(G)

asi tenemos (IV.12) y de forma andloga (IV.13).
Con las identidades anteriores, variando esperanzas y derivadas en (IV.11), para
cada s € (0,1), sigue que

tro-pale )

O(n, s, e, ).

ya que E(E*%(f)f < 2, tenemos la desigualdad superior
dyp 2
E(S) SM |Vn|+@<n78787/1’)'
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1 dvyn,

Para s = 1y s = 0 podemos notar Var(F,) = 7,(1) —7.(0) = [y G=(s) ds junto con la

ultima desigualdad

1
Var(F,) < 12|V, +/ O(n, s, e, p)ds

0
= 12+ (Ca+ Co)e(p = h) | [Val + (C1 + Cs) YoB(|gal” : g0l = (= 1))
=t (e, ) [Va| + o([Val),

por tanto la prueba esta completa. O

Para cualquier n > 1, sea

A, = Z a0y (IV.14)
|V | eV,
la parte del hamiltoniano (IV.1) asociado al desorden.

Sea A un conjunto contable de todos (3, i) € (0, 00)? tal que 8‘;’%(6, W) # a#Jr( 1).

Lema 8. Sea A el conjunto de todos los (8,11) € (0,00)? tal que la funcién p no es
diferenciable en p en el punto (B, ). El conjunto A tiene medida de Lebesgue cero.

Ademas, para cada B, el conjunto de todos los u tal que (5, 1) € A es numerable.

Prueba. Para § fijado y como por el Lema 5 tenemos que %Z es una funcién

mondtona, podemos usar el Teorema de Darboux-Froda que dice que: una funciéon a
valores reales monotona, definida en un intervalo (a,b) con a > —oco y b < +00 tiene un
conjunto contable de discontinuidades. Luego, p tiene un conjunto numerable de puntos
en donde no es diferenciable. Por ser conjunto numerable tiene medida de Lebesgue cero

con eso hemos terminado la prueba. O

Proposiciéon 12. Para cualquier (B, ) € A°, tenemos

(&) 2 S5
E[(An) — v(A,)] = 0.

Prueba. Primero recuerde que

In

<An> = a,u

e w(A)= (IV.15)

E
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En las expresiones anteriores la derivada con respecto a p entra en las esperanzas porque
it de no depende de la aleatoriedad de g,. Sabemos por el Lema 5 que v, es convexa.

Entonces para p/ > p > 0 fijos

W= p

Usando Cauchy-Schwartz y Var(F, (5, 1)) < C|V,| tenemos

Bl (5.0) = pu(B.p0l) < Vi (G < ()" avan

Denotando p’ = g—p tenemos la siguiente desigualdad
m

g |G ) = 9aBi) i | < g [9n(Bot) = palBo i) +]E|wn(5,u) —pn(ﬂ,u)|
W= pu Al W= p W= pu
g |[PaBe ) = p(B )| g |Pa(B 1) —p(ﬁ,u)|
W= p W= p
+E‘p(ﬁ,u)/:p(ﬁ,u) —p’(ﬂ,u)|-
W= p

Cuando n — oo, por (IV.17) las dos primeras esperanzas del lado derecho de las
desigualdades arriba son anuladas y por el Lema 5 tenemos p,, — p las dos siguientes

esperanzas también. Sigue que

i sup E %(ﬁ,u)/:%(ﬁ,u) o < E'p(ﬁ,u)l:p(ﬂ,u) _p/(ﬁ’ﬂ)‘_
n—o w—p W= p
Asi, usando (IV.15)
lmsup E[{An) — p'(8, p)] < E|p(5’u) —2(.) —p'(ﬁ,u)|

o=

n—oo

y usando limite por la derecha en u y el hecho que p es diferenciable, sigue que

lim sup E[(A,,) — (8, )] " =0,

n—oo

En que la notacién x(h)" significa la parte positiva de la funcién real z(h). Procediendo
de forma similar calculamos el limite por la izquierda, ahora de la parte negativa que

también se anula. Luego

lim sup E[{A,) — p(8, u)| = 0. (IV.18)

n—oo

7
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De la desigualdad de Jensen sigue:

lim sup [v(A,) — p'(8, )| < limsup E[(A,) — p/(8, p)| =0 (IV.19)
n—oo

n—oo

junto con la desigualdad triangular y de IV.18 y IV.19 tenemos la segunda parte de la
desigualdad. 0

Esta proposicién juega un importante rol en la prueba del siguiente resultado.

Lema 9. Bajo la hipdtesis del Teorema IV.1.1, para cualquier (3, ) € A°, tenemos
v(|A, = v(A)]) = 0.

Prueba.
La definicién de la correlaciéon de dos puntos truncada es (o,;0,) = (0,0,) —

(04)(0y). Haciendo calculos mostramos que

0*(oy;0,)

‘8<0x30y> < 2473 .
99209y

0gy

2. o° <va5 Uy)
’ dg%0g,

e |
Sea la medida de Gibbs (- )g,—u,4,—v generado por fijar g, y g, en (-) como siendo v y v
respectivamente, y Fy ,(u,v) = (04; 0y) g,—u,g,—0- Integrando por partes (ver proposicién
11) y denotando fy,(u,v) = EF, ,(u,v), k =2, K1 = Ky = ¢(u— h)™!, para cualquier

e > 0, tenemos lo siguiente

0 [y (9o Gy)
Oudv

S Ap(L+3p) E(|ga] = |92 = el — R) ") E(|gyl* : 1gy| = e — 7)™
+ 1202 (1 + 4p) E(|ge|? ¢ 1g2] = e(pn — h) ™) + 182(e + 44?)
+ 9epB(|g, 1 : 19| = e(u— b)) + 4p]

+9u(e + 42 E(|ga]® : |9a] = e(n—1)7H).

]nggyfac,y - ]E

Dividiendo estd desigualdad por |V},|? y sumando sobre todo x,y € V,,, la desigualdad
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triangular nos brinda lo siguiente:

0 foy(9zs 9y)
]Eg:tgyfxy W

E({A%) - (An)?) < |v

< 4p(1 + 3p) AL [ZE(I%V gl = e(pn — h)‘l)]

1 .
+120% (1 + 4p) Al Y E(gal* : lgal = e(u —h) ™) + 18¢(e + 4p°)

1 _
9=y 2 ZE(lgy|3 gyl = el —h)7) + 36ep”
+9u(e +4p%) > E(lgul® ¢ |g=| = el —h)7").

IV\

Usando la definicién de v tenemos que :

(1A, — (A)]) < VE((A2) — (A,)2),

de las ultimas desigualdades, de (IV.2)-(IV.4), y el hecho que ¢ es arbitrario. Finalmente,

la prueba sigue de la desigualdad triangular y la Proposicion 12. 0

Proposicién 13. Bajo la hipétesis del Teorema IV.1.1, para cualquier (B, 1) € A, la

stquiente propiedad es valida:

1/( ’5| > (axay —V(ozay))|) —0.

Prueba. Recordando el hamiltoniano visto en (IV.1)
=4 Z 00y + thxaz, o€ {£1}",
(zy)
que corresponde a nuestra medida de Gibbs de (IV.1) del RFIM. Del teorema anterior

y haciendo algunos calculos tenemos:

A A
v "y " —0; V.20
( 7l (w)‘) 2 (1V:20)

célculos similares pueden verse en [Panchenko, 2010b, Panchenko, 2013b]. Por lo tanto

sigue de la segunda desigualdad triangular (|z — y| > ||z| — |y||) que

i (wll)
A e 4 e =
Val Val

v ‘62 (axay—l/(axay))' —(u—h)y(|An—V(An)|) :
Vil (zy)
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combinando estd desigualdad con (IV.20), (IV.2) y el Lema 9, la prueba de la propiedad
sigue. 0
Lo siguiente es probar las identidades de Ghirlanda-Guerra (ver 11.54) para el modelo
en cuestion, lo que es precisamente afirmado en el siguiente lema 10.
Con el fin de obtener esas identidades, el Lema 9 tiene un importante rol.
Lema 10. Dado m > 2 y sea f : R™™=D/2 5 [—1 1] una funcién medible acotada
de superposiciones (11.53) que no cambian con n. Entonces, bajo la suposicion (IV.2),

las identidades de Ghirlanda-Guerra con ¥ =1d y e = 0 en (I11.54) son satisfechas en

cuasi todo (B, ). Lo que significa, si f es como arriba,

Va(le,erl) - ;Va(f)ya(R1,2> - ’I’}’L iya<fR1,s) 7 0, V(B,,U/) € .AC .

s=2

donde los v son como en (IV.8).

Demostracion. Dado que || f|lo < 1, tenemos

v (An(@)f) = v(Aneh)v(F)| < v(1An = v(AW)]) (IV.21)
donde A,, es como en (IV.14).

Por otro lado, sea (-)g,—, la esperanza de Gibbs definida fijando g, en (-) como
siendo uy F(u) == (ol f)g,—u. Usando la definicién de la esperanza (IV.7), y un calculo

posterior mostramos que

j , m 4
0 g;f“) = (p— h)]<ai . (Zaﬁ — ma;”+1>]f> . j=1,2,.... (IV.22)
=1

gz=u

Notamos que la formula arriba también aparece en Chen (2019) [Chen, 2019].
8 Fy(u
vae
posicién 10) con f,(u) = EF,(u), k =2y K = e(u — h)~!, permite mostrar

‘ng PRRIACH
du

Dado que | | < (2mu)’ y Eg? = 1, la formula de integracién por partes (Pro-

< Amp(1+2mp) E(|gz|* : 92| = e(u — h) ™) + 6em®p,

para cualquier € > 0. Dividiendo la desigualdad arriba por |V,,|, sumando sobre x € V,,,

la desigualdad triangular y usando (IV.22) con j = 1 tenemos que

v(An(e)f) = (u - h>”<<§R” - le,mH)f) ‘

1 dfs(g.)
V| ; du

<

Eg.f. — E

1 .
< dmp(1 + 2mp) Al Y E(gzl* ¢ 9ol = e(u — h) ™) + 6em®pu.

T
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Por lo tanto, de los dos de la suposicion (IV.2) y que podemos escoger cualquier ¢, sigue

que:

v(Ba(e")f) = (1 — ) ((ZRM—lemH)f)‘_O. (IV.23)

lim sup sup
n—oo f

En el caso particular donde f =1y m = 1, obtenemos que |v(A,(c1))— (u—h)v(R11—
Ry ) — 0. Combinando esto con (IV.21) y (IV.23), sigue del Lema 9 que

V(Rl,l — RLQ)]/(f) — l/((i RI,Z — mRLm+1>f> ‘ 7 0.

(=1

]

El dltimo ingrediente que prueba el iten (1) del Teorema IV.1.1 es el siguiente re-
sultado por Auffinger y Chen (2016) [Auffinger and Chen, 2016] el cual permite probar

la auto promediacion de las sobreposiciones de spin.
Proposicién 14 ([Auffinger and Chen, 2016]). Bajo las hipdtesis (IV.2), para cualquier
(8, 1) € (0,00)?,
2
E ((Ri2> - (R1,2>2) = v(Rip — (Rip))* = 0; V(m(U) - <m(0)>) =0,

donde m(o) =3, 0./|Va| define la magnetizacion del sistema.

Prueba del iten 1 del Teorema IV.1.1.

Acabamos de establecer dos cosas: La auto promediacion de las sobreposiciones
(Proposicién 14) y las identidades de Ghirlanda-Guerra (Lema 10). Con el argumento
de Chatterjee (ver Chatterjee (2015) [Chatterjee, 2015]) esos dos hechos implican la
falta de simetria de las replicas del RFIM y la ultrametricidad. Lo ltimo significa que
la sobre-posicion de spins es concentrada en su esperanza y esto a su vez implica la
propiedad de ultrametricidad.

Los céalculos de esta prueba son como siguen:

tomando m =2y f = R;2 en Lema 10 tenemos
1 1
V(RLQRL?)) — §V(R1,2)2 — §V(Ri2) 7 0. (IV24>
escogiendo m =3y f = Ra3

Z v R2 3R1 g 0 . (IV25)
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de la simetria entre replicas, v(Ry3R12) = v(Ra3R13) = v(R12R 3). Entonces, multi-

plicando (IV.24) por 2/3 y sumando con (IV.25) obtenemos
2
3 v(RY,) — v(Ri2)*| —E((R},) — (RagRia)) — 0. (IV.26)

Dado que la secuencia (o) es independiente

Z h2h2 (0.)%{0,)* = (Ry2)?,

z,YyeVn

2712
<R23R14 ‘V’Z Z hh 0' ’V’Q

z,y€Vn
de combinar esto con (IV.26) y de la Proposicién 14 tenemos la prueba del Teorema

IV.1.1. [l

IV.3. Prueba de Item 2

Vamos a probar que vale la propiedad de ultrametricidad para el modelo perturbado
con algin tipo de campo con decaimiento
Nuestro RFIM con las condiciones (IV.2)-(IV.6) y el modelo p-spin mixto con el

desorden & = (g, sy z,) Para p > 2. Donde el desorden (g,) y (&s,,....s,) son definidos

n (IV.2) y en (IV.6), respectivamente. Dado que ambos desordenes son independiente
uno del otro, trabajando solo en la aleatoriedad del desorden (g,) y promediando en las

realizaciones del desorden (&, .. ., ), note que todos los resultados de la seccion previa

-----

pueden ser adaptados para el modelo p-spin mixto (IV.2)-(IV.6).
La estrategia es combinar los resultados de la seccién anterior con los siguientes

resultados conocidos en la literatura para modelos p-spin mixtos para p > 2:

» El principal teorema de Panchenko (2010) [Panchenko, 2010b];

= La universalidad de las identidades de Ghirlanda-Guerra en modelos p-spin mo-

delos mixtos; ver Chen (2019) [Chen, 2019];
» El teorema principal de Panchenko (2011) [Panchenko, 2013a].

para cualquier n > 1, sea §m1 ..... = 9u0p1 + &ar,w, (1 — p1), donde 6 es la funcion

delta de Kronecker y

An;p = W Z §$1 ----- CCpo-acl e O-xpa p > 17
n r1
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la parte de la funcién energia (IV.5) respecto al desorden. Cuando p = 1, A, coincide
con la funcién aleatoria A, dado en (IV.14).
Lo siguiente sera probar un resultado muy importante para obtener las identidades

de de Ghirlanda-Guerra, que son dadas en el siguiente limite
Va<|An;p - Va<An;p)|) . 0.

Este resultado fue dado en Panchenko (2010) [Panchenko, 2010b], Auffinger y Chen
(2018) [Auffinger and Chen, 2018].

De hecho, en [Auffinger and Chen, 2018] un resultado més fuerte es obtenido pero
requiriendo una hipétesis més fuerte que el usado en [Panchenko, 2010b]. Para dar
méas detalle, en [Panchenko, 2010b] Panchenko se obtiene el limite anterior con las

suposiciones siguientes:
a) |Val L E[log Za(t) — Elog Za(t)| = 0,
b) V.|~ Elog Za(t) — P(t) en alguna vecindad de ¢,y
c) P(t) es diferenciable en t.

por otra parte, un limite similar es obtenido en Auffinger y Chen [Auffinger and Chen, 2018]

Con las siguientes hipotesis

i) existe una funcién determinista P : [ = (t — e,t + ¢) — R, para cualquier £ > 0,

tal que para cualquier ¢’ € I, |V,| ! log Z(t') — P(t') cuasi seguramente y
ii) P(t) es diferenciable en ¢,

Podemos mostrar que las condiciones i) y ii) implican a), b) y ¢). pero, como ob-
servamos antes, la conclusién de [Auffinger and Chen, 2018] es mas fuerte que la de
[Panchenko, 2010b].

En nuestro caso es mas convenienten establecer la validez de las condiciones a), b)
y c).

Proposicién 15. para cualquier p > 1

Va(|Bnp = Va(Anyp)]) = 0. (IV.27)

n
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Demostracion. Para casi todo (8, u), la convergencia en (IV.27) es probado en el Lema
9 para p = 1. Para p > 2, seaZ,(t) la funcién particién asociada para el hamiltoniano
cn0p2 P Hyyp(0) con oy, = t. Bajo la condicion de dos momentos del desorden (&, 4,)
ser coincidentes, Lema 8 de Carmona y Hu (2006) [Carmona and Hu, 2006] muestra que
el limite de la funcién energfa libre |V,,| 7! log Z,(t) no depende de la distribucién parti-
cular del ambiente. Por tanto este limite es valido donde ¢ es diferenciable, para ¢ fijado.
De usar el argumento de diferencias de martingalas de la desigualdad de Burkholder
[Burkholder, 1973] y la formula de integracion por partes, Chen (2019) [Chen, 2019
probo que

Vil 2E|log Za(t) — Elog Za(t)| — 0.

Por lo tanto, la hipotesis a), b), y ¢) del principal teorema en [Panchenko, 2010b]
son satisfechas para el modelo p-spin mixto con p > 2. Consecuentemente, (IV.27) es

también valido para todo p > 2.
m

Prueba del Item 2 del Teorema IV.1.1.

Para derivar las identidades extendidas de Ghirlanda-Guerra (I1.54), podemos asu-
mir, sin perdida de generalidad, que |¢)| < 1. Dado que el espacio de funciones con so-
porte compacto a valores reales en [—1, 1] es denso en el espacio de funciones Lebesgue
integrables en [—1,1] y dado que cualquier funcién continua puede ser uniformemen-
te aproximada en [—1, 1] por una polinomial, es suficiente para probar las identidades
extendidas de Ghirlanda-Guerra (I1.54) para cualquier momentos mas altos de la so-
breposicién, que es, para todo p > 1,

) = o vl e(Bla) = S v 0, m>2, (IV28)
=2

De hecho, consideremos el caso p = 1.

En este caso, la validad de las identidades (IV.28), sigue de la Proposicién 15 y el
Lema 10.

Posteriormente, la validad de (IV.28) para p > 2, es consecuencia de la Proposicién
15 y la formula de integracién por partes (como en la prueba del Teorema 2.1-Step 2,

en Chen (2019) [Chen, 2019]). Por tanto, en el limite en volumen infinito, la medida de
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Gibbs del RFIM definida en (IV.2)-(IV.6) satisface la identidad extendida de Ghirlanda-
Guerra (I1.54) para cualquier p > 1.

Finalmente, dado que R = (R )er>1 s una matriz Gram-de Finetti
[Dovbysh and Sudakov, 1982] y dado que las identidades extendedidas Ghirlanda-Guerra
(I1.54) son satisfechas, el principal teorema de Panchenko (2011) [Panchenko, 2013a]

prueba la ultrametricidad. O
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Capitulo V

Conclusiones

Encontrar ultrametricidad para campos no Gaussianos no es algo usual, en este caso
hemos demostrado la propiedad de Ultrametricidad para campos no Gaussianos en el

modelo de de Ising con campo aleatorio (RFIM)

a) El Teorema IV.1.1 principal de esta tesis, con los campos con las condiciones (IV.2),

es nuevo y afirma lo siguiente
1) Ry3 > min{R 2, Ry 3} cuasi seguramente con respecto al limite en volumen
infinito de v;
2) Ro3 > min{R;, R 3} cuasi seguramente con respecto al limite en volumen

infinito de v, para todo p > 1 en (IV.6).

Por lo tanto para el RFIMs, definido por (IV.1)-(IV.2) y (IV.2)-(IV.6), la matriz R

es ultrametrica.

b) Otro resultado nuevo es la modificacién de la conocida integracién por partes Gaus-
siano para varias variables. El resultado es como se ve en la Proposicion 11 es el

siguiente:

86



E:cyf(m, y) -

<G <|

EaZf (z,y)
00y
ak—lf

Oyk—1

A BECRERE L TRTESS

sl IR o BECEEES
2(k ;!1)1(1 <K2 g’;{ OOEW “ k+1f|| o |k>
o (1 I TR VS SR o
R G [ I CHEE e || E || (et 1ol > K.

Este resultado puede ser conseguido usando la expansién de Taylor de dos variables

hasta el k-esimo orden.

c¢) El campo usado en el hamiltoniano

5 Z ngy + (,U/ - h) Z 9z0¢
(zy)

zeVy

tiene los siguientes decaimientos, como se ve en (1V.2),(IV.3), (IV.4)

h— w;

(u—h)\/i—mxy

W, > E(lg.l : [gal 2 e(u—h)") =0,

z€Vn

para cualquier ¢ > 0. Este campo esta inspirado en el campo de Auffinger y Chen

(2016) [Auffinger and Chen, 2016].

d) Para obtener el resultado principal usamos la integracién por partes y las identi-
dades de Guirlanda-Guerra. Estas desigualdades tuvieron que ser probadas para
nuestro modelo con el campo con decaimiento. El Lema 10 sobre las identidades de

Guirlanda-Guerra es el siguiente:

@ 01e]©) Repositorio Institucional - UNASAM - Peru



Dado m > 2y sea f : R™™m~1)/2 — [—1 1] una funcién medible acotada de super-
posiciones (I1.53) que no cambian con n. Entonces, bajo la suposicién (IV.2), las
identidades de Ghirlanda-Guerra con ¥ = Id y e = 0 en (I1.54) son satisfechas en

cuasi todo (8, ). Lo que significa, si f es como arriba, entonces tenemos:

V(le,erl)—%V(f) (Ri2) _%inRls - =0, V(B,u) e A
s=2
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Capitulo VI

Recomendaciones

Las recomendaciones que podemos extraer son:

a) Una buena comprensién de las identidades de Guirlanda-Guerra, de esta propie-
dad se deducen otras, como ultrametricidad, pero para cada modelo tiene que ser

verificada.

b) Hay otras propiedades de modelos de vidrios spin como la propiedad de Caos pro-
babilistico que para futuros trabajos podemos verificar si en el modelo de Ising con

campo aleatorio lo posee.

¢) Cuando el campo es deterministico las técnicas conocidas para modelos con campos
aleatorios fallan, un ejercicio seria adaptar técnicas, si es posible, para modelos de

Ising con campos deterministas.

d) Antes de comenzar el estudio de spin glasses se recomienda leer [Panchenko, 2012],

[Austin, 2012] y [Nishimori, 2001].
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Apéndice A

Desigualdades GKS

A.1. Desigualdad GKS-I

Presentamos la prueba de la Desigualdade GKS-1, para condiciones de frontera

libre y campo positivo (enunciada no Teorema I1.2.1), el sea, (04)} sps = 0. Ya que

el denominador de la esperanza es Z, > 0, lo tinico que nos queda es mostrar que el

denominador no es negativo, o sea,
> oa(w) e PHAW) > ),
UJEQA
Para eso trabajamos en el factor de Boltzmann
e*ﬁHA(W) _ H ePhiwi H ePJijwi;
€A {i,j}€€n

y como
ePlijwiw; — i M

n!

Y
n=0

puedemos ordenar los términos para obtener las siguientes igualdades
ePliavivi = cosh(BJ;5) + senh(BJ;j ) wiw;
= cosh(5J;;)(1 + tanh(B8J;; )wiw;).
Ahora, usando (A.2) en (A.1) tenemos

675HA(W) = H €ﬁhiwi H COSh(ﬁJZ‘j)(l + tanh(ﬁjij)wiwj),
1€EA {i,j}€EA

99

(A.2)

(A.3)



luego,
> oaw) e PHAW) — ST I ] cosh(BJi;)(0a(w) + tanh(BJ;))wiw;oa(w)).
weN weN) 1EA {i,7}€€A
Ahora, desarrollando el productorio tenemos
[1e” ] cosh(BJi;)(oa(w)+ tanh(BJ;; ) wiwjoa(w)) =" ¢ P,
1EA {i,5}€EA m

donde ¢, es un factor dado por un producto de términos que son ahora cosh(8.J;;),
el senh(f.J;;). Esos factores son no negativos pues cosh(x) y tanh(z) son ambos no
negativos para x > 0. Ya los factores P,, son de la forma

P, = wzil g H ePhivi

icA
Con eso tenemos
Y oa(w) e PHAW) — S enPn = (Zcm> > Pn.
WENA wEN) M m wWENA

En caso todos los n; sean pares, tenemos inmediatamente que

> Pu= > [[¢" >o.

weQ wEN) 1EA
Por otro lado, si nj,,...,n; es la lista completa de todos os exponentes impares que
aparecen en P,,, entonces tenemos que

Py =wj ... wj, H ePhiwi,
ieA
Sumando sobre todas las configuraciones, obtenemos
> Po= )Y wy...w; ] ePhiwi 11 ePhiwi,
wENA welp ’ie{jl,.‘.,jr} iEA\{jlf“'va}

Como el segundo productorio que aparece arriba es positivo y
e — e7Phi = 2senh(Bh;) > 0,

sigue que
> P, >0.
wEN)

Asi, concluimos que

3 oa(w) e P >0,

UJEQA
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A.2. Demostracion de GKS-11

En este parte mostraremos que (0408)} gy = (0a)R srn (0B)R son (que es la
segunda parte del Teorema I1.2.1). Haremos una prueba para el modelo en condiciones
de frontera libre. El método utilizado en esta prueba sera la de duplicacion de variables,
el sea, para cada sitio i € A criamos una nueva variable p; : Q4 — {—1,1}, y definimos
un hamiltoniano duplicado en el volumen A de la siguiente forma

H®(o,p) == H(o) + H(p) = = > Jij (0005 + pipty) = D hi (07 + pua).

{i,5}€€A €A

Denotaremos por (-)® el valor esperado con respecto a la medida de Gibbs definida

por el el hamiltoniano H® (o, 11). Observe que

. Z:Q ;Q [UA(MI)JB(M) _ UA(wl)MB(WQ)]e—ﬁ(H(a))(W1)—5(H(u))(w2)
> 2 — w1 A W2 A

(oa0s = ot Sy e BHE@) @) —AH ) (w)

S UNPPISOIN

S oa(wi)og(wy)e PHEN @) s~ g=BH()(w2)
_ wi€y w2 EQN

o S e BHMW)wW2) S e=BH(0))(wr)

waEQN w1 E€QN

Y pp(ws)e PHWI@) S5 () )em AUH@)(@1)

_szQA w1 €N
S e BHW) W) S e=B(H(0))(w1)

wa €N w1 E€EQN

= (0a0B) — (oB)(04)

de la misma forma, tenemos las siguientes igualdades

(04)® = (na)® = (04),

(oapp)® = (oa)(us),
(oa05)? = (0a08) = (aps) = (paps)®.

Como o4 = [] oy, tenemos
€A

(oacp — oapp)? = <H 0 (H o — 1 Mz’) >(2) : (A4)

icA i€B 1€B
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Considerando la siguiente mudanza de variables

(o — i) RCGEID
Xi—T y Y;—T (A.5)

y reescribiendo las igualdades en (A.4) y (A.5), obtenemos:

(0405) — oY) = (0405 — oapis)?

) )

Los términos con coeficiente negativo de [];c (=% \/ir Yi) son cancelados con el termino de

[Tic B(X%Yl) y al final queda un polinomio en X; e Y; con coeficientes no negativos. La
demostracién seré concluida si mostramos que (X4Yz)? > 0, para cualquier A, B C A,
con X4 :=[[;ca X;. Para probar esta desigualdad primero observamos que:

HY(o — 3 Ty (XX, 4+ YY) - V2 b Y
{Z7J}€gA 1EA

% ZQ XA(wl,WQ)YB(wth) @_B (H(o,p))(w1,w2)
<XAYB>(2) _ Wiy waklis

Y e B Hw) (wiws)

w1 E€QA wa€NA

El denominador de la esperanza es positivo, luego expandimos la exponencial del
numerador de la esperanza con su representacion en series de Taylor. Seguimos factori-
zando cada termino con respecto la i € A. Asi, solo tenemos que garantizar que:

DoY) XMwn,we) Y (wr, wa)

W1 ENA waENA

-y v (Uz w1 \/{@(M))m (07:(001):/%%(002))” >0,

w1€QA szQA

para cualquier entero m,n > 0. Se m y n son positivos, entonces la suma es nula, debido
a los valores que asumen os spins o y p. Si m o n es cero, entonces tenemos sumas en
apenas una de estas variables X; o Y;. Si el exponente de esa variable es par entonces
tenemos que la suma es positiva, y si el exponente es impar, entonces la suma es nula.

Con eso terminamos la prueba.
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A.3. Notacion de la O

Para f(x), g(z) funciones reales, g(x) # 0 para todo = en un entorno de .
La notacién o-pequena’ estd definida asi
f(z) = o(g(x)) cuando z — x¢,

si y solo si, hm # 0. Para el caso infinito seria

f(z) = o(g(z)) cuando z — oo,

si y solo si, hm%—O esto es, Ve > 0,dR > 0,Vx > R = Hz)

9(z)

< €.

La notacién O-grande es
f(z) = O(g(x)) cuando = — xg,

si y solo si, existe C' > 0 tal que |f(z)] < Clg(z)|, para x en una vecindad de x. En el
caso infinito, tenemos

f(z) = O(g(x)) cuando x — oo,

si y solo si, existe C' > 0 tal que |f(z)| < Clg(x)|, para z suficientemente grande, o sea,

EIC>0,EIR>O,V£>R:>‘% <C.

lfue creada por Edmund Landau en 1909, en el pequeifio libro sobre la distribucién de los primos
[Landau, 1909].
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Apéndice B

Sobre la integracién Gaussiana por

partes

B.1. Prueba de la formula de integracion Gaussina

por partes

prueba de la proposicion 11. Sea g(x,y) = xf(x,y) por la funcién expandida de Taylor

g en (k — 1)-esimo y k-esimo orden, tenemos

I lg(x,0) o L ong(x,0) yntt

yg(z,y) = g(z,0)y — G D + nz::l o (B.1)
n O lg(x,aly) ¢
oyt (k- 1)’
S 8” 0) y"*' | 9%g(x,b(y)) y™*
g(x,0)y + Z o o T (B.2)

Similarmente, considerando la expansion de Ty’y) para su (k — 1)-esimo orden, conse-

guimos
Og(z.y) _ ’“i 0"g(x,0) y" 7t Fglz,c(y) Yt (B.3)
y —= oy» (n—1) oy (k—1)17 ‘
donde a(y), b(y), c(y) son funciones dependiendo solo de y. Donde (B.1) y (B.3) sigue
que
09(,y) 0" lg(z,0) ¢t (= 0"g(x,0)
— = — h B.4
N *tg(x,aly)  y*  Ogla,cly) v
Oyk—1 (k—1)! oy (k—1)1’
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n+1

donde hy,(y) = (Y7 — o 1),) Donde (B.2) y (B.3), conseguimos

votay) = L0 = ot 0+ 3 T b ) (85)

L 99, b(y)) y’““ ~ Og(a,ely) Y
oy* k! oy* (k=1

fcy)

Expandiendo 2 para (k — 1)-esimo y k-esimo orden, tenemos

Oy 0f0y) 050y 2t kf o f(0,y) amt

dy Oy ork=10y (k—1)! 0x"y n!

O fla(x),y) o
T ooy k=11

af 0.9) Zé’”“f(O y) et O (b(a), y) 2t
oxz"dy  n! Oxkdy k!

n=1

(B.7)

De nuevo, expandiendo %;;/y) al (k — 1)-esimo orden, obtenemos

2 f( f
é?:ray Z

n=1

L0y | )y
dzndy  (n—1)! oxkdy (k—1)1"

(B.8)

donde a(z), b(x), &(x) son funciones que dependen de z. De (B.6) y (B.8),

LOf@y)  Of(z,y) _0f(0.y)  0°f(0.y) a* +'§ 9" f(0,y)
dy 0x0y dy Ozk=t0y (k—1)! = 0Ox"0y

" fla(x),y) o Ot f(e(x),y) !
T ooy (k=10 orfoy (k1)

De (B.7) y (B.8) tenemos

Of (w,y)  O*flz,y) _ 9f(0.y) = 9" f(0,y)

n=1

O f(bl),y) A O f(E(w)y) at!
dzkoy k! dzkoy (k—1)!"
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sumando (B.4) y (B.9) tenemos

*f(z,y) of(0,y) ' f(x,0) ay”
xyf(x,y) — T@y = f(z,0)zy + 9y x — T T (B.11)
*f(0,y) a*
a 3xk_18y (k—1)!
(ff 0) . "1 f(0,y)
8’“‘1f(:r,a(y)) vyt OFf(zcly) @yt
T =Dl o (=)
o f(a(x),y) a* O fE(x),y) !
T ooy (k=10 0sfoy (k1)
adicionando (B.5) y (B.10) conseguimos
0? 0
xyf(zr,y) — %yy) f(z,0)zy + %x (B.12)
=0 f(x,0) " f(0,y)
+ P <8—yn :vhn(y) + Whn(ﬂi)>
O fa,b(y) ay*t O f(x,cly) ay*!
TR TR o (k=1
O f(b(x),y) A M (E(x)y) !
drkdy K oxkay  (k—1)1°

definiendo

0 J
I =1 =y f(z,y) - “oroy f(x,0)zy — _fé(;, y)x

(0" f(x,0) 0" f(0,y)

n=1

obtenemos de (B.11) y (B.12) las siguientes del s desigualdades:

k-1 k k k
P 1 S T T
dyr=1|  (k—=1)! oxk=10y| (k- 1)!
(|2 e ) st
oyF | (b — oxkoy |
Yy
o k+1 k-1 i+ k+1 k-1
| < _{: 2] ™l kf \fﬂl !xl ‘
oYkl k! (k—1) 0x*dy|| — 1!
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Tomando la esperanza de |I1]| en D = {|z| > K, |y| > K}, con Ky, Ky > 1, para la

primera desigualdad, conseguimos

2 ak—lf
BT D) < g (e | | 5ot ) el > K Bl <o > )
(B.13)
2 ok f oFFLf .
+(k—1)!<‘ axklayH ‘8:1:’“8 E(lz": |2 > Ka).

Ahora, tomando la esperanza de |I5| en el conjunto {|z| < K;} obtenemos
E(lfs| : |2 < Ky) = E(|Lf « o] < K4, [y| < Ko) + E(|L] : |2| < Ki,fyl 2 Ky) (B.14)

E+ 1)K okt
Sl O P ST e I

orf
oyk -

(k+ 1)K, [|o~f 8k+1f
el (o I VR ORY e
Similarmente, tomando la esperanza de |I3| en el conjunto {|y| < Ks} notamos que
. (k+ 1)K, o f K 8’““]’ o[k
ak+lf

(k+1) ok
+ k! K oyk

E<|x\:|x|>K1>E|y|’°+H H |x\k“~|x\>f<1>).
(B.15)

Dado que x,y son del s variables aleatorias tales que sus primeros £ > 2 momentos

coinciden con los una variable aleatoria Gaussiana, sigue que Eh,(z) = Eh,(y) = 0,

n=1,...,k— 1. entonces,
0 f(x,
Eeyf(v.9) ~ B4 S0 B(1)] = [B(1)| = [E(h : D) + (1 D7)

E(M1| - D)+E(|L2] - |2| < Ka)+E(| 2] : [y < Ks).

Finalmente, Combinando la desigualdad arriba con (B.13), (B.14) y (B.15), concluimos
la prueba.
[l
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B.2. Integraciéon por partes no Gaussiana
B.2.1. Integracién por partes para variables aleatorias no gaus-
sianas, con f: R — R.

Muchas veces vamos a querer derivar expresiones en el interior de esperanzas, aunque

cuando no posean distribucién gaussiana, pero si otra.

Proposicién 16. Sea g la variable aleatoria real con media cero y varianza o?. Entonces

para f: R — R con derivada de tercera orden continua y limitada. Entonces:

Elg f(9)] = 0” E[0.f(9)] + 7. 1021],

con

Y, [0;f] = E [g /0 "(g - 2)? f(x)dx] - O—QE[ /0 g — )8 f(:zc)da:] .

La primera esperanza de 792 esta bien definida, ya que

lgl
o /(o012 wyaa] < ll| [ min 210,11 027
0 0

Prueba. La prueba de este resultado puede ser encontrada en el artigo de Yu-Ting
Chen [Chen, 2019] y es como sigue :

Comenzamos usando la férmula de Taylor
9£(9) = 95(0) + 4°0.f(0) +g [ (9 — )02 (x)da
= gf(0) + g*0, f(0) + o* /Og O f(x)dw
ot [M (-2 + [ 2 @dx) dy+ g [[ta - )02 (@)

Usando el teorema fundamental del cilculo observemos

| =02 (g)dw = —g32(0) — g [ 02 f(a)da.
0 0

Posteriormente tomando la esperanza y debido a que E[g] = 0 y E[¢?] = 02 tenemos

Elgf(9)] = 0E[0.f(9)] + v2[02f]-

© ®9® Repositorio Institucional - UNASAM - Perti



B.2.2. Generalizacion de la integraciéon Gaussiana por partes

La prueba del préximo resultado puede ser encontrado en Chen (2019) [Chen, 2019,
prop 6.1]

Proposiciéon 17. Sea Y una variable aleatoria de valor real con media cero y varianza
finita 02, con o > 0. Para cualquier funcién f : R — R con una derivada de tercera

orden continua y limitada, tenemos:

E(YF(Y)) = 2E(F(V)) +72(f). (B.16)
donde

con

Y [Y]
‘Y/ (Y — ) f"(u) du| < |Y|/ 0 {2 | oo I1F” oo 0} duu. (B.17)
0 0

Prueba. Usando el Teorema de Taylor,
Y
YAY) = YO+ Y20 +Y [ (= u)f () du
+0?(£10) = 1/10) =Y £"0) + R(YV) )
donde R(Y) = —f"(Y) + f'(0) + Y f"(0).
Usando el Teorema Fundamental del Célculo e integracion por partes,
Y 14 1! v "
R(Y):—/O Flw)dut+Yf (0):—/0 (Y — ) f"(u) du. (B.18)

Dado que EY =0y EY? = o2,

E(Yf(Y)) =0*E(f'(Y)) + E(Y /OY(Y —u) f"(u) du> +?ER(Y).

Asi, usando (B.18) conseguimos mostrar (B.16). Por otro lado, (B.17) sigue combi-
nando la igualdad [y (Y —u)f"(u)du = [y (f’(u) - f’(O)) du con el Teorema del Valor
Medio. 0

El proximo resultado es nuevo y puede ser visto como una generalizacion de la
Proposicién 17 para el caso de dos variables. Para simplificar la notacién, vamos es-
cribir 9; ;f la derivada parcial de orden i y j para la primera y segunda componente

respectivamente.
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Proposicién 18 (Una integraciéon Gaussiana por partes generalizada). Sea X y Y dos
variables aleatorias reales independientes con media cero y varianza finitas 0% y 0%
respectivamente, con ox, oy ambos positivos. Para cualquier funcién f : R? — R con

derivada de quinta orden continua y limitada. Tenemos

E(XYf(X,Y)) = 0%o} E(011f(X,Y)) + vy (f), (B.19)

donde

Yy (f) —E<XY/ / —u) a1 f(u, v)dudv)

~ oo (// —uaggf(uv)dudv>

—U§U§E</O (X — )yt f (1, 0) du+/ Y — 0)915f(0,v) dv).

Ademas de eso,

‘XY/ / —u) 021 f(u,v) dudv (B.20)
(X1 Y]
<IXIY] [T [ min {20001l 102l u} dudv,
X | X1
‘/O (X —w) B2 f(u,0) du| < [ min{2]|021floc, |95.1 flloc u}f du, (B.21)
Y Y
‘/O (Y —v) 915 £(0,v) dv </O min {2192/l , 913l v} do. (B.22)

Prueba. El Teorema de Taylor para funciones multivariadas lo que da,

XYf(Xa Y) = XYf(Oa O) + X2Y61,Of<07 O) + XY280,1f<07 O)

X3Y Xy3
020f(0,0) +

—_ Y
Ma&of(u,()) d'LL+XY/
2 0

D02f(0,0) + X*Y29, 1 £(0,0)

()/_21})2 8073f(0, U) dU

X
Xy
XY |
Y X rY
+ X2Y/ (Y — ) 91af(0,v) dv + XY/ / (X — u) o1 f(u, v) dudv
0 0 JO

+ O'E(U%/ (8171f(X, Y) - 6171f(0, 0) — X@gylf(O, Y) — Y@l,gf(O, 0)

0

_/ —u) ds1 f(u, O)du—/Y(Y—v)al,gf(o,v)dHR(X,Y)),
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donde:
R(X, Y) = —6171f(X, Y) + (9171f(0, 0) + X8271f(0, Y) + Y8172f(0, 0)
+/ —u 831f(u0du+/ Y —v)015f(0,v)dv

Organizando adecuadamente y usando propiedades del Calculo Diferencial e Integral,

tenemos
R(X,Y) = /X(X ) (01 f (w,Y) = 051 f (1, 0)) du

= _/ / —u) 03 2f(u,v)dudv . (B.23)

Como X, Y son variables aleatorias independientes, EX = EY = 0 y EX? = 0%,

EY? = 0%, notamos que:
E(XYf(X,Y)) = 0%oy B(011£(X,Y)) + okoy ER(X,Y)

+E<XY/ / ) Dot f(u,0) dudv)

—UXJYIE</O (X —u) 051 f(u,0) du+/ —v)@l,gf(o,v)dv>.

Entonces, usando (B.23) tenemos (B.19). Por otro lado, los items (B.20), (B.21) y
(B.22) siguen combinando el Teorema del Valor Médio con cada una de las siguientes

identidades
/ / —u) Oz1 f(u,v) dudv —/ / 61 1f(u,v) — 011 £(0, v))dudv
/0 ( - U) a3,1f(u, O) du = /0 (8271]‘.(%, O) - 82’1]"(0, O))du

[0 =00t 00 dv = [ (0,5(0,0) ~ 0,£(0,0))dv

@ 01e]©) Repositorio Institucional - UNASAM - Pert



	11. Otorgamiento de una licencia CREATIVE COMMONS
	Para las investigaciones que son de acceso abierto se les otorgó una licencia Creative Commons,  con la finalidad de que cualquier usuario pueda acceder a la obra, bajo los términos que dicha licencia implica.
	Agradecimientos
	Resumen
	Abstract
	Introducción
	Justificación del estudio
	Delimitación y planteamiento del problema
	Objetivos
	Objetivo general
	Objetivos específicos

	Hipótesis

	Marco teórico
	Antecedentes del problema
	Breve presentación del Modelo de Ising
	El modelo en volumen finito
	Desigualdades y resultados importantes: GKS, GHS, FKG

	Modelo de Ising con campo aleatorio
	Presentación de la medida de Gibbs (en volumen infinito)
	Breve presentación de la medida de Gibbs aleatoria
	Resumen sobre el Modelo de Ising con Campo Aleatorio
	O argumento de Imry y Ma
	El método de Aizenman y Wehr
	El resultado de Bricmont y Kupiainen

	Introducción a la teoría de vidrios Spin
	Sobre los vidrios spin
	Modelo de Sherrington-Kirpatrick
	Idea del método de réplicas

	Las Identidades de Guirlanda-Guerra implican la Ultrametricidad (caso discreto)
	Algunas definiciones en vidrios spin

	Preliminares a la prueba de GG implica ultrametricidad

	Metodología de la investigación
	Tipo de investigación
	Diseño de la investigación
	Población y muestra

	Resultados principales
	Presentación del resultado
	Integración por partes gaussiana
	Generalización de la integración Gaussiana por Partes

	Prueba del item 1
	Prueba de Item 2

	Conclusiones
	Recomendaciones
	 Desigualdades GKS
	Desigualdad GKS-I
	Demostración de GKS-II
	Notación de la O

	Sobre la integración Gaussiana por partes
	Prueba de la formula de integración Gaussina por partes 
	Integración por partes no Gaussiana
	Integración por partes para variables aleatorias no gaussianas, con f: R R.
	Generalización de la integración Gaussiana por partes



	Fecha5_af_date: 13/07/2023
	DNI: 45958926
	Título: SOBRE LA PROPIEDAD DE ULTRAMETRICIDAD EN EL MODELO DE
ISING CON CAMPO
	Optar: Licenciado en Matemática
	DNI_ASESOR: 06908215
	POST_FIRMA: Bibiano Martín Cerna Maguiña
	Porcentaje: 5%
	Autor: Jamer Insupe Roldan Gonzales
	Group2: Opción1


