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RESUMEN
El proposito fundamental de la aplicacion de la dindmica de fluidos y la
transferencia del calor en los problemas relacionados con el proceso de
solidificacion del acero en la industria de la fundicion tradicional es el anélisis y la
prediccion del proceso de enfriamiento que acontece en el interior del molde que
contiene el acero en estado liquido.

Se presenta detalladamente el procesamiento y andlisis de un modelo
matematico cuyo objetivo es mostrar el mecanismo de enfriamiento que acontece
en el interior del molde cuando existe un suministro continuo de acero liquido en
un proceso de fundicion tradicional.

Finalmente, se presenta los resultados referentes a la solucion del modelo
matematico mediante la visualizacion de la solucion de la ecuacion diferencial de

energia involucrada en la construccion del modelo matematico.

Palabras clave: transferencia del calor, proceso de solidificaciéon, modelo

matematico.
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ABSTRACT
The main goal in the application of the fluid dynamics and the Heat transfer
in problems related to the solidificacion process of steel in the steelmaking industry
of the ingot casting is the analysis and the prediction of the cooling process carries

out inside of the mould which contains the steel in liquid phase.

It is presented in detail the process and Analysis of a mathematica model
whose goal is to show the cooling mechanism that happens inside of the mould

when a permanent supply of liquid steel takes place.

Finally, it is presented the relating results to the solution of the mathematical
model through the visualization of the solution of the energy differential equation

involved in the construction of the mathematical model.

Key Words: heat transfer, solidification process, mathematical model.
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RESUMO

Lo scopo fondamentale dell'applicazione della fluidodinamica e del
trasferimento di calore nelle problematiche legate al processo di solidificazione
dell'acciaio nell'industria della fonderia tradizionale ¢ 1'analisi e la previsione del
processo di raffreddamento che avviene all'interno dello stampo contenente acciaio
allo stato liquido.

Viene presentata in dettaglio l'elaborazione e I'analisi di un modello
matematico, il cui obiettivo ¢ quello di mostrare il meccanismo di raffreddamento
che avviene all'interno dello stampo quando c'¢ una fornitura continua di acciaio
liquido in un processo di colata tradizionale.

Infine, i risultati relativi alla soluzione del modello matematico vengono
presentati visualizzando la soluzione dell'equazione dell'energia differenziale

coinvolta nella costruzione del modello matematico.

Parole chiave: trasferimento di calore, processo di solidificazione, modello

matematico.



I. INTRODUCCION

Objetivos

Objetivo General

Simular numéricamente mediante elementos finitos la temperatura en la etapa

inicial de la solidificacion del acero.

Objetivos Especificos

* Formular un modelo matematico que describa la distribucion de la
temperatura del acero liquido contenido en un molde y su proceso de

enfriamiento al transcurrir el tiempo.

* Resolver la ecuacion de conduccion del calor, usando el método de

elementos finitos.

* Implementar un programa computacional en el lenguaje de programacion
GNU-Octave para resolver la ecuacion diferencial que permite obtener la
temperatura del acero liquido en el proceso de enfriamiento que conduce a

la solidificacion del acero.

Hipotesis

La hipotesis en el presente trabajo de tesis estd formulada en los siguientes

términos:

Con la simulacidon numérica mediante elementos finitos se determina la

temperatura en la etapa inicial de la solidificacion del acero.
1



Variables

Variable independiente:

Simulacioén numérica mediante elementos finitos.

Variable dependiente:

Temperatura en la etapa inicial de la solidificacion del acero.



II. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

La fundicion de metales como el acero es una actividad llevada a cabo durante
siglos que en la actualidad forma parte importante del sector industrial alrededor
del mundo lo que trae consigo que las técnicas empleadas en la fundicion son de

suma importancia en la obtencion de productos basados en acero.

El empleo de técnicas en la fundicion del acero que permite la obtencion de
productos de buena calidad motiva un estudio de las condiciones en las cuales el
acero pasa del estado liquido al s6lido a través del fendémeno de transferencia del

calor y el flujo del fluido metalico.

En la figura 2.1, es mostrado un proceso de fundicion del acero que en estado
liquido es transferido a un molde través de un conducto de forma que al ingresar al

molde se tiene predeterminados una velocidad y una temperatura de ingreso.

Mientras el acero liquido ingresa al molde, se lleva a cabo una extraccion de
calor de forma que, al completar el llenado del molde con acero liquido, se inicia al

proceso de solidificacion del acero.



ACERO LIQUIDO

FRONT'ERA
AIRE-LIQUIDO
——

e

EXTRACCION
DE CALOR

—_—

| |
)

VELOCIDAD DE INGRESO

Figura 2.1: Esquema del proceso de enfriamiento del liquido entrante.

Debido al suministro continuo del liquido metalico, el volumen contenido en
el molde va aumentando y formando una superficie ascendente que constituye la
frontera acero-aire como puede verse en la figura 2.1, a la vez que las paredes del
molde contintan extrayendo calor del acero liquido.

Esto lleva consigo un enfriamiento del acero que ocurre primordialmente en
las paredes del molde por la transferencia de calor hacia el medio ambiente lo que
a su vez convierte el acero liquido en un bloque sélido al empezar el proceso de
solidificacion.

Diversos autores han sefialado que el enfriamiento se debe fundamentalmente

a la transferencia de calor a través de la frontera acero-aire y acero-pared.

4



Asimismo, diversos autores han abordado el asunto de la interfaz entre
fluidos, como en este caso, el metal liquido y el aire sobre el mismo, siendo
fundamental resaltar el trabajo mostrado por (Bikerman, 1970), que tiene en cuenta

la tension superficial entre los dos fluidos que estan en contacto.

Si bien las ecuaciones del flujo de un fluido son complejas y en muchas
ocasiones es necesario recurrir a la dindmica de fluidos computacional (Kajishima,
2017), en ciertas situaciones, es posible llevar a cabo un andlisis del flujo de fluido
a fin de simplificar las ecuaciones que describen dicho flujo mediante el uso de
técnicas matematicas (Melink, 2017) a fin de construir un modelo que describa el
proceso de interés. Segun (Upadhyay, 2014), el modelamiento matematico es una
disciplina que describe los fendmenos del mundo real en términos matematicos y

para posteriormente resolverlos.

Una vez desarrollado el modelo matematico, es importante tener en cuenta
que para la obtencidn de la solucion del modelo es necesario aplicar computacion
cientifica en muchos de los casos (Griebel, 2017), de forma que pueda llevarse a
cabo la validez del modelo propuesto (Herrera, 2017) y pueda obtenerse resultados

del modelo propuesto.

Es conocido que muchos problemas son descritos por un conjunto de
ecuaciones diferenciales parciales (Brenner, 2016), en particular, esta la ecuacion
de energia que describe la temperatura existente en el acero liquido como es el caso

del presente trabajo de tesis.

Un método para la solucion de las ecuaciones diferenciales parciales que

describe un problema relacionado con la ecuacion de energia es el Método de



Elementos Finitos, el cual se basa en la representacion de la ecuacion diferencial
por medio de una forma llamada formal débil que consiste en la transformacion de

la ecuacion diferencial original en una ecuacion integral (Burden, 2016).

El método de elementos finitos ha demostrado ser eficaz en muchos
problemas relacionados con la ciencia e ingenieria a lo largo del siglo pasado y en
el presente, en particular en los problemas relacionados con la evaluacion de la
temperatura en una determinada region, esta es la razéon por la cual ha sido

considerado en el desarrollo de la presente tesis.

En una investigacion desarrollada por Vynnycky y co-investigadores
(Vynnycky, 2015), los autores abordaron el problema de llenar un molde con metal
liquido para un proceso de solidificacion como el descrito anteriormente, de forma
que dos parametros son inicialmente prescritos: La temperatura a la cual ingresa el
fluido constituido por el acero liquido y su respectiva velocidad encontrando que el
enfriamiento y posterior solidificacion del acero se debe fundamentalmente por la

transferencia de calor a través de la pared del molde (Vynnycky, 2015).

2.2. Bases tedricas

2.2.1. Dinamica de fluidos

Debido a que el proceso de llenado del liquido metalico y su posterior
enfriamiento en el molde tiene que ver con el flujo de un fluido y la transferencia
de calor existente en el mismo; las ecuaciones de la dinamica de fluidos y de energia
deben ser empleadas para evaluar las velocidades y la temperatura existente en el

interior del molde.



Si denotamos por u, v las componentes horizontal y vertical de la velocidad
del flujo del fluido y x, y las coordenadas horizontal y vertical en cada punto de la
region que contiene el mismo fluido y ¢ denota el tiempo entonces las ecuaciones

del momento en la dindmica de fluidos (Batchelor, 2000) estan dadas por

2 2
o| Q840U Ou)_ %, [Ou, Ou @.1)
ot ox 0y ox ox° 0y
2 2
ot 9dx dy oy 0x° 0Jy

Donde p, u son la densidad y la viscosidad del fluido respectivamente, p es

la presion ejercida por el fluido y g es la constante de gravedad.

En la presente tesis, asumiremos que la densidad y la viscosidad del acero
liquido tienen una magnitud constante.

Las ecuaciones (2.1) y (2.2) describen el flujo de un fluido en una determinada
region de forma que sus velocidades estan cambiando con respecto al tiempo, para
que el problema este bien definido debe incluirse una ecuacion que describa la masa
del fluido.

Asimismo, para garantizar que el fluido que ingresa durante un intervalo de
tiempo posee la misma masa que el fluido que se encuentra en el molde, se emplea
la ecuacion de conservacion de masa (Batchelor, 2000), establece que

du Ou _

ox 0y (23)



L S S S

'MASA DEL ACERO
LIQUIDO CONTENIDO

uv,p

FLUIDO
ENTRANTE

Figura 2.2: Esquema que ilustra que la masa del fluido que ingresa al

molde conforma la masa de acero liquido existente en el molde

En la figura 2.2, se ilustra la conservacion de masa enunciada en la ecuacion
(2.3), donde el acero liquido se va acumulando en el interior del molde al transcurrir
el tiempo luego de ingresar por la parte inferior, generando asi, las componentes de
la velocidad u, v y la presion p. Las ecuaciones (2.1), (2.2) y (2.3) son conocidas
usualmente como las ecuaciones de Navier Stokes (Batchelor, 2000).

Para describir la temperatura T = T(x, y, t) en un punto (x,y) en el interior
del fluido descrito anteriormente, la ecuacion de conservacion de energia (Pletcher,

2016) esta dada por

2 2
pc 8_T+u8_T+V8_T =k 8_”1;+6_"12“ (2.4)
Plot  ox oy ox” 0y

Donde ¢, k son la capacidad calorica y la conductividad térmica del fluido.

La ecuacion (2.4) permite determinar la temperatura en un determinado tiempo.



Debido a que el proceso de enfriamiento del acero liquido estara evidenciado
por una disminucion de la temperatura tenemos que los valores numéricos de T en
la ecuacion (2.4) iran disminuyendo con respecto al tiempo y seran determinados

por la solucion de (2.4).

2.2.2. El método del elemento finito

El método del elemento finito que es empleado en el presente trabajo de tesis
consiste en la construccion de la solucion de la ecuacion diferencial (2.4), dicha
solucion es una funcion expresada por la combinacion lineal de funciones llamadas
funciones prueba (Burden, 2016).

Supongamos que deseamos resolver la ecuacion (2.4) en forma
unidimensional, es decir, solo en la variable x, entonces (2.4) puede ser expresada

mediante

oT 0T o°T
pCp (E-Fua—xj:k(a?] (25)

Si el valor de u es pequefio de forma que u=0 y hacemos =k /pc, entonces

la ecuacion (2.5) puede ser escrita como

oT  o°T
—=0—7 2.6
ot ox* 26)
Si deseamos resolver la ecuacidon (2.6) en el intervalo 1=[0,1]entonces

seleccionamos un conjunto de nodos xi, x2, ..., XN en [ tal

0=x,<X, < <xy=1 (2.7)



Podemos asumir el caso que la distancia entre ellos h es constante, asi

h=x,—-x, ==Xy —Xy_; entonces es posible definir funciones ¢, = ¢,(x)
llamadas funciones de prueba (Burden, 2016) para i=1,..., N mediante

XX

, X E[X,X;]

$0=1 D (2.8)
X —X

n X €[X;,X;4]

Con el fin de ilustrar la forma de las funciones de prueba en el método de
elementos finitos, podemos suponer que tenemos para el intervalo 1=[0,1], los
siguientes nodos: x, =0.0,x, =0.2,x; =04, x, =0.6,x; =0.8, x, =1.0 entonces

esta claro que h=0.2 y por ejemplo las funciones de prueba ¢3 y ¢4 estan dadas por

X_hxza XE[X29X3]
d;(x)= . x (2.9)
4
P X €[X5,X4]
y
X—X
- 2 x€e[x3,%,]
bo0={ " (2.10)
Sh , X €[Xy,Xs]

10
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Figura 2.3: Grafica de las funciones ¢3 y ¢,

En la figura 2.3 son ilustradas las funciones de prueba ¢3 y ¢4 que son
utilizadas en el método de elemento finito. Puede apreciarse que tanto ¢3 como ¢4
tienen el valor cero en los conjuntos [x1, X2]U[x4, X6] ¥ [X1, X3]U[X5, X6]
respectivamente.

Por otro lado, si definimos la solucion de (2.6) mediante
T(x,t) =T, ()¢ (X) +- -+ Ty (DPx (%) (2.11)
Entonces al multiplicar la ecuacion (2.6) por una funcién ¢;j para j=1,....N e

integrar sobre el intervalo I tenemos que

1 1 A2
oT o°T

0 0
lo que implica que

dT, dT,
g Mu+eee = My = o TK, ++TyKy ;) (2.13)

11



donde

1
M;; = j ¢, (x)9;(x) dx (2.14)
0

1
K ; =I o; (x)9'(x) dx (2.15)
0

La igualdad en la ecuacioén (2.13) se cumple para j=I1,...N, con lo cual
tenemos el sistema de ecuaciones

M‘;—TmKT:o (2.16)

Donde las matrices M, K tienen componentes Mij, Kij dados por las

ecuaciones (2.14) y (2.15) respectivamente y T dado por
T
T = (T, (t),..., Ty (1)) (2.17)

Es ahora un vector columna de N componentes reales como se indica en la
ecuacion (2.17) que cambian su valor numérico con el tiempo. De esta forma, el
método de elementos finitos consiste en la solucion numérica del sistema de
ecuaciones dados en (2.16) que a su vez permiten la obtencion de la solucion de la

ecuacion diferencial (2.6).

2.3. Definicion de Términos

Los términos usualmente encontrados en la literatura relacionada con los
procesos de solidificacion del acero, los temas de la dinamica de fluidos y la

transferencia del calor son:

12



Fluido incompresible. - es una sustancia que adopta la forma del recipiente

que lo contiene y cuya masa se mantiene constante al aplicar sobre el, esfuerzos.

Temperatura. - es la cantidad de calor almacenada en una determinada

sustancia.

Acero. - es el resultado de la combinacion de hierro y carbon que puede estar

en estado liquido y por medio del enfriamiento convertirse en sélido.

Proceso de fundicion. - es el proceso que consiste en el vertido del acero en

estado liquido en un recipiente para que al solidificarse adopte la forma del mismo.

Velocidad de Casting. - es la velocidad a la que esta ingresando el acero en
estado liquido al molde para su posterior enfriamiento para convertirse en acero

solido.

Temperatura de Casting. - es la temperatura a la cual estd ingresando el acero

en estado liquido al molde.

Temperatura de Solidificacion. - es la temperatura a la cual el acero en estado

liquido empieza a convertirse en acero solido.

Punto de Solidificacion. - es el punto que existe en la region que contiene el

acero liquido y cuya temperatura es la mas baja en todo el acero en estado liquido.

En el presente trabajo la temperatura de solidificacién es constante y es

denotada por T,,, como habitualmente es indicado en la literatura (Vynnycky, 2015).

13



De acuerdo a los sefialado anteriormente, la ecuacion (2.4) que determina la
temperatura existente en la region que contiene el acero en estado liquido en un
determinado tiempo t, tendrd el valor inicial de la temperatura de casting y
posteriormente su temperatura ird descendiendo hasta tener el valor de la
temperatura de solidificacion debido al proceso de enfriamiento al que esta

expuesto el acero en el interior del molde.
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III. METODOLOGIA

3.1. Tipo y diseiio de Investigacion

Aplicativo.

La investigacion llevada a cabo en el presente trabajo de tesis se ha basado en

un conjunto de 5 pasos realizados en forma consecutiva

i.

il

iil.

Descripcion del Fenomeno Fisico. Basado en la observacion del proceso
de fundicion tradicional existente en la actualidad para la produccion del
acero. Esto permite describir el llenado del molde con el acero en estado
liquido para su posterior enfriamiento, el tiempo necesario que debe
transcurrir para que esto se lleve a cabo permite que la investigacion de la
tesis se enfoque y pueda analizar la distribucion de temperatura en el

interior del molde en dicho intervalo de tiempo.

Formulacion del Problema. Consiste en la formulaciéon matematica del
proceso de llenado del molde con el acero liquido para que posteriormente
la solidificacién del acero se inicie y dado que la investigacion se enfoca
en el enfriamiento del acero liquido, el empleo de la ecuacion de energia
es adecuado debido a que determina la distribucion de temperatura en el

interior del molde.

Implementacion Computacional. Dada la formulacién matematica del
problema de enfriamiento del acero liquido en el interior del molde, es

necesario llevar a cabo la implementacion o programacion de la ecuacion
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1v.

matematica que permite determinar el conjunto de valores que
corresponden a la temperatura en cada punto de la region que abarca el
fluido metalico. Para llevar a cabo la programaciéon mencionada, es
necesario el uso de un método matematico que resuelva la ecuacion de
energia. En la presente tesis sera empleado el método del elemento finito
para la solucién de ecuaciones diferenciales parciales dependientes del

tiempo.

Simulacion Numérica. Una vez implementado el programa
computacional, se lleva a cabo la ejecucion del mismo al ingresar los datos
como la temperatura inicial del acero liquido o la velocidad de ingreso del
acero al molde y dar asi al inicio del proceso de enfriamiento, en la
presente tesis, se considera ademds un flujo de calor constante que se
extrae a través de las paredes y determina el enfriamiento mencionado. El
resultado de la simulacion numérica es un conjunto de valores en cada
instante de tiempo de la distribucion de temperatura de la region de acero

liquido existente en el interior del molde.

Interpretacion de los Resultados. Concluida la fase de la simulacion
numérica, se procedera a la visualizacion de los resultados resaltando las
caracteristicas mas notorias en cada instante de tiempo de la distribucion
de temperatura, como es la temperatura a lo largo de la pared adyacente al
molde o la evaluacion de la temperatura existente en la frontera acero-aire
mostrado en la figura 2.1. Otro resultado de importancia es la region donde

el acero liquido alcanza la minima temperatura, alrededor del punto de
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solidificacion debido a que en dicha region se espera que el proceso de

solidificacién del acero se inicie.

3.2. Instrumentos de recoleccion de la informacion

En el presente trabajo de tesis, dos instrumentos de gran importancia han sido
utilizados para llevar a cabo cada una de las etapas de la investigacion desde la

formulacion de problema hasta la obtencion y visualizacion de los resultados.

i. Instrumentos matematicos. Luego de formulado el problema en términos
matematicos mediante la ecuacion diferencial de la energia, es necesario
prescribir las condiciones de frontera que deben ser aplicadas a la region que
contiene el acero liquido. Debido a la simetria existente en el molde solo es
necesario considerar la region donde x>0 y considerar las condiciones para
x=W, donde W es la distancia del eje de simetria hasta la pared del molde
cuya altura es L como puede apreciarse en la figura 3.1. Ademas, debido al
flujo de fluido constante hacia el molde, se denotara el perfil de la frontera
entre al acero liquido y el aire mediante la funcién h=h(x, t), donde t denota
el tiempo. Con el uso de herramientas matematicas se dara la representacion
de la temperatura en cada punto de dicha region desde ho(x) hasta h(x, t) y el
cambio con respecto al tiempo de la temperatura T en un tiempo t fijo
conociendo la temperatura en un tiempo anterior t-1. Por todo ello, el método
del elemento finito resulta ser una adecuada eleccién debido a que permite
discretizar la ecuacion de energia dependiente del tiempo a la vez que
proporciona una manera clara de considerar las condiciones de frontera
existentes en un problema como en el presente trabajo de tesis donde la
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condicién de extraccion de calor Q por las paredes del molde traen consigo el
enfriamiento del acero liquido y seran tratadas por el método del elemento

finito.

Transferencia de calor L

Q —

b y = hy(x)

Figura 3.1: Dimensiones del molde y perfiles de la frontera acero-aire

Durante el proceso del llenado del molde el acero liquido ingresa por debajo
con una velocidad constante V. como se muestra en la figura 3.1 y conforme
transcurre el tiempo se lleva a cabo una extraccion de calor constante a través de
las paredes del molde por lo cual es necesario prescribir una condicion de Neuman

en la pared del molde; esta condicion puede ser expresada mediante

kaa—T:—Q para x=W (3.1

Desde el punto de vista del modelamiento, una dificultad clave es determinar
la region liquida que estd cambiando con respecto al tiempo debido al ingreso
continuo del acero liquido en la parte inferior del molde. Para ello, consideramos
que la frontera entre el acero liquido y el aire debido a la velocidad de ingreso

constante permite expresar que
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h(x,t) =y, + V.t (3.2)

Donde yo es la altura inicial, es decir y, =h(x,0).

ii. Instrumentos computacionales. Un lenguaje de programacion es idoneo
para la implementacion de codigos que permitan la solucion de la ecuacion
(2.4), como el ampliamente conocido lenguaje Fortran usado en ambientes de
computacion cientifica (Chapman, 2018) y aquellos aspectos que han
conseguido mayores capacidades en la actualidad (Chivers, 2015). También
es sabido que el lenguaje C\C++ (Deitel, 2014), (Savitch, 2015) en la
actualidad ha demostrado ser bastante eficaz por lo que es usado para la
implementacion computacional de ecuaciones diferenciales (Whiteley,
2012). Debido a ello, tanto el lenguaje Fortran como C\C++ han servido de
base para construccion de entornos de programacion para la computacion
cientifica como es el caso de GNU-Octave (Eaton, 2020), que posee un bien
estructurado conjunto de librerias que permite la implementacion de
ecuaciones diferenciales y que ha sido elegido para el desarrollo del presente
trabajo de investigacion.

GNU-Octave es software libre y puede obtenerse de forma gratuita de la Free

Software Foundation (FSF) via internet en la siguiente direccion electronica

https://www.gnu.org/software/octave/

GNU-Octave cuyo simbolo estd mostrado en la figura 3.2 permite llevar a
cabo la implementacion de un programa informético que permite calcular la

solucion de la ecuacion de energia (2.4) a fin de determinar la temperatura del acero
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liquido. Una vez instalado el lenguaje de programacion GNU-Octave, se crea un

entorno que permite la implementacion del programa computacional requerido.

O

GNU Octave

Figura 3.2: simbolo de GNU-Octave

Asimismo, es importante resaltar que ademas de la gran capacidad de GNU-
Octave de realizar calculos numéricos, el mencionado lenguaje de programacion
puede realizar la visualizacion en dos y tres dimensiones de un conjunto de datos,
como son los resultados que seran obtenidos luego de la ejecucion del programa

computacional que serd implementado para la solucion de la ecuacion (2.4).
3.4. Plan de procesamiento

En la presente investigacion se ha llevado un conjunto de acciones que ha
permitido la realizacion de forma clara y adecuada el uso de las herramientas
matematicas y computacionales con el objeto de obtener la solucion de la ecuacion

de energia, debido a ello fueron considerados las siguientes etapas

(i) Inicialmente, la descripcion del fenémeno fisico ha permitido
inspeccionar y analizar los detalles de mayor relevancia para la formulacion de la
ecuacion diferencial de energia correspondiente al proceso de enfriamiento del

acero liquido que ingresa al molde de forma continua. Asimismo, en esta parte se
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ha llevado a cabo la prescripcion de la condicion de frontera que permite el proceso

de enfriamiento existente en el interior del molde.

(ii) Seguidamente, formulada la ecuacion diferencial de energia, se ha
procedido a emplear el método de elementos finitos para discretizar dicha ecuacion
de forma que cada punto considerado en la region del acero liquido pueda ser
representado por un nodo que estara asociado a la temperatura en dicho punto como
se mostrd en la ecuacion (2.17) y a su vez serd una incdgnita en un conjunto de
ecuaciones lineales como se presentd en la ecuacion (2.16) cuando es aplicado el
método del elemento finito. De esta forma cada punto (x, y) en un instante t tienen
asociada un valor numérico de la temperatura del acero liquido dado por T(x,y,t)

que estd determinado por la ecuacion de la energia.

(iii) Posteriormente, luego de definido el conjunto de ecuaciones lineales
mencionado en el parrafo anterior, la implementacion computacional desarrollada
en el lenguaje de programacion GNU-Octave permite la obtenciéon de la solucion,
es decir, el valor numérico de T(x,y,t) en cada punto (X, y) en el instante t. Debido
a que el proceso de enfriamiento transcurre en el tiempo y depende del estado
anterior de la distribucion de temperatura del acero liquido, entonces, un esquema
iterativo en el tiempo es adecuado de forma que en cada paso del tiempo una nueva
distribucion de temperatura pueda ser obtenida; en donde la distribucion inicial de
temperatura estd claramente definida por la condicion inicial de que la temperatura
ingresa al molde a una temperatura fija, llamada temperatura de casting denotada

por Te.
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(iv) Finalmente, los resultados obtenidos en la ejecucién del programa
computacional seran almacenados en archivos que contendran los valores
numéricos de la temperatura en diferentes instantes entre el momento inicial cuando
la temperatura estd dada T=T. en cada punto de la regioén del acero liquido hasta
T=tm que acontece cuando el proceso de solidificacion se inicia. Estos archivos que
almacenan datos, pueden ser posteriormente procesados para obtener una
visualizacion grafica de la distribucion de temperatura en el interior del molde y a
su vez, mediante el uso de GNU-Octave pueden visualizarse y a la vez obtenerse
perfiles de temperatura que son de relevancia en el proceso de enfriamiento del
acero liquido como es el perfil de temperatura en la pared del molde o el punto de

temperatura minima en toda la region del acero liquido en el interior del molde.
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IV. RESULTADOS

4.1. Formulacion matematica para el proceso de enfriamiento del acero

Usando la transformacion dada por

x=X yo ¥ Ve gt (4.1)
W h(x,t) W T,-T,

Tenemos que de acuerdo a (Vynnycky, 2015), u~0 y (2.4) se transforma en

00 (1-Y o0 1(0°0 1 0°0
= —— = ~+ —— 4.2)
0t \Yy+1)0Y PeloX® (Y,+1)° 0Y

Donde Yy = yo/h(x,t) y Pe denota el nimero de Peclet que esta dado por

_ pchCW
k

Pe (4.3)

Para resolver la ecuacion (4.2), es necesario prescribir condiciones de

frontera, las cuales estan dadas por:

5—2 =0 (4.4)

para X=0;

00 ~

o -0 (4.5)

para X=1 donde

Q= _ QW (4.6)
k(T,-T,)
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asi como

0=1 4.7)
en Y=0

00

2220 4.8
oY (4.8)
en Y=1.

Asimismo, tenemos que la condicion inicial en =0 est4 dada por
0=1 (4.9)

Lo cual indica que inicialmente la temperatura en el molde es la temperatura

a la cual esta ingresando el acero liquido en el molde, esto es T=Tm.

4.2. Formulacion del elemento finito para la ecuacion de energia

A través de técnicas matematicas aplicadas a la ecuacion de energia (Pletcher,
1997), ha sido posible simplificar la ecuacion (4.2) de forma que la zona cercana a
la pared del molde y la frontera entre el acero liquido y el aire puedan expresarse

mediante una ecuacion del calor por conduccion dada por

00 (o*6 %6
E=o{aX2 +—8Y2j (4.10)

donde o estd dada por la ecuacion

_Bo

== (4.11)

o

donde Bo es un numero bastante grande dado por
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2
Bo = PeW (4.12)
Y

y v es la tension superficial existente entre el acero liquido y el aire en el interior

del molde.

Ademas tenemos que inicialmente el valor de la temperatura en forma no

dimensional tiene el valor de 6=1 y luego debido al posterior enfriamiento su valor

disminuye hasta 6=0.

Es importante especificar que las coordenadas no dimensionales X, Y

representan a las coordenadas dimensionales X, y; y estdn relacionadas mediante las

expresiones
X =1_Bo (%) (4.13)
y
Y =Bo [1 _ h(z, t)j (4.14)

Para resolver la ecuacion (4.10) es necesario prescribir condiciones para la
region que contiene el acero liquido, estas condiciones de frontera vienen dadas por

lo siguiente:

Tenemos que en la pared del molde la ecuacion (4.5) resulta en

20
2 _p (4.16)
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donde B = Pefz(j} , para X=0.
0—1,para X > X (4.17)

que representa el centro de simetria en el interior del molde.

Para Y — Y, que representa el ingreso del acero liquido, tenemos que

01 (4.18)

Ademas, para la frontera entre el acero liquido y el aire tenemos que
0=0,(X,7) (4.19)

donde 6o dada por (Zambrano, 2021) esta dada por

2
0,(X,1) =1+B[X-erf(%)—4 \/%exp(— IXED (4.20)

Asimismo, en el momento inicial tenemos que
0=1 (4.21)
cuando 1=0.

De la ecuacion (4.10), tenemos que

9 _av. (V0) (4.22)
ok

De forma que al multiplicar una funcion de prueba ¢ tenemos de (4.22)
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@q) = V-(V0) (4.23)
ok

Y al integrar sobre la region liquida dada por R se tiene
f @(I):J‘ aV-(VO)d (4.24)
ROT R

Ahora usando la equivalencia
V-(6VO)=0V-(VO)+VO-Vo (4.25)

En la ecuacion (4.24) tenemos que

J' ?d):ocj' V-(VO)) —aj V-V0 (4.26)
ROT R

R

Lo cual es equivalente a

I@"’“‘J‘ VO-Vo =aI V- (VOd) (4.27)

ot R

Con lo cual tenemos que la formulacion variacional de (4.10) est4 dada por

I @q)mj. VO-Vé =aI oVO-n (4.28)
R8 R OR

T

donde n es un vector unitario normal de la region liquida hacia el exterior y I la
frontera de la region del acero liquido. El altimo término en el lado derecho de la
igualdad en la ecuacion (4.28) puede ser analizado de forma que las ecuaciones que
seran determinadas por (4.28) como fue ilustrado en (2.16) representen las

condiciones de frontera de la region del acero liquido.
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Sean I3, I, I3, I, los conjuntos que corresponde a la fronteras entre el acero
liquido y el aire, la pared del molde, la frontera por el cual el acero liquido ingresa

al molde y el centro de simetria respectivamente, entonces
r=r,vrbulr,ur, (4.29)

De forma que si definimos
B, =I ¢6_? (4.30)
T, on

Tenemos que, resulta de interés el valor de B2 debido a que en I'2 es prescrita

la condicion de Neumann de forma que
00
B, =- I d— (4.31)
) Tox
Y de (4.16) tenemos que

B, = —BI d(X,Y)dY (4.32)
I

Con lo cual tenemos que (4.28) puede escribirse como

J‘@d’m_“ V0.V :—ocB." (X, Y)dY (4.33)
R O R I

T

Por otro lado, debido a que el valor numérico de 0 cambia a través de toda la

region liquida en el interior del molde, tenemos que su valor depende no solamente
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de su posicion sino depende también del tiempo de forma que si consideramos una

discretizacion del tiempo mediante los valores de 7,,7,,7,,...,Ty de forma que
T

O=1)<1, <1, <" < Ty (4.34)

T

donde N es un entero positivo, que determina el numero de pasos en el tiempo para
que el valor numérico de 0 alcance el valor numérico de 0 cuando la temperatura

del acero alcanza el valor de Tm.

De la ecuacion (4.34) podemos definir el valor de un incremento constante en

cada paso del tiempo Ar, tal que
AMT=1—T) =T~ = =Ty ~ Ty (4.35)

Supongamos que N es el nimero de puntos considerados en la region liquida

donde se evalua el valor de la temperatura en forma no dimensional
(X, Y), (X5,Y,),....,(Xy, Yy) (4.36)

Entonces en la construccion de los elementos finitos, podemos definir N

funciones de prueba de forma que para i=1,...,N tenemos que

L (XY)=(X,Y)

(X, Y) = {o, (X.Y)%(X.Y) (4.37)

Entonces 0 puede ser expresado de la forma

(X, Y, 1) =0,(1)9; (X, Y) +0,(1)d, (X, Y) +-- + Oy (Do (X, Y)  (4.38)
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donde O, parai=I,...,N son funciones que dependen tnicamente del valor de .

Si definimos la funcién B que depende de (X, Y) de forma que

I d(X,Y)dY, xel,
I

B(X,Y)= (4.39)
0, xel,
tenemos que (4.33) puede escribirse como
00
—bo+a| VO-Vo =—afB (4.40)
ROT R

Luego de expresado el valor numérico de O como una combinacion lineal de

funciones ¢; tenemos que los términos en el lado izquierdo de (4.40) luego de

multiplicarse por ¢ pueden expresarse mediante

j Loexv)=t j B, V)X, Y) -+ 20 j By, Y)O(X,Y) (441)
ROT 0t Jr ot Jr
y

J. V-V = Ol(r)J. Vo, (X, Y)-V¢+-~-+9N(I)I Voy(X,Y)-Vo (4.42)

Por otro lado, si en las expresiones (4.41) y (4.42) usamos ¢ = ¢; =¢,(X,Y)

tenemos que al definir

M;;= j . ¢, (X, Y)9;(X,Y)dX dY (4.43)
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1

K, = JR V§;(X,Y)-V,(X,Y)dX dY (4.44)

Entonces (4.41) y (4.42) pueden ser escritos como

00 00 00

H. (XY ="M, 4o+ —N M. . 4.45
IR8T¢J( H ) o1 1,J+ + ot N,j ( )
y
j VOV, =0, (DK, ++0y (DK ; (4.46)
R

respectivamente. Por otro lado, las derivadas con respecto al tiempo de 0i para

i=1,...,N son evaluadas usando el método de Euler explicito, por lo cual

—0. n+l_ gn
99, (ny 2 0 =0i(x,) _ 07 -6, (4.47)
Ioks At AT

y con ello tenemos de (4.45)

ae en+1 _en e]’l+1 _ en
J. Ed)j(X’Y) ZI—rlMl’j +---+%MN,j (4.48)
R
y de (4.46)
J. V0" -V, =0/K, ; +--+ O Ky (4.49)
R

con lo cual (4.40) puede escribirse como
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1 1
—(Ml,jei’” oot MN,je;“){aKu ——MLJG{‘ TS
At At
1 (4.50)

La ecuacion (4.50) se cumple para cada j=1,...,N entonces similar a lo

efectuado en (2.17) podemos definir un vector que contiene los valores de 0, para

i=1,...,N de forma que
T
0" =(67,03,....6% ) (4.51)

Asimismo, podemos definir las matrices M y K que contienen los valores en
la fila 1 y columna j el valor numérico Mij y Ki,j con lo cual la ecuacion (4.50)
puede expresarse como

L Mo 4 ok - M o =—apB (4.52)
AT AT

Efectivamente, la ecuacion (4.52) corresponde a la discretizacion de la
ecuacion (4.10) por el método del elemento finito de la region del acero liquido. La
implementacion computacional de esta discretizacion proveerd los valores

numéricos de los N puntos en cada instante de tiempo.

Es importante resaltar qué tanto la matriz M como la matriz K son llamadas las
matrices de masa y la matriz de rigidez en el método de los elementos finitos. Estas

matrices son simétricas debido a que se cumple la igualdad

Mi,j :j ¢i¢j :J ¢j¢i = Mj,i (4.53)
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Ki,j :I Vo, 'V(I)j ZI V(I)j Vo, :Kj,i (4.54)
R R

Por otro lado, debido a que el valor de 6™ | depende del valor de 0" y esto
se puede observar en (4.52), tenemos que en la implementacion computacional para

determinar el valor de 0 en cada punto (X,,Y,) en el instante tn+1 debemos proveer
los valores en cada punto (X;,Y;) en el instante T y luego resolver un sistema de

ecuaciones lineales definidos mediante el esquema de iteracion dado por

1 Mo =(iM—aK) 0" —afB (4.55)
AT AT

donde 0° corresponde al conjunto de valores en cada punto (X;,Y,) para cada

i=1,....N en el instante inicial, es decir 0° = (1,1,...,1)T.

De esta forma, obtenemos el valor de 0! y los subsiguiente valores para cada
punto en la region que contiene el acero liquido hasta que uno de los valores en
(4.51) alcanza el valor de cero que indica el inicio del proceso de solidificacion del

acero.

El lenguaje de programacion GNU-Octave posee capacidades para resolver
un sistema de ecuaciones lineales como el mostrado en la ecuacion (4.55) por lo

cual sera posible obtener los valores de los vectores 0,,...,0 .

T

Ademas, es importante considerar que el punto de solidificacion cuando

existe la interaccion entre la pared del molde, el acero liquido al inicio del menisco

33



se encuentra a una altura dada por Y =42 (Vynnycky, 2018), lo cual sera
determinante para la verificacion de los resultados obtenidos en las préximas
secciones de modo que los resultados se encuentren debidamente comprobados al

estar de acuerdo los resultados mostrados por otros autores.
4.3. Generacion de malla de la region del acero liquido

Debido a que la region del acero liquido estd continuamente incrementando
su volumen por el constante suministro del acero liquido, resulta de interés el
estudio del punto de solidificacion donde existe la menor temperatura y se encuentra
localizada en la zona ubicada geométricamente entre el acero liquido y el aire y el

acero liquido y la pared del molde.

En la figura 4.1, se muestra la region que contiene el acero en estado liquido,
dentro del molde la cual esta limitada superiormente por una curva. Esta curva que
en el presente trabajo se ha representado simbdlicamente por I'1 se llama menisco
en la literatura de la fundicion de metales. Asimismo, puede observarse que empieza
por un punto llamado punto de solidificacion que corresponde al punto de menor

valor de la temperatura. Esto quedard mas aclarado en las préximas secciones.
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PUNTO DE )
SOLIDIFICACION

Figura 4.1: Region del acero liquido en el interior del molde y el punto de

solidificacidon

Para determinar los puntos donde se aplicara el método del elemento finito en
la region mostrada en la figura 4.1, se hace uso de un generador de mallas, el cual

mediante una triangulacion determina dichos puntos.

En la figura 4.2, tenemos la malla de la regién del acero liquido para la
aplicacion del método del elemento finito. Como puede observarse los puntos que
son considerados en dicha region determinan tridngulos adyacentes unos con otros

y al considerar todos los puntos se genera un sistema de ecuaciones lineales
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comentado en la seccion 4.2 que tienen por objetivo determinar los valores

numéricos de 6 en cada uno de dichos puntos mostrados en la figura.

1 2 3 4 x_

Figura 4.2: Triangulacién de la region del acero liquido

4.4. Distribucion de temperatura de la region del acero liquido

En la figura 4.3, son mostrados los valores numéricos de 6 como resultado de
la solucion de la ecuacion (4.10) a través del esquema (4.52) al aplicar el método

del elemento finito. Debido a que el rango de valores de 0 esta entre 0 y 1 tenemos
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que la barra indica que las méximas temperaturas se encuentran en la zona

correspondiente al ingreso del acero liquido en donde 6=1.

Figura 4.3: Perfil de temperatura del acero liquido en 7 = 1.0

Ademas, podemos observar en la figura 4.3 que los valores de menor
temperatura corresponden a la region donde se encuentra el punto de solidificacion

del acero liquido, algo expresado en los parrafos anteriores.

Asimismo tenemos que en el eje de simetria los valores de 6=1 son

correspondientes a las condiciones expresadas en (4.17).
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En la figura 4.4 puede apreciarse la distribucion de temperatura del acero en
estado liquido cuando t=3.5, en este caso, tenemos que en el punto de

solidificacion se ha alcanzado el valor numérico de 6=0, lo cual corresponde al

inicio del proceso de solidificacion del acero dado que 0=0 equivalea T=T,,.

11— 0
08k _ 1
06 12
Y
0.4 13
0.2 AR 1a
0 5
0 1 2 3 4 5
X

Figura 4.4: Perfil de temperatura del acero liquido en 7 = 3.5

Puede observarse, ademas, en la figura 4.4 que aunque la zona de menor
temperatura en la region liquida disminuye su valor, los valores correspondientes a
las fronteras correspondientes al ingreso del acero liquido y la zona cercana al eje

de simetria permanecen con valores de O practicamente inalterables debido a las
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condiciones de frontera. En particular, en la parte inferior, permanece el valor de

0=1 que correspondea T=T,_ .

4.5. Perfiles de Temperatura y Flujo de Calor

Luego de calculado los valores numéricos de 8 en la regién que contiene el
acero liquido, resulta de interés conocer los perfiles de temperatura que existen en
la frontera entre el acero liquido y el aire debido a que el punto de menor

temperatura est4 sobre dicha frontera.

En la figura 4.5 puede observarse los perfiles de temperatura para tres valores
de la variable no dimensional relacionada con el tiempo 7, los cuales son 7 =
1.0,7 = 2.0 y t = 3.5 y de acuerdo a los perfiles tenemos que los valores de 8 van
disminuyendo hasta alcanzar el valor & = 0 cuando T = 3.5 por lo cual podemos
afirmar que 6(0,v/2, 3.5) = 0 que representa el minimo valor de 6 en toda la region

que contiene el acero en estado liquido.

El resultado obtenido que se muestra en la figura 4.5 confirma que
precisamente, el punto de solidificacion corresponde a una altura de Y =+/2 y
disminuye su valor numérico de 8 de manera monétona con respecto al tiempo. Un
aspecto mas detallado del inicio de la solidificacion serd tratado en la proéxima

seccion.
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Figura 4.5: Perfil de temperatura del acero liquidoen7z =1, 2, 3.5

En la figura 4.6 es mostrado los valores de 6 adyacentes a la pared del molde
cuando T = 3.5, por la cual podemos afirmar que 6(0,+/2, 3.5) = 0 que concuerda
con los expresado en el parrafo anterior. Ademas puede apreciarse que los valores
de 8 van incrementandose conforme el valor de Y aumenta de forma que el valor
de 6 en la zona donde el acero liquido ingresa al molde corresponde a 8 = 1, esto

concuerda con T = T, de acuerdo a (4.1).
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06~ .

0.2~ .

Figura 4.6: Perfil de temperatura del acero liquido paraX = 0ent = 3.5

Es importante indicar que precisamente la frontera indicada con X =0
corresponde a la pared del molde por donde una extraccion de calor es llevada a
cabo lo que permite un proceso de enfriamiento del acero liquido que ingresa

continuamente al molde.

Por otro lado, con respecto a la frontera correspondiente al eje de simetria en
el interior del molde tenemos que 8 = 1 debido a las condiciones de frontera
indicadas en las secciones anteriores. Por esta razon no son mostradas en el presente

trabajo de tesis.
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4.6. El inicio de la solidificacion

De acuerdo a los resultados se ha demostrado que el punto de solidificacion
posee el minimo valor numérico de 8 y es de interés evaluar sus valores con
respecto al tiempo. En la figura 4.7 es mostrado los valores desde el inicio del
proceso de llenado del molde con el acero liquido hasta el tiempo en que se inicia

el proceso de solidificacion del acero.

08~ .

06~ .

04 - s

0.2- s

Figura 4.7: Temperatura del acero liquido 8 versus T en el punto de

solidificacion.

Es importante resaltar que de acuerdo a los resultados mostrados en la figura

4.7, el inicio de la solidificacion tiene su inicio luego de que el molde se ha llenado
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con el acero liquido que ingresa por la parte inferior considerando una temperatura
constante T, y con una velocidad constante dada por V. en todo el proceso de llenado

del molde.

En la figura 4.8, se muestra la representacion tridimensional de los valores
de 6 en T = 3.5, y muestra claramente que el valor minimo de 8 se encuentra sobre
la superficie donde se alcanza su minima altura, asimismo se muestra que las alturas
maximas de la superficie se encuentra en Y = 5 que corresponden a la frontera por
donde ingresa el acero liquido al molde y cuyo valor est4 indicado como 6 = 1 en

la figura.

0.8
06

0.4

0.2

Figura 4.8: Valores de 6 en el espacio tridimensional en T = 3.5

Asimismo, puede observarse claramente en la superficie mostrada en la
figura 4.8 que representa los valores numéricos de 8(X,Y, 3.5) en el interior del
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molde estd conformada por tridngulos que son el resultado de la generacion de la

malla sobre la region de acero liquido.

En el presente trabajo de tesis se han empleado 878 puntos en la region del
acero liquido que ha sido cubierta por 1652 tridngulos algunos de los cuales pueden

ser claramente apreciados en la figura 4.8.
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V. DISCUSION

En el proceso de llenado de un molde con acero liquido, un asunto
fundamental es el incremento del volumen del contenido en el molde, €l cual
implica la existencia de la frontera entre el fluido liquido y el medio ambiente
que esta en continuo movimiento (Grzymkowski, 2013) y puede ser abordada

por métodos de fijacion de frontera, como se trata en (Vynnycky, 2015).

De los resultados obtenidos al resolver la ecuacion (4.10) sujeta a la condicion
de fronteraen X = 0 implicd que a medida que transcurre el tiempo el proceso
de enfriamiento del acero liquido en el interior del molde condujo a la
posterior solidificacion del acero por efecto de la transferencia del calor en
las paredes que es considerado en el modelo matematico de forma que si
tenemos una mayor extraccion de calor entonces es de esperar que el proceso
de solidificacion va a empezar antes del valor T = 3.5. Esto esta en acuerdo
con la experiencia en procesos de transferencia del calor donde se espera la

solidificacion del acero.

En muchos problemas relacionados con la dinamica de fluidos y la
transferencia del calor en los que interviene una frontera que se mueve en el
tiempo, usualmente los célculos involucrados son complejos y se
implementan técnicas como ALE - Arbitrary Lagrangian Eulerian. En el
modelo presentado en este trabajo de tesis, aunque existe una frontera que
estd cambiando de posicion como es la que delimita el contenido del acero
liquido con el ambiente, ha sido posible abordar el proceso que conduce a su

solucion a través de la transformacion dada en la ecuacion (4.14) donde ahora
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0 < y/h(x,t) <1 que es equivalente en coordenadas dimensionales a 0 <
y < h(x,t), de esta forma se mantiene fija la frontera y la ecuacion
diferencial puede resolverse en el cuadrado sin necesidad de usar otros

métodos que involucran la actualizacion de forma continua la frontera.

Los niimeros de Peclet Pe y Bond Bo han sido de importancia fundamental
para emplear la ecuacion (4.10) debido a que permitieron realizar la
investigacion al enfocar la evaluacion de los valores numéricos de 6 alrededor
del punto de solidificacion desde que tenemos que para valores grandes de X
la region del acero liquido correspondio al eje de simetria del molde y para
valores grandes de Y la region correspondiente se traslado a la frontera que

corresponde con el ingreso del acero liquido al molde.

Por otro lado, debido a que el cociente Bo y Pe condujeron a la definicion de
a en la ecuacion (4.10), estos valores han sido de importancia debido a que si
a disminuye entonces la parte difusiva de la ecuacion (4.10) desaparece
entonces el problema estaria gobernado bdsicamente por los efectos
convectivos, es decir, el calor se transporta a través del fluido o liquido

metalico fundamentalmente.

Esta situacion puede alcanzarse si existe una velocidad de ingreso del liquido
metalico al molde bastante mayor que el que se considera en el presente
trabajo, es decir, I/, se incrementa y esto implicaria un incremento a su vez

del namero de Peclet.

Por otro lado, si se tiene que el valor de a se incrementa, entonces el problema

estaria determinado basicamente por la conduccion del calor debido a que el
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numero de Peclet disminuye haciendo que el cociente entre Bo y Pe se

incrementa como resultado.

Esta situacion implica que para llenar el molde ha de ser necesario un mayor
tiempo, es decir el valor de T debe incrementarse de forma que tendriamos

que Ty, > 3.5 manteniendo las otras magnitudes como las dimensiones del

molde y la temperatura a la cual ingresa el acero liquido T, inalterables.

Finalmente, en el apéndice A.1 se detalla la solucion de la ecuacion (4.2)
sujeta a las condiciones de frontera (4.4), (4.5), (4.7) y (4.8) y condicién
inicial (4.9) donde el tiempo para el inicio de la solidificacion acontece
cuando 7y_= 3.5 bajo las condiciones de una velocidad de ingreso y
temperatura del acero liquido constante. Estas magnitudes y otras empleadas

en el presente trabajo de tesis se encuentran en el apéndice A.2.
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VI. CONCLUSIONES
Por lo desarrollado en el presente trabajo, se elaboran las siguientes

conclusiones:

6.1. La simulacion numérica de la ecuacion (4.10) mostrada mediante la
visualizacién de los resultados ha confirmado que las menores temperaturas se
encuentran en la region adyacente a la pared del molde situada en la frontera entre
el acero liquido y el aire en donde se encuentra el punto de solidificacion del acero
demostrado asi la influencia de la condicion de frontera que fisicamente ha
representado la extraccion de calor conduciendo el proceso de enfriamiento del

acero liquido.

6.2. Las ecuaciones diferenciales que han modelado el proceso del llenado en un
molde han sido relacionadas con las ecuaciones de Navier-Stokes y el posterior
enfriamiento del acero liquido ha sido expresado mediante la ecuacion de energia
sujeta a condiciones de frontera en la pared del molde que muestran explicitamente
la extraccion de calor de forma constante, de esto, se ha podido verificar en los
resultados que este proceso de enfriamiento conduce a la posterior solidificacion
del acero liquido al encontrar que se ha obtenido T =T, en el punto de

solidificacidn.

6.3. El lenguaje de programacion GNU-Octave a través de la implementacion
computacional ha permitido obtener la solucion numérica de la ecuacion (4.10) de
forma iterativa desde T = 0 hasta T = 3.5. Posteriormente permitio la visualizacion
de la distribucion de la temperatura de la region que contiene el acero liquido como

se ha mostrado en los resultados para diferentes valores de la variable del tiempo
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desde el inicio cuando 6 = 1 hasta el llenado del molde cuando el inicio de la
solidificacion del acero acontece al obtener el valor de 8 = 0. Asimismo, GNU-
Octave ha permitido la visualizacién en dos y tres dimensiones de los resultados al
mostrar en cada caso el valor de la temperatura del punto de solidificacién mediante
una escala de color para dos dimensiones como el punto de menor altura cuando se
representa mediante una superficie en el espacio de tres dimensiones los valores de

0.

La solucion numérica de la ecuacion (4.10) mostrada mediante la visualizacion de
los resultados ha confirmado que las menores temperaturas se encuentran en la
region adyacente a la pared del molde situada en la frontera entre el acero liquido y
el aire en donde se encuentra el punto de solidificacion del acero demostrado asi la
influencia de la condicion de frontera que fisicamente ha representado la extraccion

de calor conduciendo el proceso de enfriamiento del acero liquido.

6.4. El método del elemento finito ha permitido la construccion del esquema
numérico (4.52) que representa la ecuacion diferencial (4.10) en términos de un
sistema de ecuaciones lineales donde cada incognita representa la temperatura en
un punto particular de la regiéon que abarca el acero en estado liquido en un
determinado tiempo. Esto ha permitido la implementacion de un programa
computacional para obtener la solucion del sistema de ecuaciones (4.52) a fin de
obtener su solucion para determinar la temperatura del acero liquido en el interior
del molde durante el intervalo de tiempo desde que empieza a fluir el acero liquido

al interior del molde hasta su llenado.
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VII. RECOMENDACIONES

Las siguientes recomendaciones son adecuadas para un posterior desarrollo

de investigacion relacionado con el tema presentado en este trabajo de tesis.

7.1. En el presente trabajo se ha formulado un modelo matematico para describir la
evolucion de la temperatura del acero s6lido en el interior del molde. En el presente
modelo de la evolucion de la temperatura ha estado determinado por una condicion
prescrita en la pared mediante una condicion de Neumann. Un posterior trabajo de
investigacion puede ser enfocado en determinar el proceso de enfriamiento al
aplicar una condicion de tercer tipo o condicién de Robin que sea prescrita en la
pared del molde. Con ello estudiar el efecto de la ley de Enfriamiento de Newton

para el acero en estado liquido.

7.2. Otro aspecto que ha sido considerado en el desarrollo del presente trabajo de
tesis es la velocidad a la cual ingresa el acero liquido al molde considerado de
forma prescrita situacion que acontece de la misma forma con la temperatura a la
cual ingresa el acero liquido; por lo cual es recomendable que en un posterior
trabajo de investigacion pueda modificarse estas magnitudes, haciendo que el
problema resulte interesante debido a que debe determinarse la influencia de las
velocidades y temperaturas sobre el proceso de enfriamiento que acontece en la
region que contiene el acero liquido desde el inicio hasta el comienzo del proceso

de solidificacion.

7.3. El lenguaje de programaciéon GNU-Octave ha permitido obtener la solucion
numérica de la ecuacion (4.10) a través de la implementacion computacional de la

ecuacion (4.52). Es recomendable usar este lenguaje de programacion en un
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posterior trabajo de investigacion debido a su consistencia y confiabilidad en los
resultados, aparte de que es un software de programaciéon matematica libre y
gratuitamente descargable desde el internet, y que ademds trabaja tanto en
WINDOWS 10 como en GNU-LINUX. No es pesado, y se instala rapida y
facilmente en cualquiera de los sistemas operativos mencionados. Una ventaja que
también es adecuado mencionar es su velocidad en la ejecucion de rutinas iterativas
como la ecuacion (4.52) lo que alienta su uso para la implementacion de programas

computacionales como ha sido el caso presentado en este trabajo de tesis.
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ANEXO

A.1  Solucion Numérica de la ecuacion (4.2)

La ecuacion (4.2) estd formulada para la determinacion de la temperatura
sobre un cuadrado cuyos lados tiene longitud unitaria. Con el uso de GNU-Octave
se ha implementado un programa computacional para resolver mediante el método
de diferencias finitas la ecuacion diferencial parcial (4.2) con algunos criterios
encontrados en (Langtangen, 2017) y (Abreu, 2015). De acuerdo a las condiciones
de frontera (4.4), (4.5), (4.7), (4.8) y la condicidn inicial (4.9). Para ello se ha
considerado una region que resulté en el cuadrado [0,1] X [0,1], luego de la
aplicacion de la transformacién de las ecuaciones en (4.1).

En la figura A.1 es mostrado la distribucion de temperatura cuando 7 = 1.0
y puede apreciarse que la temperatura va descendiendo en la frontera adyacente al

molde, es decir en X = 1 que corresponde en coordenadas dimensionalesa x = W.

1 1
08 — - -08
06— =06
Y
0.4 — =04
02 - 0.2

oL | | | | 0

0 0.2 04 06 08 1
X

Figura A.1: Campo de temperatura 8 en T = 1.0 como resultado de la

solucion numérica de la ecuacion (4.2).
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En la figura A.2, puede apreciarse la distribucion de la temperatura cuando
T = 2.0, en este caso, de acuerdo a los resultados, la temperatura ha disminuido con
respecto a lo mostrado en la figura A.1. Este descenso en los valores de 6 es debido

a la continua extraccion del calor.

08— - -08
06 — - 06
Y
04— 04
02— 02
oL 1 1 | 1 0
0 0.2 0.4 X 06 0.8 1

Figura A.2: Campo de temperatura 8 en T = 2.0 como resultado de la

solucion numérica de la ecuacion (4.12).

De acuerdo al condicion de frontera prescrita en X = 1, este proceso de
enfriamiento que ha iniciado en 7 =0, tiene el efecto en toda la region
[0,1] x [0,1], pero el descenso de los valores de 6, se ve reflejado de forma mas
intensa precisamente en X = 1y en la parte superior de la mismo cuadrado.

De acuerdo a esta observacion y a los resultados obtenidos tenemos que la

menor temperatura esta alrededor de (X,Y) = (1,1).
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Figura A.3: Campo de temperatura 8 en T = 3.5 como resultado de la

solucion numérica de la ecuacion (4.2).

Asimismo, es importante resaltar que en la parte inferior de la region del acero
liquido la temperatura es constante, cuyo valor es 8 = 1, esto esta de acuerdo a la
condicion de frontera del ingreso del acero liquido a la temperatura constante T =
T., como se indica en la condicion de frontera (4.7).

En la figura A.3, se muestra el campo de temperaturas cuando T = 3.5 que de
acuerdo a los resultados obtenidos se tiene que en (X,Y) = (1,1) el valor numérico
de 6 es cero que de acuerdo a las variables dimensionales esto equivale a T = T,
lo cual indica el inicio de la solidificacion.

Es importante sefialar que en 7 =3.5, el molde ya se encuentra
completamente lleno del acero en estado liquido y el proceso de solidificacion se
inicia por las paredes del molde. Razén por la cual, ya no existe mas suministro del

liquido metalico al molde.
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Asimismo, podemos observar en la figura A.3 que las temperaturas mas
elevadas se encuentran en Y = 0, dado que ahi se mantiene la temperatura constante
asi como en X = 0 que corresponde al eje de simetria.

Si en la implementacién computacional que permite obtener la solucion de la
ecuacion diferencial (4.2) se continua avanzando en los valores de T a partir de 3.5
entonces podemos afirmar los valores negativos de € implican la aparicion de
regiones donde ya no existe mas acero liquido sino acero en estado sélido.

En la figura A.4, son mostrados los valores de la temperatura 6 adyacente a
la pared del molde para diferentes valores de 7, comosont=1,7 =2yt = 3.5.
Estos valores de indican una disminucion de la temperatura al pasar el tiempo y

muestran que efectivamente en T = 3.5 el valor de 6 alcanza el valor de 0.

1- — = 1=100|
. *  T1=2.00
08 - Yo N — 1=3.50]
06~ 1
e

0.4- 1
0.2~ 1
0~ -

1 1 1 1 1 1

0 0.2 0.4 v 06 0.8 1

Figura A.4: Valores de la temperature en la pared del molde para T = 1.0,

t=20yt=35
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En este caso, el punto de solidificacion se encuentra en (X,Y) y los perfiles
de temperatura en la pared del molde comprueban esta situacion dado que ahi se
encuentra en todo momento la menor temperatura hasta el inicio del proceso de

solidificacion cuando T = 3.5.

En la figura A.5, son mostrados los valores de 8 en Y = 1para diferentes
valores de 7, como son T = 1, 7 = 2 y 7 = 3.5. Estos corresponden a la frontera
entre el acero liquido y el aire por encima de la frontera. Esta frontera que esta
continuamente en movimiento debido al ingreso de forma constante del acero
liquido es considerado como una interfaz cuyo perfil es constante y plano cuando
no son considerados efectos relacionados con la tension superficial, siendo
importante este resultado porque permite saber donde se encuentra el punto de
solidificacion del acero donde el proceso de solidificacion empieza en X = 1 en

T=23.5

08~

06~

04-

021 — < 1=100

«  1=2.00

= 1=3.50

t 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 X 06 0.8 1

Figura A.5: Valores de la temperature en la interfaz acero-aire parat = 1.0, 7 =

20y7=35
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08+~ 1

04- 1

0.2~ 1

Figura A.6: Valores numéricos de 8 vs T desde 7 = 0 hasta t = 3.5.

En el presente trabajo de tesis se ha observado el lugar geométrico
relacionado con el punto de solidificacién en la regiéon que contienen el acero
liquido. Este lugar esta directamente relacionado con la ubicacion de la region cuyo
valor de 8 es el minimo en toda la region que contiene el acero liquido y esta
ubicado en(X,Y) = (1,1), razén por la cual la obtencion de los valores de 8 en este
punto resulta interesante.

En la figura A.6, son mostrados los valores de 8 en el punto de solidificacion
y como puede apreciarse, estos valores que inicialmente empiezan por 8 = 1 en el
momento inicial o T = 0 disminuyen conforme el valor de T se incrementa hasta
tener 8 = 0 cuando t alcanza el valor de 3.5 por lo cual podemos afirmar que 6 —

0 cuando 71 - 3.5.
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Finalmente, de acuerdo a los resultados, tenemos que el método de diferencias
finitas para resolver la ecuacion 4.2 mediante el lenguaje de programacion GNU-

Octave ha permitido la visualizacion de tales resultados con eficacia.
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A.2. VALORES NUMERICOS DE LAS PROPIEDADES FiSICAS

Simbolo Valor numérico Unidad
P 8000 Kg m?
Cp 500 Jkg!K!
k 20 W m!K!
m 0.0067 N s m?
W 0.1 m
Ve 0.01 ms!
Te 182.3 K
Tm 1773 K
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A.3. MATRIZ DE CONSISTENCIA

HIPOTE
PROBLEMA OBJETIVOS METODOLOGIA | POBLACION
SIS

Problema Es una
General: Objetivo investigacion en

General Con la matematica en la
(Se puede ' simulacion cual se ha usado
simular Simular numérica un programa
numericamente | numéricamente | mediante computacional,
rrlledlan;[e mediante elementos por lo tanto en
elementos i

. elementos finitos 3¢ este tipo d.e

finitos la finitos 1 determina la investigaciones
temperatura en | 1nitos la temperatura no interviene la
la etapa inicial | temperaturaen | en la etapa poblacion.
de la la etapa inicial | inicial de la Tipo de Investigacion.
solidificacion de la solidificacion Aplicativo
del acero? 1 . del acero.

solidificacion

del acero. Disefio de

Investigacion
Objetivos e Analisis del
g fenomeno fisico
Especificos

1. Formular un
modelo
matematico que
describa la
distribucion de
temperatura del
acero liquido
contenido en un
molde y su
proceso de
enfriamiento al
transcurrir el
tiempo.

2. Resolver la
ecuacion de
conduccion del
calor, usando el
método de
elementos
finitos.

e Formulacion
matematica del
Problema

e Implementacion
Computacional

e Simulacion
Numérica

e Evaluacion de
Resultados
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3. Implementar
un programa
computacional
en el lenguaje
de
programacion
GNU-Octave
para resolver la
ecuacion
diferencial que
permite obtener
la temperatura
del acero
liquido en el
proceso de
enfriamiento
que conduce a
la solidificacion
del acero.
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