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RESUMEN
La presente investigacion es descriptiva y exploratoria por lo que esta orientada
al estudio de las aproximaciones de la ecuacién con un operador lineal, teniendo
como objetivo resolver aproximadamente la ecuacion Ax=y con un operador
lineal A, que actta del campo de definicion D(A)cX en el Campo de valores
R(A)cY (X e Y son espacios de Banach), y el segundo miembro y e Y se
considera una sucesion de aproximaciones Knin=yn, n € N llamada esquema
aproximado con operadores lineales A, que actGan de D(4,,)cX,, enR(4,)cY,,
eny € Y,, (X, e Y,, son espacios de Banach). Para ello se ha realizado un
estudio de los esquemas aproximadas y el andlisis funcional en general, Ilegando
a la conclusion de que al resolver la ecuacion Ax =y donde D(A) c X, R(A) c
Y, con X,Y que son espacios de Banach, se observa que el operador A, se puede
aproximar por una sucesion de operadores {A,}>., y obtener soluciones
aproximadas, el T-limite es Unico, por lo tanto la aproximacion de A,, hacia A es
buena cumpliéndose la condicion de estabilidad, de igual manera cuanto mayor
sea el grado de aproximacién la aproximacién de los operadores A, aproxima a A

entonces la convergencia es rapida.
PALABRAS CLAVES

Espacios de Banach, T- Convergente, normas concordadas, normas regulares,

norma cubica.



ABSTRACT
The present investigation is descriptive and exploratory for what is
guided to the study of the approaches of the equation with a lineal
operator, having as objective to solve the equation approximately Ax=y
with a lineal operator A that acts of the definition D(A)cX field in the
Field of values R(A)cY (X and Y they are spaces of Banach), and the
second member is considered a succession of approaches Knifyn, n €N
called approximate outline with lineal operators A, that you they act of
D(4,)cX, in R(4,)cY,, in y €Y, (X, and Y, they are spaces of
Banach). For they has been carried out it a study of the approached
outlines and the functional analysis in general, reaching the conclusion
that when solving the equation Ax =y where D(A) c X, R(4) cY, with
X,Y that they are spaces of Banach, it is observed that the operator A, it can
approach for a succession of operators {A,};-, and to obtain approximate
solutions, the one T-limits it is only, therefore the approach of A, toward A it is

good being completed the condition of stability.
KEY WORDS

Spaces of Banach, T - Convergent, agreed norms, regular norms, norm

cubes.



I. INTRODUCCION.
Las aproximaciones de la ecuacion con un operador lineal, es un ‘area en la
Matematica que tiene un gran nimero de aplicaciones, por ello son de gran
importancia tanto en la fisica como en la matematica, ya que un gran namero
de problemas son modelados por ecuaciones diferenciales lineales con valores
en la frontera. Estos problemas de valores en la frontera pueden ser resueltos
aproximadamente por varios métodos.
Por ende los fisicos, ingenieros y matematicos son conscientes que en muchos
casos la solucion de un problema con valores en la frontera pueden garantizar
como minimizar un cierto funcional (usualmente especifica la energia del
sistema fisico).
Teniendo en cuenta lo mencionado, en el presente trabajo de investigacion se
presenta un panorama general de la teoria de Aproximaciones Discretas de
Ecuaciones Operatorias, de igual manera se presenta el marco teérico (los
antecedentes, bases teoricas, preliminares definiciones y conceptos basicos
referentes a Aproximaciones Discretas de Ecuaciones Operatorias), finalizando
con los resultados de la investigacion de Aproximaciones Discretas de
Ecuaciones  Operatorias, demostrando las definiciones, teoremas,
proposiciones, lemas y corolarios con sus respectivos ejemplos, basados en una
teoria de la Topologia y Andlisis Funcional.
Teniendo en cuenta los operadores y espacios de Banach resolveremos Ax=y ,
donde A es un operador lineal que actia del campo de definicion D(A)cX
en el Campo de valores R(A)cY (X e Y son espacios de Banach), y el

segundo miembro y e Y se considera una sucesion de aproximaciones



Kninzyn ,n €N llamada esquema aproximado con operadores lineales A,

que actian de D(4,,)cX,, en R(4,)cY,, (X, €Y, son espacios de Banach).
Utilizando teorias como continuidad, operadores lineales, Espacios de Banach,

sucesiones 0 secuencias, etc.

X A Yoo
//‘/""’ : /‘7 \/'_\V //,.--~ 'l'\, : R ,\.\;\\1‘
( DAY [ ) (| RA) )
I
Tl § i
-— )_(n Yn— e
DA | A . R(AL) )
Objetivos
Objetivo General
Resolver aproximadamente la ecuacion Ax=y mediante

aproximaciones discretas de ecuaciones operatorias.

Objetivos Especificos

X4

Estudiar las sucesiones T-Convergentes en espacios de Banach.

*,

+« Estudiar las condiciones de estabilidad en espacios de Banach.

R/
L X4

Estudiar las normas regulares y las normas concordadas.

7
L X4

Analizar el grado de aproximacion de un elemento xeX vy el

grado de aproximacion de un esquema.



Il. MARCO TEORICO

2.1. Antecedentes

Muchos han sido los investigadores, tanto en el area de la ingenieria, como
en el area de la mecénica aplicada que han participado en el desarrollo de
aproximaciones discretas de ecuaciones operatorias. En 1909, Ritz
desarrollo un método muy poderoso con el cual se puede obtener
soluciones aproximadas, de problemas asociados al campo de la mecanica.
En este método, se asume la "forma" de las incdgnitas involucradas en el
problema, en términos de unas funciones de aproximacion conocidas y
unos parametros a determinar. La introduccion de estas funciones en el
funcional que describe el problema en estudio, y su posterior
diferenciacion con respecto a los referidos pardmetros, produce una
ecuacion la cual es igualada a cero. Si existe n parametros desconocidos,
se formara un sistema de n ecuaciones simultaneas. La solucién de dicho
sistema permite determinar dichos pardmetros y, por lo tanto, obtener la
solucion aproximada del problema Este método es similar a la estimacion
de los pardmetros de ajuste en los problemas de minimos cuadrados. La
limitacibn méas severa del método de Ritz, esta en el hecho que las
funciones de aproximacion, deben verificar las condiciones de contorno
especificadas en el problema en estudio, lo cual restringe la aplicacion del
método a aquellos problemas con dominios de forma geométrica
relativamente simples.

En 1943, Courant hizo una muy significativa extension del método de Ritz

introduciendo funciones seccionalmente continuas, definidas sobre areas



triangulares, lo cual, conjuntamente con el principio de minima energia
potencial, le permite estudiar problemas de torsion. En estos problemas,
las incognitas se seleccionaron de tal modo que fueran iguales a los valores
de las funciones, en los puntos de interconexion de las areas triangulares.
Por otro lado, la limitacion del método de Ritz fue eliminada ya que las
condiciones de contorno se satisfacen, ahora, en un nimero finito de

puntos sobre el contorno.

2.2. Bases Teoricas
2.2.1. Espacios Métricos
Definicion: Sea X un espacio vectorial diferente del vacio. Se dice
que X es un espacio métrico; si existe una funcion:

d:XxX - Ry
Tal que satisfacen las siguientes propiedades:
i) d(x,y) =20, ¥x,y€X; d(x,y) =0 ox=y
i) d(x,y) =d(y,x), ¥x,y € X
iid(x,y) <d(x,z) +d(z,y), ¥xy,z€X
El par (X,d) es Ilamado espacio métrico relativo a d.

Ejemplo 01: Seael conjunto X =R

d: RxR > R
(x,y)—le* —e¥|

¢Sera una métrica?



Solucion:

i. d(x,y)=le*—e”| =0, Vx,y € R
dlx,y)=0- |le¥*—eY|=0-> e*—e?=0->x=y
Similarmente x=y - e*-e¥ =0 - |ex —ey| =0

- d(x,y)=0
ii. d(x,y) =le* —e¥| =|e¥ —e*| =d(y,x)
iii. d(x,y) =|e* +e? —e*—e”|
dlx,y) <l|e*—e? |+ | e*—e?|
d(x,y) <d(x,z) +d(z,y), Vx,y,z€R
~ El par (X,d) es llamado espacio métrico relativo a d.

Ejemplo 02: Sea p(x,y) una métrica en un conjunto X, demostrar
que la funcién p;(x,y) = In(1 + p(x,y)) sea una métrica sobre

X.
Solucion:
i. pi(x,y) =0, Vx,y € X
Ademas p;(x,y) =0 > In(1 + p(x,y)) =0
ln(l + p(x, y)) = Ln(1)
1+p(x,y)=1

p(x,y) =0

Como p es una métrica entonces X =y



Similarmente x =y - p;(x,y) =0
ii. pi(x,y) =p.:(y,x) porque p(x,y) esunamétrica

”I P1(x’J’) < pl(x,Z) + pl(}’»z)

como p(x, y) es una métrica entonces
p(x,y) < p(x,2) +p(y,2)

1+p(,y)<1+p(x2)+p(y,2)

< (1 + p(x, Z))(l + p(y,z))
Ln(1+ p(x,y)) <Ln ((1 +p(x,2)(1+ p(y,z)))

Ln(1+ p(x,y)) < Ln(1+ p(x,2)) + Ln(1 + p(y, 2))

p1(x,¥) < p1(x,2) + p1(y, 2)
~ El par (X, p;) es llamado espacio métrico relativo a p;.

2.2.2. Sucesion en espacios Métricos
Definicion: Sea {x,} una sucesion en un espacio métrico (x,d). Se
dice que la sucesion {x,} converge a un punto x de X.
Si dado € > 0, existe un nimero natural N, tal que d(x,,x) <e
paratodo n > N,.
Notacion:
Si la sucesion {x,,} converge al punto x, escribiremos x,, — x.
Proposicion: Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico
(x,d) . Entonces a € A si y solo si existe una sucesion {a,} de

puntos de A tal que a, — a.



Sucesion de Cauchy: Una sucesion {x,,} es un espacio métrico
con (x,d) se llama una sucesion de Cauchy, si dado € > 0, existe
un numero natural N, tal que n,m > N, entonces d (X, X,) < €.
En otras palabras, {x,} es una sucesion de Cauchy si

7111—I>I<>10 d(Xm, %) =0

m—oo

2.2.3. Espacio Normado

Definicién: Sea X un espacio vectorial diferente del vacio. Se dice

que X es un espacio normado; si existe una funcion:
I.I:Xx - R{
Que satisface las siguientes propiedades
i) [Ix]l =0, ¥x€X; |lx]| =0 &x=0
i) [[Ax]| = [Alllx]], ¥x € X, 4 € (RvC)
i) lx + yll < llxll + llyll, »x,y € X
El par (X, || . 1) es llamado espacio normado.

OBSERVACION:

Si X es un espacio normado con la norma || .|| a partir de esa

norma podemos definir una métrica d, de la siguiente manera:
d(x,y) = llx = yll

Definiciéon: Sean ( X, |[.]]) un espacio normadoy AcX, se

dicen que A es un conjunto si VaeA, existe r>0 tal que B,(a) c

A eneste caso B,.(a) = {xeX/|x—al| <r}.



Definicion: Sean ( X , || .]]) un espacio normadoy A cX, se

dicen que A es un conjunto cerrado si A¢ es abierto.
Definicion: Sean ( X, || .]|) un espacio normado y
A = {xy,x,,x3,...,x,} € X, Aes un conjunto cerrado.

Definicion: El conjunto  B,(xy) ={x € X: ||[x — xoll <71} se

Ilama bola abierta con centro en el punto x, y radio r>0.

El conjunto B,(xy) ={x € X: |lx —x,ll <7} se llama bola

cerrada con centro en el punto x, y radio r>0.

Definicion: El conjunto A = {x;,x5,x3,...,x,} € X se llama
acotado si es posible encerrado en una bola (abierta o cerrada) es

decir existe M>0/ ||x|| < M VxeA.

Definicion: El ndmero p(A,B) = inf |lx — y|| se llama
XEA,YEB

distancia entre los conjuntos Ay B contenidos en X.

Definicién: Un conjunto M c X, se llama abierto si para cualquier

xXo€M, existe un r>0 tal que , B,.(x,) c A.

Definicion: Un punto aeX se llama punto de acumulacion del

conjunto M c A si (B.(a)—{a}) nM = @. Vr>0.

Definicion: El conjunto de todos los puntos de acumulacion se

designa por M'.

Definicion: El conjunto M UM’ se denomina clausura

(adherencia) del conjunto M y se denota por M.



Definicion: El conjunto se llama cerradosi M = M .

Definicion: una sucesion x, e X (neN) se llama convergente hacia

el elemento x,eX vy se escribe x,, = x, .
Si ||x — x4l = 0 para n — oo.

Teorema del valor medio para derivadas Si f es continua en [a,b]
donde a<b vy diferenciable sobre (a,b), entonces existe un punto
c € {(a,b) tal que f(b) — f(a) = (b — a)f'(c).

Teorema del valor medio para Integrales Si f es

continua [a, b] existe al menos un nUmero c€[a, b] tal que:
[7 f)dx = f(c) (b—a) Alnimero f(c) se le llama valor medio

de f enelintervalo [a, b]

2.2.4. Desigualdad de Schwarz y de Holder para Sumas

Sean p y g nameros reales tales que p>1, g>1 y %+ i =1

I. Si¢;,d;, i=1...n son nimeros complejos

1 1
n n 5 n a
D ledi| < (Zmp) (Zmiw)
i=1 i=1 i=1

ii. Si{c}, {d;}, sonsucesiones de nimeros complejos tales que



o)

Z|Ci|p <

i=1

o

Z|di|q <™

i=1

Entonces:
1 1
Dledi < | D el Zmnq)
i=1 i=1 i=1

2.2.5. Desigualdad de Minkowski para Sumas
i. Sia;,b;, i=1...n son nimeros complejos p = 1 un numero real,

entonces

1 1 1
n p n P L p
<Z|ai+bi|p> < (Zmp) * (Znonp)
i=1 i=1 i=1

ii. Si {a;},{b;}, son sucesiones de nimeros complejos tales que

10
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2.2.6. Espacios de Banach
Definicion: Sea X un espacio vectorial normado y sea d la métrica
asociada. Si X es un espacio métrico completo con respecto a d se
dice que X es un espacio de Banach.
Definicion: Sea X un espacio normado {x,} c X se dice que es
una secuencia de Cauchy.
Sidado € = 0,3N, € N tal que:

I, — Xl <& Vn,m= N oequivalente a

Tlll_r)glo IXn = Xmll = 0
m—-oo
Ejemplo 1:
Sea X=R, |. ||: RxR - R*

(x,y) = |e* —e”|

1 .,
(X, =1Ln (Z) es una sucesion de Cauchy ?

Solucion:

d(xn’Ym) = e*r —eVm| = |e

Ay = 1= = R+ ]
X dn) = 0T m

11



0 < lim d(xp,yn) <0

m-—oo

- 7111_1)130 d(Xp,yn) =0

m-0oo

~ X, es una sucesion de Cauchy

Ejemplo 2: (C[a,b], Il llcap]) €S un espacio de Banach, donde
I llcapy = Sup [f(®)]
teC[a,b]
Solucion:

Sea { f,,(t)};=, es unasecuencia de Cauchy en C[a,b]

Dado = > 0,3 N, € N tal que
3

2(®) = nO1 < Sup [/,(6) = fin(O1 = 1y = Fnllegas) < 5

te[a,b]

vn,m = N
o) = fn®I < ¥r,m = Ny y t€[ab].... (1)
Luego para t fijo {f(t)}n=; €S una secuencia de Cauchy en

(R, [.D

Siendo este espacio completo tenemos que existe f(t) € R tal que
lim £,(8) = £(£)
En (1) tenemos para n — o
O -FOI<S ., va=N y telab] ..2)

If=fll= Sup If, (= FOl <5 . Yn=N @)

Por lo tanto de (3) tenemos f,, = f

Ahora probaremos que f sea continua en [a, b]

12



f €s continua en [a,b], luego es continuaen t = t, € [a,b]
Es decir:

Dado§> 0, 36 > 0 tal que:
It —tol <8 = |f,(0) = fo(to)] < § ,..Vn €N
De (1), (2) y (3)
lf () = f) = 1f () = [ () + [ (8) — fu(Eo) + fr(Eo) + £ (Eo)I
<If@) - O+ 1O = fLE)] + [ fu(te) + f(6)]

vnx=N, t€[ab] vnzN,siempre que |t—ty|<8 vneN, ty€la,b]

F) = flt)l < S +5+3
If(t) — f(ty)| < e, siempre que |t —t,| < & entonces f es
continuaen t = t,.
2.2.7. Espacios de Hilbert
2.2.7.1. Producto Interno y Espacios de Hilbert
Definicion: Sea X en espacio vectorial complejo un
producto interno en X es una aplicacion.

< ,>:XxX->RoC

Que asocia a cada par ordenado de vectores X ey, a un
escalar denotado por < x,y > que satisface las siguientes

propiedades:

L <x,x>20 VxeX -<x,x>=0x=0
. <x+y,z>=<x,2>+<y,z> Vxyz€X
jill. <ax,y>=a<x,y> Vxy€EXa€C
iv. <x,y>=<y,x> VxyeX

Verificar las siguientes igualdades:

13



Q) <x,y+z>=<x,y> +<x,z> Vx,y,z€X

b) <x,ay>=a<x,y> Vx,yeX,a€eC

Demostracion:

Q) <x,y+z>=<y+z x>

<x,y+z>=<y,x> + <zx>
<x,yt+z>=<x,y> +<x,z>
b) <x,ay>=<ayx>
) <x,ay>=a<y, x>

d <x,ay>=a<x,y>

2.2.7.2. Lema (Desigualdad de schwarz).- Si (X,<, >) es un

espacio producto interno, entonces;

a) [<x,y><y<x,x>,<y,y> paratodox,yenX
b) La igualdad en a) se cumple si y solo si existen escalares
a, [ tales que:
ax+ Py =0
Demostracion:
a) Como <x,x>>0 paratodoxenX
<x—ay,x—ay>=0
<xx>+<x,—ay > +< —ay,x > +< —ay,—ay >=0
<x,x>-a<xy>—-a<x,y>+|al>?<yy>=>0

<x,x>+la’<yy>za<xy>ta<yx>

<x,y>

Escogemos a =
<yy>

, y#+0

14



| | — |<x,y>|
<yy>

2
<y,y> <xy>
%Y <mx>+L—3;;<yy> >
<yy>

<yy> )

PR <xy>
Y ,y>+—y<y,x>

—<x
<yy> <yy>
<y y><x,x>+|l<xy>? =
<yx><x,y>+<x,y><y,x >

<yy><xx>+|<x,y>P=|<xy>?+|<xy>|?

J<yy > <xx>=|<xy >
Si y=0 la desigualdad es evidente.
B

b)<—)siax+ﬁy=0—>x=—§y=ry donderz—a

I<x,y>l=I<ryy>l=Irll<yy> .()
V<X >= [<ry,ry >

= Jrr<yy>=IrlJ/<yy>
J<yy >SN x>=[<yy>Irlf<yy >

=lrl<y,y> ... (i)

De (i)= (ii)
S)I<x,y > =<y y>/<xx>

tomamos < x —ay,x —ay >=10

<x,y>
Con a =2 , y#0 entonces x —ay=0- x=ay
<yy>

15



2.2.7.3. Lema (Desigualdad de Minkowski).- Sea (X,<, >) es

un espacio producto interno, entonces:

Q) /J<x+yx+y><V<xx> +/<yy>
b) La igualdad en a) se cumple si y solo si existe un namero
real ¢ > 0 talque:
y=ax, 6x=ay
Demostracion:
A< x+y,x+y>=<xx>+<xy>
<y, x>+<y,y >
=<xx>+<xy>+<lx,y>+<y,y >
También
<y x>=<Zx,y>=real <x,y>—-ilm<x,y> ..(i)

<x,y>=real<x,y>+ilm<x,y > ... (i)

< x,y >| =\/(real<x,y >)2 4+ (Im<x,y>)?

I<x,y>|= \/(real <x,y>)?=|real <x,y >|
|<x,y >| = |real < x,y >| ...(iii)
Reemplazando (i) y (ii) en la ecuacién.
<x+yx+y>=<x,x>+4real <x,y>+ilm<x,y>
+real < x,y > —-ilm < x,y > +<y,y >
<x+yx+y>=<xx>+2real <x,y>+<y,y>..(iv)
Reemplazando (iii) en (iv)
<x+yx+y><<xx>+2<xy>l+<yy>

Por la desigualdad de Cauchy

<x+y,x+y><<xx>+2 /<y, y>J<x,x>+<y,y>

16



<x+yx+y><(V<xx>+./<yy >)2

J<x+yx+y><J<xx >+ /<yy>

b) —) elevando al cuadrado a) se obtiene

= / >
|real < x,y >| \/<x(,)x> <yy>=2|<xy>|
z =0

|real < x,y >| =0
< x,y >| =|real < x,y >|
Sea <x,y>=a+ib
|<x,y>|=vVa2+hb%=a ,sib=0

I<x,y>|=JV<x,x> /<y y>

De la desigualdad obtenemos que y = ax, 6 x = ay
<ay,y>=a

a<yy>=a
~ _ [S99)
>0 >0

~a=0
<x+yx+y>=<ay+yay+y>
<x+yx+y>=<ay+yay+y>
<x+yx+y>=<(a+1y (a+1y>
<x+yx+y>=(@+Dl@+)<yy>
=(a+1)?<yy> .. (i)

<xx>=<ay,ay >= (@)* <y,y>

V<X x>+, [<yy>=J(@)?<yy>+,/<yy>

17



V<X, x>+ /<y,y>=a/<y,y >+ <yy>
THESH <7y 5= @+ DY<yy> i)
(i) = (i)
Definicion.- Sea (X, <, >) un espacio producto interno.
Si X con la norma ||X|| =+/<x,x > es completo, entonces

(X, <, >) se llama espacio de Hilbert

2.2.7.4. Proposicion (Ley del Paralelogramo).- Si (X,<, >) es
un espacio producto interno, entonces:
llx +ylI2 + llx —ylI* = 2llx|I*> + 2]y |l?
Paratodo x , y en X.
Demostracion:
lx+ylP=<x+yx+y=<x,x>+<xy>
+<yx>+<y,y> ....(0)
lx—yl?=<x—-yx—y=><x,x>-<xy>
—<y,x>+<y,y> ..»1)
(i) + (i)
lx + ylI?+llx — ylI? = 2|lx]1> + 2[lylI?
2.2.7.5. Ortogonalidad
Definicidn.- Dos vectores X, y en un espacio producto interno
X se llama ortogonalessi <x, y >=0
Notacién: Si < x, y > =0 escribiremos x L y.

Nota: el vector cero es ortogonal con cualquier vector Xx.
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Definicion.- Sea X un espacio producto interno A c X un

conjunto no vacio.

a) Se dice que A es un conjunto ortogonal de vectores si:
<x,y>=0 para todo x,yenAconx #y.

b) Se dice que A es un conjunto ortonormal de vectores si es

un conjunto ortogonal y ||X|| = 1 paratodo x € A.

2.2.7.6. Teorema de Pitdgoras.- Si x L y, entonces:
llx + ¥l = llx|I? + lIyll>.
Demostracion:
Tenemos<x, y>=0y <y, x>=0 porque x Ly
lx+yllP=<x+yx+y=<xx>+<xy>
+<y,x>+<y,y>
lx+yll?=<x+yx+y>=<x,x>+<yy>
lx +ylI? =<x+yx+y>= [xlI* + lIyl?

lx +¥01% = llxII* + llylI?

Ejemplo: Sea (R™, | .]|,), donde:

n
120 = Y lul, = o)
i=1

¢Sera un espacio de Hilbert?
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Solucién:

Supongamos que (R™, || .[l;) es un espacio de Hilbert, luego
|l . |l; proviene de un producto interno, entonces cumple la ley

del paralelogramo.
x =(1,2,0,0,..,0) - ||x|| =3
y=(-2,-1,0,0,..,0) > ||yl =3
x+7y=(-1100,..0) = ||+ 7| =2
-5 =(3300,.,0-x—7l=6
Reemplazamos en la ley del paralelogramo

lx + ylI2+llx — yII? = 2lIxI1* + 2]lylI?
22462 = 2.32 + 2.32

40 + 36

=~ No es un espacio de Hilbert.

Ejemplo:

Sea (C[O,l], Il ||c[0,1]) donde |If Ilcpo,1] = mingepoylf (D)
¢Seré un espacio de Hilbert?
Solucion:
Sef®=t+1,  lfllcoy =2
f®=t-1, lgllcro,y =1

F+D® =2t IIf +gllego = 2
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f—-9@®) =2, If — gllcro, = 2
Reemplazamos en la ley del paralelogramo
If + gli*+lIf — glI* = 2lIf1I* + 2liglI?
22422 =2.22 +2.12

4+ 10

=~ No es un espacio de Hilbert..

2.2.7.7.Lema.- Sea(X,||. ||) es un espacio normado que
satisface la ley del paralelogramo definimos.

@: XxX - C mediante:
o(x,y) = Zlllx +ylI2 = llx = ylI? + illx + iyl —

—illx —iyll*], Vvx,yeX

Entonces:

() o,y)=0l,x), Vx,y€X, o¢ky)=0

px,0)=0 VxeX ¢,x)=0x=0
@ii) llx + y + zII* = lIx|1* + llylI* + llz]I* =

lx + ylI2 + llx + zI1” + lly + zII%,

Vxyz€eX
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Demostracion:

M) ob,x)=
1
=2l +yI? = llx = ylI? = tlly + wxll* + tlly — wx]l?]
1 . . . .
=<l + 1% = llx = ylI2 = illx — yill* + illx + yill?]

o, x) = o(x,y)

Observacién:

. 2 sy 2..yi 2
o illy il =i i+ 0 = iflic o

iliCe = yDII? = ilil?llx — yill* = —illx — yill

2 . 2
, . Ay vl
Y e [

ili(=x = y)II? = ilil?llx + yill* = —illx + yill?

o (xx) = 12x|I? = ||x[|? = 0
o(x,0)=0, VxeX
p(x,x) = x> =0 x=0
(ilx+y+z+zl?+llx+y+z—z|* =
2|lx + v + z||? + 2||z]|?
lx+z+y+zI2 +lx+z - +2I* =
2llx + z|I? + 2]y + z||?
(*) - (%)

lx + ylIZ = llx = ylI* = 2llx + y + 2|7

22
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+2||z|I17 = 2]lx + z[I? = 2|ly + zII?

Ademas:
llx +ylI* + llx = 117 = 2|lx]I* + 2[lylI?

llx =yl = 2llx)1? + 2[lylI* = llx + ylI?

lx + ylI? = {2lx]1? + 2[lylI* = llx + ylI?} =

2llx +y + 2| + 2|Iz]1> = 2]lx + z|I* = 2|y + z|I?
Entonces:
2lx + 12 + 2llx + zII? + 2|y + zII> = 2||lx + y + z]|?

+2Iz1% + 2[Ix]I* + 2[ly]l?

Corolario.- Si {x;,x,,...,x,} €S un conjunto ortogonal de

vectores entonces:
n

2.

k=1

2.2.7.8. Teorema (Desigualdad de Bessel).- Sea

2 n
= ) P

k=1

(x,<,>=0) un espacio producto interno y
{eq, .. ... ,en} un conjunto ortonormal de vectores de X.

entonces para cualquier x € X se tiene:

n
bell? = ) 1< x e >I?
k=1
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Demostracion:

Sea

<x,ek > (3%

<

I

=

|
1=

=
1l
oy

Observacion:
Sea z € {eq, ey, ...,e,}

Entonces

n
zZ = Z /‘{kek
k=1

<z, >=<zie; + zZze; + zze3+ -+ Zpey, 65 >= Ay

N

y=X-Z

Entonces:
<y e >=<x,e,>—-<<xe>e +-+<x,e >, >
<y e >=<xe,>—-<xe,><epep,>
<y e >=<x,e,>—-<x,e,>(1)
<ye>=0
Entonces yle, V£e{l1.2..,n}
{y,<x,e >eq.., <xe,>e,} ESunconjunto ortogonal

n

y+ Z < X,ep > e
k=1

= lyll> + ) lI< x, e > exll?

2 n
k=1
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n
2112 = 12+ ) < %, >I?
k=1

n
Iell? 2 ) I< x, e I
k=1

Corolario: Si {,e,,,e,,...,,e,} €s un conjunto ortogonal de

vectores entonces

n

n
Iell? 2 Y I<ve >P o x= Y <xe>e
k=1 k=1

Demostracion:

)

n
112 = 12+ ) I< x e >I2
k=1

Basta tomar y=0 entonces:

n
X = Z<x,ek>ek
k=1

<)

n

n
<xx>=|x||?= < z < xe > ek,z <xe,>e >

n

<x,x>=||x]|* = Z <x,e >< X, e >
k=1
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n

<xx>=|x||2 = Z|< x, e >
k=1

2.2.8. Operadores Lineales y Continuos

Sea X, Y dos espacios normados sobre un mismo campo de

escalares. Decimos que F:(X,|.|)—(Y.|.],) es continuo en

X, €X ysi, dado € >0, 33(X,,€) >0 tal que:

||x—x0||1 <d — ||F(x)—|:(x0)||2 <e.

2.2.8.1.

2.2.8.2.

2.2.8.3.

Teorema 01.- Un operador lineal A: X-Y, dado sobre
todo el X y continuo en el punto 0 € X es continuo en

cualquier punto x, € X.

Un operador lineal A: X-Y con D(A) =X se llama
continuo si es continuo en el punto 0 € X. Un operador
lineal A: X->Y con D(A) = X se llama acotado si existe
ceR, ¢>0 tal que para cualquier x e S;(0)=

{x € X:||x|| < 1} es vélida la desigualdad ||Ax|| < c.
Teorema 02.- Un operador lineal A: X-Y con

D(A) = X es acotado si, y solo si para cualquier x € X

se cumple la desigualdad ||Ax|| < cllx]l, ¢ >0
Teorema 03 Un operador lineal A: X=Y con

D(A) = X es continua si y solo si, es acotado.
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Un nimero Sup,ex jx<1ll4x|l se denomina norma del

operador lineal acotado A: X—Y con D(A) = X.
2.2.8.4. Continuidad
Sean (X,d;), (Y,d,) espacios métricos; un operador
F:X =Y es llamado continuo en X, € X, si dado &>0
existe 0 =0(¢,%)>0 tal que d,(F(x),F(X,))<¢, para todo

x e X para los cuales d;(X,%,) <9

El operador F es llamado continuo, si es continuo en cada

punto Xe X .
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2.3. Definicion de términos

> (T-convergente) Una sucesion X, € X, , n€N se denomina T-

T

—

convergente hacia un elemento x € X (se denota X, X,n— )

T

n —

si, ||, — T,x|l g, — 0 cuando n — oo. Si X X paran — oo, Se

diceque X, aproxima a x.

n

> Operadores de contraccion T,x = (x(t,E”)));f:l donde {t,ﬁ")} es
k=1

una particion del intervalo [0, £].
> Espacio reticular X,, = c™.
> (Grado de aproximacion) Si para cierto k natural es valida la

desigualdad y se dice que X,, aproxima x con grado k
1%, — Tuxllx, < <2
» Condicion de estabilidad
Si existe una constante ¥ > 0 tal, que para cualesquiera x,, € D(4,,)
se cumple la desigualdad [|A,%,|ly, = yll%,ll g, , se dice que el
esquema aproximado A4,,X, = ¥, es estable o se cumple la condicién

de estabilidad.

» Norma cubo

_ _ , n)
1%l = Méix x|

» Norma esfera

n

_ 2

”xn”esf = Z'xm (tlgr-:-)l_ tl(cn))
k=1
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I1l. METODOLOGIA

Como toda investigacion en Matematica, se inicia con el estudio detallado de
definiciones, a partir de las cuales aplicando técnicas de razonamiento
(inductivas y deductivas) propias en la matematica se han estudiado algunos
resultados (lemas, teoremas, corolarios) como las sucesiones T-Convergentes
en espacios de Banach, estabilidad, normas regulares y normas concordadas y
el grado de aproximacion de un elemento x € x Y el grado de aproximacion
de un esquema. Ademéas a continuacion se proporciona ejemplos  que
conllevan al logro de los objetivos.

3.1. Tipoy Disefio de Investigacion

El tipo de investigacion es descriptiva y exploratoria.
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IV. RESULTADOS

4.1. Aproximaciones Discretas de Ecuaciones Operatorias

Definicién 1. (T-convergente)
Una sucesion X, € X, , n € N se denomina T-convergente hacia un
T

elemento x € X (se denota X, ' x,n-— o) si [IX, —Txllg, — 0

—

T

—

cuando n — . Si X, x paran — oo, se dice que X, aproxima a

x. De modo analogo se define la T-convergencia de la sucesion y_ € Y,
hacia un elemento y €Y.
Ejemplo 1.Sean x(t) una funcién suficientemente suave sobre [0,74].
n) (n)
Sean los operadores de contraccion T, x = (x(t; *))k=, donde { }
k=1

es una particion del intervalo [0,#]. En calidad de X, tomemos un
espacio reticular (un espacio lineal de funciones dados solamente sobre lo

real) con la siguiente norma:

Si x ( (n))k=1 e X, 1% llcup = Méx |x,({ )| asi X,

L

Xp = {% (x(ti(”))) +§(x(tl(2))}n Entonces la sucesion x,, es

=1

Luego si ™ =%, i=01,..,n Yy

T-convergente hacia Xx.
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Solucién:

Tenemos: ¥, = {% (x(ti(”))) + %(x(tl(ﬂ))}

Xp = (x(t))k=1 » cOMO ||%,llcup = 11\</[,§‘<Xn|xl(<n)|’

(=2, i=01.,n

Entonces X, —T,x = Max
” n n ”Cub 1<k<n

(1) = 3x(6”) =5 (x(62))]

1%, — Tulleus = > Max Jx(e) = x(e))|

1<ksm

x(t,gn)) - x,((n)|

X, — T,x = Max
” n n ”cub 1<k<n

Utilizamos el dato ™ = %, i=01,..,n

1 = Toxllews = 2 Max | (%) — x (<225))

2 1<sksm

x(t) es una funcion diferenciable en [0, ¢], aplicando el teorema del

valor medio para derivadas x (k{)) - X ((k_m) = (k—f - (k_w) x'(€)

n n n n

donde :

k-1)¢ kt
n

_ 1
”xn - Tnx”cub - Elskasrn

x| -557) ¥ @)

n

o e (k-1)¢ ke
e, — Trxllcun = ™ lgfg(nl x'(e) ], n <e< n
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Ademés x(t) es una funcion suave tenemos (por decir de clase
C[0,#]) entonces existe M>0 tal que [x'(¢t)| <M, %t € [0,4],

entonces, esto es la relacion anterior se obtiene.

_ i3
1%, — Txllcup < (MT)% , Cuando n — oo tenemos que

”fn - Tnx”cub — 0.
Asi X, T x

Ejemplo 2. Sean x(t) una funcion suficientemente suave sobre [0, #].

n
Sean los operadores de contraccion T, x = (x(t,E")))}{‘=1 donde {t,g'”}
k=1

es una particion del intervalo [0,#]. En calidad de X,, tomemos un
espacio reticular (un espacio lineal de funciones dados solamente sobre lo

real) con la siguiente norma:

Coo (n))n > _ s
Si %= (%) _ € Fn IFallow = Max

() v o=
Xy, | asi X, =c™

it

Luego sit; =—, i=01,..,ny

@=@%Xﬂ={llﬂx®$ﬂ

ti—ti—1 “ti-1 i=1

Entonces la sucesion x,, es T-convergente hacia x.

Solucion:
- _ . m) (
”xn - Tnx”cub = 11\411?5)% x(tkn ) - (xkn=1)|
kt
I = i L (K 1 0 .
”xn - nx”cub - 1535)% X (?) - ke (k — 1){) (k—l){’x(s) S
T n

n n
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_ kf 1 =
0 = Tutllews = Max [x () x(s)ds

1<ksn n

Por el teorema del valor medio para integrales tenemos:

=)

L (k=1)P
Para algin s* € (4=2¢,
n n

Tenemos:

JORECH

key n . (ke (k—1¢\|
|x(7> —7xe )<7_T>‘ =

Por el teorema del valor medio para derivadas tenemos

() -GN

_ SNy Ly /7, :
10 = Tuxlleus = Max |¥(2)] 2 < 22, donde |x'(6)] < M,

X, —T,x = Max
” n n ”cub 1<k<n

wt € [0,£].

Definicion 2. (Grado de aproximacion)

Si para cierto k natural es valida la desigualdad
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Se dice que x,, aproxima x con grado k . El grado de aproximacion de

unelemento y € Y se define andlogamente por la sucesion y €Y, .

Ejemplo 3.

Del ejemplo anterior observamos que la aproximacion se da con grado k=1
Definicion 3.

Se dice que la condicion de aproximacion se cumple, contando con la
solucion x* de una ecuacion inicial dada.

Si T,,x* € D(A,) y cuando n — oo.
”AnTnx* - yn” 7, 0

En este caso se dice también que la ecuacion dada se aproxima sobre x*
por el esquema aproximado. Si, ademas, existen una constante ¢ > 0 y un

k natural tales, que paran € N se cumple la desigualdad.
_ . c
”AnTnx - yn” Y, = F

Entonces se dice que el esquema aproxima a la ecuacion inicial con grado

k.

Ejemplo 4. El ejemplo anterior con t; = :l—i , kfijo mayor igual a 2, para
obtener que X,, aproxima x con grado k=1.
Definicion 4.

Si existe una constante y > 0 tal, que para cualesquiera x, € D(4,) se

cumple la desigualdad ||A,%,ll7 = ylI%,ll z, . se dice que el esquema
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aproximado A,x, =y, es estable o se cumple la condicion de

estabilidad.

Ejemplo 5. ver ejemplo 1

Definicion 5.
Supongamos que la ecuacion Ax=y es univocamente resoluble, y x* es
una solucién; la soluciones aproximadas A, X,= y, Paratodos los n son

univocamente resolubles y x* son soluciones. x;, T, x*.

Cuando n — o se dice que el esquema aproximado converge. Si
ademas existe una constante ¢ > 0 yun L natural tales, que sea valida
la desigualdad.
ok * c
1%, — Tox°liz, < -
Entonces se dice que el esquema aproximado converge con grado L, 0 que
el grado de exactitud del esquema aproximado es igual a L.

Teorema 1.

Sean las ecuaciones aproximadas y exactas univocamente resolubles. Si
se cumplen las condiciones de aproximacién y estabilidad, el esquema

aproximado converge y es valida la desigualdad.

%7 — Tux*ll x, < v HIARTox™ = Pl ,
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Demostracion:
De los datos del problema.
i) A,X; =79, ,es lasolucion aproximada.
i) lAnXally, = ¥IIXnll %, ¥ X, € D(4y) Def. 4
iii)}lglglollﬁnTnx* —yallyg, =0, si T,x* € D(4,) Def. 5
De iii) dado &> 0 existe Ny > N tal que:||4,T,x* —¥,lly, <&, ¥n = N,
£ > [|ApTox" — Yully, = 14,Tox" — ApXplly, = 1An(Tax” — X))l ¥,
1A, (Tox* = EDll 7, < £ .o (%)
Utilizando la condicion de estabilidad
e> |1 A,(Tox" —X)lly, = VITox" —Xllx, . ¥n=Ny ...(*%)
Luego [IT,x* — X))l %, < E , ¥n >N,

Lo cual implicaque X, T, x*, asi el esquema aproximado converge y de

(**) es valido la desigualdad
1%, — Tax*llx, < ¥ ' IApTox" = Vally,
Proposicion 1.

Sean X, ., x, ¥, L, y, cuando n — oo entonces para cualquier escalar

ay B. oaX,+ By, L, ax+ By
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Demostracion:

(i) Dado §> 0 existe No > N tal que:
1%, — Thxll x, <§ , ¥n =N,
(i) Dado ~> 0 existe N; >N tal que:
[¥n = Tu¥lix, <5 . ¥n =Ny
Si N = Max{N, ,N;}, tenemos
lax, + By, — T(ax + By)ll x, < la|l|x, — Txllx, + |Bllly, — Tyllx,
lox, + BY, — T(ax + BY)llz, < lalZ +Bl5 ,wn=N

Luego  aX, + By, L, ax + By

Definicién 6.

Si ||T,xllg, — llx|lx, *x €X cuando n — oo, las normas en X, se

llaman concordadas con la normaen X.
Teorema 2.

Si las normas en X, estan concordadas con la norma en X, entonces el T-

limite es Unico.

Demostracion:

(i) Dado € > 0 existe Ny € N tal que

[ITxllx, — llxllx| <€ ¥n>=Ny y wvxeX.
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(i) Supdéngaseque X, ', x, X, T, z ,donde x,ze X
Luego tenemos:

IIEn—TanI,—(n<§ , ¥n>=N

1%, — Tzl x, <§ , ¥n>N
Asi tenemos:

ITh(x = 2l %, = ITax = Tzl 3, = ITax — X, + X, — Tw2)ll %,

_ _ £ €
ITa(x = Dllx, <ITpx = Xnllx, + %0 — Tuxllx, <5 +5<e

IT,(x—2)|[x, <&, ¥»n=N ... (iii)
De (iii) y (i) tenemos:
lx —z|| <2¢, ¥n=Ny x%&>0
Porlotanto x=12z

Definicion 7.
Si de larelacion ||T,,x|lg, — 0, cuando n — oo, se desprende que x=0,

entonces las normas en X, se llaman regulares.
Teorema 3.

El T-limite es Gnico si y solo si las normas en X, son regulares.
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Demostracion:

=) Supdbngase que las normas es X, son regulares Yy sea que

X, L x, x, L, z,donde x,z € X.

Entonces tenemos: ||[T,(x — 2)||x, <& »mn =N, esto equivale a

decir:
lim||T,,(x - 2)llx, = 0

Como las normas en X, son regulares tenemos que: x—z =0

entonces x = z, luego el T-limite es Unico.
<) Supongamos que
lim||T, x| x, = 0
n-o n
no implica que x=0
Sea {x,,};>_, una secuencia en X, tal que
lim||x,[x, = 0
n-oo
Luego
1%, — Toxllx, < llxn Ix, + IToxll %,
0 < lim||%, — Tuxllx, < lim(llx, I3, + ITxll%,) =0
n—>oo n—-oo

Luego X, T, x

Ademas X, T, 0 , pues

0 < lim||x, —T,0/ %, < lim|x, ||x, =0
n—>oo n—>co
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Asi la T-convergencia no es Unica, lo cual es una contradiccion.
Ejemplo 6. Del ejemplo 8 obtenemos la relacion

[1%nlcup = Max |x§‘") y se demostrd que si
sSK=n

limA4, =0

n—oo

,dado 4,, = 1Mé\x1|t§2)1 — tE")|, entonces:
sisn-—

x | = MAx

%ngllxn”cub = lim Max 1<ksn

n—-o 1<ksn

M| _ was
X, |—t1\e/{3>;]lx(t)l
entonces

lim ||X,, || cup = 1Xnllx
n-oo
lim|[|T,x|x, = |lxllx
n—oo

Por lo tanto las normas en X,, estan concordadas con la norma

dada en X.

Ejemplo 7.SeanX =+¢,,X =43 . Definamos los operadores de
contraccion T,, del modo siguiente: para todo x = (&)=, € £, hacemos
T, x = (€k41)i=1 S€Q x¢ = (e,g")),?:l € £, . Demostraremos que la
sucesion. x, = (sgfl)ﬁﬂ Tiene un ndmero infinito de T-limites (que

atestigua sobre la mala aproximacion del espacio €, por los espacios €%

con la ayuda de operadores de contraccion T,,).
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Solucién:

2

— _ 0 n
|xn - Tnxl - || (8k+1)k=1 - (8k+1);(l=1

%3

n
= Z|£2+1 — £k+1|2 e (%)
=1

Tomando (gx,q1)r, = <sg, £, £9,.., €%, 8921) tenemos en (*)

n2

2
— 0

— 0 0
n €n+1 — Enn1
%)

n2

0 2
” (Ek+Dk=1 — (Ek+1)k=1

Cuando n — o

Ejemplo 8.Sean x(t) una funcidon suficientemente suave sobre [0,7].
Sean los operad i = (m)yyn mY*
peradores de contraccion T,x = (x(t, ~))k=; donde it
k=1

es una particion del intervalo [0,#]. En calidad de X, tomemos un
espacio reticular (un espacio lineal de funciones dados solamente sobre lo

real) con la siguiente norma: si

= (™Y 7 E — M4
%= (27) _ € Xu s MEallo = Max,

x,E")|, asi X, =c™ Luego

. it .
Sit; = %, i=01,..,n

n

_ 2

Walless = | )<t = ¢
k=1

y lim,_. 4,=0donde 4,, = Max entonces

1<i<n-1

n) (D]
tizi— & | ,

1
Demostrar que lim || T,x|| osr = [f;lx(t)lzdt]z
n—»>oo
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Demostracion:
Probaremos que:

lim max |x(t})| = max |x(t
n—-oo 1sk5n—1| (k)l te[o,t’]l ()l

Cuando
lim 4, =0
n—oo
_ . m _ )
, donde 4,, = 1sl\ﬂsél)f1|ti+1 t; |

Como X es continuo en [0,#] , siendo [0,#]  un conjunto compacto,

existe t* € [0, #] tal que

n < * —
lx(ti )| < [x()] trer%%lx(t)l
. V< 1 (1| — .
lim |x ()] < |x ()] tren[g}{g]IX(t)l (D)

Ademas como:

lim 4, = 0;

n—oo

Dado 6 > 0, existe N, € N tal que:

1, <8, VYn= N, es decir |t.(")

M- tP|<s vnzN, y vie

{1,2,..,n— 1}
. . _ * (n) (n) 1
Luego existe i, € {1,2,..,n—1} tal que t* € [t; 14, t; | asi por la
continuidad de la funcion x, tenemos:

Dado ¢ > 0,3 § > 0, tal que:

0

< § entonces |x(t*) - x(t{(‘))| <eg,
vn > N,... (i)

De la relacion (ii) tenemos:
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|x(t)|<s+|( (”))|, vn = N,
lx(t)] <e+1max1|x(ti(n))|, va=N, vy €>0
<isn-—
lx(t*)] < max |x( ti(n))|, vn = N,
1<isn-1

x(t)] < lim max |x(¢™)] .. (i)

n-oo 1<isn-—-1

De las relaciones (i) y (iii) tenemos lo pedido, luego

T osp = ”x( (n)

n
n) n)
Z x(tn) (tkr-lu - tkn)
—1

n
2
lim ”TnX” esf = lim Z (x(t;cl)) (tg-ll-)l - tgcn))
n—-oo n—-oo =i

N[ =

Hm Tl e = | [ Ix(0) e

Lema 1.

T _ _
L0l < ey < VPl

Demostracion:

~ 7 n —
”xn”cub = 11\21?5)51|x§‘ )|, Xn = (xrll, x121, x’:}, ...,x,’;)
Como |x§(")| < ||X|lcup » €levamos al cuadrado m.a.m

|x§c") < NEullZpeeeeiienne (*)
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o

le(’”l (E = 6
esf

k=1
B Zuxnn 2 (00 — )

O < 1l zw )
[0 < eaizn [ (657 = €7) 4 (657 = €)oo (632 — 1)
B2 )|| < 1% 12 £
Ealless < VEIZalleus (1)

Asi mismo: |1, |25 > |xk0)| = ) .. (%)

Donde

)

o llcwp = | w

< max | X,
1<isn-1

De (**)

%2y = 1Tl By — o)

Z ”xn”esf = Z ”xn"cub Ecn)+1 - t(n))

ko=1 ko=1

— 2 — 2 ( ) ( )
1% lZg5 1 = 1%l Thpma (Eres — T

FullZyom 2 ||
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De (1) y (2)
t _ -
E”xn”cub < ”xn”esf < \/?”xn”cub

Definicion 8.
Una sucesion {x,}i, c X, se denomina T-convergente hacia el

elemento x € X:

(@) EnMediasi [|X, — Tpx|lesg — 0, n— oo

(b) Uniformemente, si ||X, — TpX|lcup — 0, m — 0.
Proposicion 2.

Demuestre que la T-convergencia uniforme se deduce la T-convergencia

en promedio, pero la afirmacidn contraria no es valida.
Demostracion: Usando el lema 1. Tenemos:
%0 — TXllcup — 0, n— o,
Luego [|%n — Tnxllesy < VEITn — Tnllcub
Asi es claro que ||x;, — Tpxllesg — 0, n— o

Definicion 9.
Si ||Ix,—T.x||<¢,—0, n—o, se dice que X, I, x con la
velocidad ¢,. Si ¥, >0 vy [x, —Tyx|x, < 0(¢,), n— oo, se

dice que X, I, x con velocidad 0(¢,).
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Proposicion 3.

(@) Si x, I, x uniformemente con velocidad ¢, , entonces X, I, x,

en promedio con la misma velocidad.

(b) Si %, T, x en promedio con una velocidad ¢, = 0(%) :
entonces X, T, x, en uniformemente. Con una velocidad vVne,,.

Demostracion:

£ — — _
Usando el lema (1) \/; ”xn”cub < ”xn”esf < \/?”xn”cub

Tenemos del lema (1)
(a) ”fn - Tnx”cub S @ — 0, n— o

Por lo tanto:
”fn - Tnx”esf < \/?(Pn — 0, n— o,
= 1

(b) 1% — Tuxlless < 0 (%), n— oo

Tenemos del Lema 1.

_ £ _ 1
1>, — Tnxllcub\g S |[Xn — Trxlless < O <\/_ﬁ> =@,

1

ﬁﬁ¢n

”3_511 - Tnx”cub <
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Ejemplo 9. Sean Q un rectangulo (0<x<1,0<t<8), C(Q) un

espacio de funciones continuas sobre Q con la norma.

= M43
||l (x’tggg)lu(x, D)l
Realicemos la particion de [0, 1] en n partes iguales con los puntos

X; =% , 1=0,1,2,...n yel segmento [0,0] en m partes iguales con

j6
m

los puntos t; =—,j=0,1,2,...m.

Sean Qum = {(x1,¢),i=0,1,2,...n; j=0,1,2,...m }
Consideremos un espacio reticular €(Q,,,,) con la norma

u = Maix |u(x,t
|l =  Méx [u(x,0)]

Veremos que las normas en €(Q,,) €stdn concordadas con la norma en

C(@.

Definamos T; : €C(Q) — C(Qnm)
u - Tu(x, t;) = u(x, t;)
|Ticu(xit;)| = Max|u(x;, t))] oo (*)
Como Q es compacto y u es continua en Q, existen (x*, t*) € Q tal que:
llull = Julx*, t)]

x* €[0,1] , luego existe una secuencia de numeros racionales r, tal

r; — x*, luego existe una particion tal que r; = - analogamente.
n
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t* € [0,0], {v;} una secuencia de nimeros racionales tal que v; — t*,

. . .y jo .
luego existe una particion tal que v; = Z Asi
m

|Ticu(rs,v;)| = lim|u(r, v;)| = lulx, y)

j—»OO
IT,ull = [ulx", y)I
lim | T;cull = [lul
Definicion 10.

Se dice que una sucesion A, aproxima A sobre el elemento x € D(A) si

T,x € D(A,)),n€N vy, cuando n - o,
14, T, x — T, Axlly, - 0
Teorema 4.

Sea que 4,, aproxima A sobre la solucion exacta x*, y, aproximaa y

! -, "
y, I y . Entonces la ecuacion Ax =y se aproxima por el esquema

aproximado A,X,=y_ sobre x".

Demostracion:
De los datos del problema tenemos:
(). yo»—y para n—

(ii). que T,x* € D(A,) y cuando n — o
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14, x" — ThAX Iy, = 0
Luego tenemos:
14, Trx" = ¥ully, = 14, Tpx” — THAX" + THAx" — Yilly,
14, Tox" = Fully, < 1A, Tpx™ — TRAX|| + ITRAX" — ¥l
14,Tnx" = Vully, < 14,Topx" — TR AX"|| + IRy — ¥l
Lema 2.

Sean X, =X, Y,=Y, T,y T, operadores idénticos. Entonces la
condicion de aproximacion de un operador A por una sucesién de
operadores A,, sobre un conjunto M c D(A4) significa la convergencia

fuerte de A,, hacia A sobre M.

Demostracion:
En la definicion (10) basta tomar T, = I, , T, =1, Yy tendremos
que:

|A,x — Ax||y — 0 Paratodo x € D(A).

Ejemplo 10.

Sean X=Y=[0,1], X, =Y, = C", Tnsz,;xz(x(—)) ,

N/ k=1

Ax = % con D(A) ={x(t) continuamente diferenciable sobre [0,1] y

que satisfacen la condicion x(0)=0}.

Demostraremos que la sucesion de operadores:

49



n 0 O 0 0 O
_ -n n 0 0 0 O
A=l 0 —-n n 0 0 O
0 0 O 0 —n n

Aproxima el operador A sobre D(A).

Solucioén:

Sea Ax =y, luego yey =cC",

ry=nO), = (O, = (< (¢)
()= -+

Como y = x'(t) entonces por el teorema del valor medio para

A, T, x — T,,Ax|| = Max

1<ksn

derivadas tenemos:

k k-1
LEC R
n  n

Entonces

= (8) el vt

Por lo tanto tenemos:
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A T — M4 Pk k-1 k
|4, T, x TnAxII—ll\;I,gsﬂx (n) x(sk)|, — <& <~

Por tanto ||4,T,x — T,Ax|| < &, pues |x’ (E) - x’(ek)| <e

n

k 1
ya que |;— £k| < o

Definicion 11.
Se dice que la sucesion A, aproxima A sobre el elemento x con grado £

si se cumple la desigualdad

c(x)

nt

1A, Tx — ThAxlly, <

Ejemplo 11.
Sea que en las condiciones del problema anterior x(t) € D(A) y tiene
su segunda derivada acotada sobre [0,1], Demostraremos que 4,

aproxima A sobre x con grado 1, ademas es correcta la estimacion.

— , Y2
14,T,x — TpAxlly, <

Donde

Y2 = Sup |x"(8)]
te(0,1)

Del ejemplo (10)

— o _ ;
”AnTnx TnAx” Y, ll\éllgs)%

x' (g) — x’(ek)| donde

k-1
n

< g < S k=1,..,n comox"(t) existe en [0, 1] tenemos

que:
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Asi ||A,T,x —ThAxlly, < vz ®
Proposicion 4.

Sean R, = R(A,)) subespacios en Y, y sea que sobre R, estan definidos
los operadores A,y 147" llgk,%,) <y ' donde y>0 es una
constante. Entonces el esquema aproximadoA, X,= y, esestable y R(4,)

es cerrado.
Demostracion:
) | 429l < || Az gl < ¥~ *1Igll, ¥ € R, Entonces:
Yl %ol < 1 ApXoll, X, € D(A,)

(i) Seax, € R(4,) entonces existe {y,} c R(A,) tal que:

Como A, X, =7, , X, € D(4,) — X,=A,'y
limx, = limA,'y,
m—-00

m—0oo

como A, en continua tenemos:
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x=A;1y — A x =y, xe D(A,) Implica que y € R(A,) por lo tanto

R(A,) =R(A,)
Teorema 5.

Sea que una sucesion A, aproxima a A sobre una solucion exacta x* con
grado &, y que una sucesion y, aproxima a y con grado k. Entonces el

esquema aproximado aproxima la solucién exacta con grado min(#, k).
Demostracion:
0 v, %y
(i) T,x* € D(A,) ycuando n — oo tenemos:
A, T,x* — T, Ax* ||y, — 0 Ademas Ax™=y ...(iii)
De las relaciones (i), (ii), (iii) tenemos
14, Tox” = Fully, = 1A, Tux" — Toy + Toy — ¥, — ToAX" + TR AX ||y,

c(x*) c(y) D
7 +7+”TnAx —Twlly,

”ZnTnx* - yn” Y, <

c(x) +c(Ax ) - c(.x )
ne nk - nmln(e,k)

”ZnTnx* - yn” Y, <

c(x¥)

||ZnTnx>’< - T;le*” Y, = nmin(¢,k)
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Teorema 6.

Sean x;, X, soluciones exactas y que se cumple la condicion de

estabilidad entonces:

YITa(x: — %)l 5, < 14Ty — ToAx4ll 7, + 1AnTrxz — oA, Iy,
Demostracion:
LA, =y , Ax,=y
i Il 5, < 1A%l 7,
De larelacion ii
VIToxy — Tuxall £, = VlIX1n — %onll 5, < 14n(X1n — %20l 7,
YIToXy — Tuxzll 5, < [1AnTox1 — AnTnx2ll g,
YlITnxy — Toxoll 5, < 143 Ty — ThAxy + TiAxy — A Toxs |l 5,

YIITnxs — TuX;ll 5, < 1AnTnx1 — TyAx4ll 5, +1IThAXz — AuTox2ll g,

Proposicion 5.

Sea una sucesion A, aproxima A sobre cada solucion exacta, las normas
en X, son regulares y se cumple la condicion de estabilidad. Entonces la

solucidn exacta no tiene mas de una solucion.
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Demostracion:

i. ||A,x|| = 0, cuando n — oo, entonces x=0 esto es por el hecho de

que las normas en X, son regulares.

|A,T,x — ThAx|ly, > 0 cuando m - oo, supongamos que
existen x4, X, dos soluciones exactas por el teorema 6 y la

condicion de estabilidad tenemos.
y Iim|[|Tx; — Tpxoll = lim yll%), — Xl = 0 ..o(*¥%)
n—oo n—oo
lim T,x; = lim x;, , lim T,x, = lim X,, ,
n—oo n—oo n—->oo n—-oo
como las normas son regulares de i y (**) tenemos: x; —x, =0

entonces x; = X, entonces.

La solucién es Unica.

Lema 3.

Si se cumple la condicidn de estabilidad entonces toda ecuacién operatoria

no tiene mas de una solucién.

Demostracion:
i 1A%y, = vIIZ,l x, . algin y > 0.

. Apyx, =¥,, A%, =y, son las soluciones aproximadas.

Suponga que z, , w, son soluciones aproximadas de la ecuacion

Anfn =
iz — wall < 114z, —w)ll =0

Entonces z;, = w,;,, Vn € N
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Proposicion 6.

Sea que para todas las soluciones aproximadas posibles de una esquema
aproximada A, %, = ¥, se obtiene la estimacion ||x,|| < y ||y, , donde y

es una constante positiva. Entonces se cumple la condicion de estabilidad
Demostracion:

YIZN < 1170l = 14,%,]l
Proposicion 7.

Sean X,, Y, de dimensiones finitas iguales y que cumplen la condicién de

estabilidad. Entonces N(4,) = 0.

Demostracion:

Como ylIx,ll < llA,x,]l, ¥ > 0, esto por la condicion de estabilidad,
tenemos que si X, € KerA, entonces A4,x, = 0 entonces y||x,|l < 0

entonces x, =0 puesy > 0.
Corolario 1.

Sea Y, =X, entonces para A, se cumple la condicién de estabilidad, si
para toda sucesion x, € D(4,) se verifica la desigualdad (x,, A, x,) >

vlIZ,1?, ¥ > 0 es una constante.

Demostracion:
Por la desigualdad de Cauchy — Shwartz tenemos:
VIE? < (%, Ap%n) < 1% MTAL

YIEN < 14,5,
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Ejemplo 12.
Con las siguientes condiciones

X=Y=c[01],X, =7, =C™,

n

Tx =Tyx = (x (S))k , Ax = % con D(A) compuesto de
=1

funciones x(t), continuamente diferenciables sobre [0,1] y que
satisfacen la condicién x(0)=0 . Demostrar si cumple la condicién de

estabilidad, donde

[n 0 O 0 0]
~|-m n 0 0 0|
An=|0 -n n 0 0|

0 5 0 0 “nwl

Aproxima al operador A sobre  D(A).
Esto se demostro en el ejemplo 10.

Luego es facil demostrar que:

- 1
= 0 0 0 0
11 9 0 0

- -1 n n

A, =[1 1 1 0 0
n n n
11 11 11
n n n n n n

Donde A,: C™ - C™, || 47" || = supyg =1l &' Fo len <1 <2

Luego || A7 Follen <Ll Bullen, VX, € D(AY) sea Ay, =%,
luego 7, = A,%, , por lo tanto || %,llcn < ||A,%,ll , con lo cual se
cumple la condicion de estabilidad, y

1A, T = TiAxll g, 0
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V. CONCLUSIONES

» Al resolver la ecuacion Ax =y donde D(A) c X, R(A) cY, con
X,Y son espacios de Banach, se observa que el operador A, se puede
aproximar por una sucesion de operadores {A,}x_, y obtener
soluciones aproximadas.
Si X,=X, Y=Y, T, y T, operadores idénticos, entonces la
condicion de aproximacion de una operador A por una sucesion de
operadores A, sobre un conjunto M c D(A) significa que la
convergencia es fuerte de A, hacia A sobre M.

» EI T-limite es Unico, por lo tanto la aproximacion de A, hacia A es
buena.

» Si se cumple la condicion de estabilidad entonces toda ecuacidn
aproximada no tiene mas de una solucion.

> Sea que una sucesion A, aproxima A sobre cada solucion exacta, las
normas en X, son regulares y se cumple la condicion de estabilidad,
entonces la ecuacion Ax = y , no tiene mas de una solucion.
Las normas en X, deben ser concordadas para que la aproximacion de
A, aproxima A debe ser buena.

» Cuanto mayor sea el grado de aproximacion la aproximacion de los

operadores A, aproximaa A entonces la convergencia es rapida.
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VI. RECOMENDACIONES

» Este trabajo se puede extender para resolver la ecuacion Ax =y con
operadores no lineales por lo tanto se recomienda seguir investigando
este tema.

» En esta investigacion se utilizado los cursos de algebra lineal,
topologia, analisis funcional, etc. Se recomienda reforzar a los
estudiantes de pregrado en los mencionados cursos.

» En esta investigacion se ha trabajado con derivadas e integrales se

puede extender buscando mas aplicaciones en esta area.
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Simbolo

N

RZ

Il llx

Cla,b]

Definicién de Simbolos

Nombre
Conjunto de los nimeros naturales.
Conjunto de los nimeros Reales.
Conjunto de los nimeros Complejos.
Plano cartesiano.
Valor absoluto.
Funcién norma sobre un espacio vectorial X .

Espacio de las funciones contintas en el intervalo

[a,b].
Funcién distancia.

Espacio de las funciones con 1°® derivada

continGa en el intervalo [ a,b |
Funcion producto interno.
Simbolo de ortogonalidad.

Operador (también llamado aplicacién lineal),

cuando su dominio es un conjunto de funciones.

Operador inverso del operador A.

Conjugadode A, A € C.
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L(x,V) Conjunto de todas las aplicaciones lineales y

continuas.
D(A) Dominio de A
R(A) Rango de A
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