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RESUMEN

Este trabajo de tesis investigativa estudia el método algebraico en el modelado de
series de tiempo. Se introduce los métodos de uso de las transformaciones lineales para
construir modelos polinomiales y modelos radicales de series de tiempo. Se verific6 que
una serie de tiempo posee un modelo lineal, si la matriz asociada a este es diagonalizable
a la izquierda. En particular, una serie de tiempo tiene modelos lineales cuando Mg es de
rango completo. También se proporciona un método de construccidon de modelos lineales
para ciertas series de tiempo que no son diagonalizables a la izquierda. Lo mismo en caso
de que no existan modelos lineales, se da un método para construir modelos radicales; de
los cudles todos los componentes son combinaciones lineales de los r-ésimo radicales de
ciertos polinomios homogéneos con el grado uniforme r, estos modelos son lineales con
respecto al grado total, finalmente se proporciona ejemplos para ilustrar estos procesos.
Palabras clave: Series de tiempo, modelos polinomiales, modelos lineales, modelos ra-

dicales y transformaciones lineales.
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ABSTRACT

This research thesis paper studies the algebraic method in time series modeling. The
methods of using linear transformations to construct polynomial models and radical time
series models are introduced. It was verified that a time series has a linear model, if the
matrix associated with it is diagonalizable to the left. In particular, a time series has linear
models when Mg is full range. A method of constructing linear models is also provided
for certain time series that are not diagonalizable to the left. The same in case there are
no linear models, there is a method to construct radical models; of which all components
are linear combinations of the r-th radicals of certain homogeneous polynomials with the
uniform degree r, these models are linear with respect to the total degree, finally examples
are provided to illustrate these processes.

Keywords: Time series, polynomial models, linear models, radical models and linear

transformations.
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INTRODUCCION

El Analisis de series de tiempo, una de las dreas mds importante de la Estadistica; tiene
como particularidad importante su anélisis requerido para el pronéstico de eventos futu-
ros y para el modelamiento matematico. Los datos de esta series de tiempo nos sirve para
encontrar una funcion vectorial; asi mismo para describir, predecir, interpretar y explicar
su comportamiento futuro de un fenémeno.

El método algebraico desempeia actualmente un papel importante dentro de la forma-
cién de un matematico, fisico, quimico e ingeniero; quienes utilizan para explicar ciertos
fendmenos en una rama concreta de la ciencia. Modelo matemadtico que incluyen jus-
tamente esto como método algebraico para la construccion de modelos polinomiales y
modelos radicales.

Uno de los problemas que se presenta con mayor frecuencia a los matematicos es cons-
truir un modelo matematico, no se puede pensar en situaciones tan distintas para construir
un modelo matemadtico; pero para resolver este problema no siempre es sencillo hacerlo
y en los casos donde no son capaces de encontrar una solucion; es aqui cuando toma la
importancia el presente trabajo de investigacion

Consideremos un modelo polinomial f : R" — R™, la funcién f satisface f(A;) = A;11;
es decir, envia a cada fila de datos(excepto el ultimo) a la fila siguiente. La eleccion mds
natural de estas funciones deseadas seria, polinomiales por su simplicidad de célculo; se
centra en series de tiempo sobre anillo conmutativo X de ndmeros reales, los datos de

series de tiempo no tienen filas identicas y m < n.



Es asi, para realizar una mejor exposicion sobre modelos polinomiales y modelos radica-
les de series de tiempo aplicando transformaciones lineales se ha dividido por medio de
un marco tedrico, resultados y discusion.

En el marco tedrico, se cita las bases tedricas de caracter general como: espacio vectorial
R™, matrices, introduccion a las series de tiempo, anillos, transformaciones lineales, in-
versa generalizada de matrices, transformaciones lineales inversibles en series de tiempo.
Toda esta teoria es necesaria para el desarrollo y la comprension de resultados y discu-
sion.

Se introduce transformaciones lineales inversibles para simplificar el proceso de cons-
truccion de modelos polinomiales y modelos radicales. La reduccion de la transformacion
lineal simplifica enormemente los algoritmos y permite mostrar, desde un punto de vista
algebraico lineal, que muchas series de tiempo tienen modelos lineales y modelos radica-
les.

En el resultado y discusion, se prueba que una serie tiempo tiene modelos lineales si la
forma de columna triangular reducida de la matriz asociada es diagonal, en particular, si
la matriz asociada es de rango completo. Mds aun se ilustra un método constructivo para
construir modelos lineales para una serie de tiempo; esto después de la reduccién de la co-
lumna. Se discute una clase de serie de tiempo cuya matriz asociada no es diagonalizable
a la izquierda, pero la forma de columna escalonada reducida es de cierto tipo especial.
Se desarrolla métodos para construir modelos radicales, se introduce métodos de cons-

truccion de modelos lineales cuyos componentes son combinaciones lineales del r-ésimo



radical de polinomios homogéneos de grado r para algin entero positivo r. Tales modelos
se obtiene por la busqueda de modelos lineales de una serie de tiempo relevante, cuyos
elementos son ciertas potencias de la matriz original.

Se cita algunas aplicaciones de los teoremas y se investiga ejemplos de series de tiempo
en diversos casos.

Los objetivos especificos son:

Analizar los fundamentos tedricos de series de tiempo

Analizar y aplicar la teoria de polinomios

Analizar y aplicar la teoria de radicacion

Construir la representacion del modelo polinomial de series de tiempo

Construir la representacion del modelo radical de series de tiempo

Durante todo el proceso de elaboracién de la tesis se ha consultado a diversas fuentes de
informacion tales como: libros, documentos impresos, etc.; asi como también a personas
conocedoras del tema de nuestra Universidad y de otras Universidades; se ha hecho una
investigacion documental fundamentando, especificando e interpretando la informacion

que se ha obtenido.



1. MARCO TEORICO

1.1 ANTECEDENTES
Jer6nimo y Sabia (2007), en su articulo: “Ecuaciones Polinomiales: una aproxima-
cion algoritmica” presentada a la Universidad de Buenos Aires-Argentina, llega a

las siguientes conclusiones:

= Este tipo de ecuaciones se ha resuelto mediante el método de Gauss, que con-

siste en triangular la matriz del sistema.

= Con el software straight-line programs se ha podido calcular el valor del poli-

nomio en cualquier punto.

Quifionez y Gémez (1986), en su articulo “Modelo Polinomial para Crecimiento
Individual de Larvas de la Anchoveta Nortefia, Engraulis Mordax”, presentada a la

Universidad Ciencias Marinas-México, llega a las siguientes conclusiones:

= El modelo se ajusta los datos de crecimiento diario de larvas de la anchoveta
E. mordax mantenidas en diferentes combinaciones de alimentacion en con-

diciones controladas de laboratorio.

= Cuando se presenta un periodo critico, éste se inicia alrededor del cuarto dia 'y
termina durante el sexto dia, posterior a la eclosion para iniciar el crecimiento
acelerado. En forma similar, en los casos en que no se observa evidencia de
periodo critico, es a partir del sexto dia en que la larva esta en condiciones de

aprovechar el alimento disponsible e iniciar el crecimiento vigoroso.



Li (2005), en su articulo “Un Enfoque Algebraico para la construccién de Poli-
nomios interpolantes” presentada a la Universidad Montclair-USA, llega a las si-

guientes conclusiones:

= La construccidn de polinomios de interpolacion (multivariables), se utiliza las
técnicas de base de Grobner. El conocido algoritmo Buchberger-Moller se
aplica en el cdlculo. Ademas, este método algebraico se puede utilizar pa-
ra construir todos los modelos polinomiales de una serie de tiempo discreta,
utilizando repetidamente el mismo algoritmo o aquellos con grados totales

pequenos.



1.2 EL ESPACIO VECTORIAL R"

1.2.1 Definicién.- Segin Lages (2004), sea “n” un nimero natural. El espacio eu-
clidiano n-dimensional R" es el producto cartesiano de “n” factores igua-
lesa R: R" = R x R x ... x R. Por lo tanto sus elementos; por lo tan-
to, son las secuencias (o listas) de “n” términos reales x = (z1, Tg, ..., Tp).
Para cada i = 1,2, ...,n, el término x; se llama la i-ésima coordenada de
X. Si x = (21,29, ...,7,) €Y = (Y1, Y2, ..., Yn ), tenemos x =y si, y solo si,
ry = Y,...,T, = Y,. Por lo tanto; toda igualdad entre dos elementos de R"
es igual a n igualdades entre nimeros reales. R; = R es el conjunto de nime-
ros reales, R? es el modelo de plano numérico y R? es el modelo de espacio
euclidiano tridimensional. Para simplificar, adoptaremos el hédbito de escribir
z=(x,y)enlugarde x = (z1,72) y W= (X, Y, z) en lugar de x = (71, x2, T3).
Los elementos de R™ a veces se denomina puntos y a veces vectores. Este
segundo nombre se aplica principalmente al considerar entre ellos las ope-
raciones, que definiremos mas adelante. El vector 0 = (0, O, ..., 0), cuyas
coordenadas son todas nulas, se denomina el origen de R". Para todo x =
(z1,x9, ..., x,), €l vector —x = (—xz1,—29,...,—T,) se llama opuesto o x
simétrico. Los vectores e; = (1,0, ...,0),es = (0, 1,0,...,0), ... e, = (0, ..., 1),
que tienen un solo las coordenadas distintas de cero, igual a 1, constituyen

la base canénica de R". La igualdad x = (x1, 29, ...,x,) significa que x =

1.1+ ... + Tp.En



1.2.2 Definicion.- Sean (x4, z, ..., x,) € (Y1, Y2, .., Yn) dos elementos de R™ y sea
a € R. Se define la suma y el producto por escalares en R" de la forma
siguiente:

(1,22, ooy Tn) + (Y1, Y2y s Un) = (T1 + Y1, T2 + Y2, ooy Ty + Yn),

a(xy, Ta,y oy ) = (@1, Qg ..., Ly,).

Luego para simplificar escribiremos (1, T2, ..., Tn) = T € (Y1, Y2, -y Yn) = Y-
Los elementos del espacio vectorial de R" se llaman vectores, y los del cuerpo
R se llama escalares.

propiedades

Se verifican las siguientes propiedades:

1) La sumaen R" es conmutativa: v +y =y + x, Vo,y € R”

2) Lasumaen R" es asociativa: (z +y) + 2z =z + (y + 2), Vz,y,z € R”

3) Lan-upla 0 = (0,0, ...,0) es el elemento neutro para la suma:
r+0=2 VzeR" y 0e€R"”

4) Para todo elemento de R"”, no nulo, tiene un elemento opuesto: Vx &
R*" 3—zeR"/z+(—x)=0

5) El producto por escalares en R" es seudoasociativo: a(fSz) = (af)z, Vo, B €
R, Vx € R"

6) El producto por escalares en R" es distributivo respecto de la suma de

escalares: (a + )z = ax + pzx, Vo, € R, Vo € R

7) El producto por escalares en R™ es distributivo respecto de la suma en



R™: a(z+y) = ax + ay, YVa € R, Vz,y € R”

1.2.3 Funciones vectoriales de una variable real

Segun Haaser, La Salle y Sullivan (1995) antes de discutir las funciones vec-
toriales, se repasa brevemente la nocioén bésica de la funcién. Una funcién f
es una correspondencia de un conjunto A en un conjunto B tal que a cada
elemento de A corresponde un y sélo un elemento de B. En las funciones dis-
cutidas en la primera parte del calculo, A y B son conjuntos de nimeros reales;
tales funciones se llaman funciones reales de una variable real. Sin embargo,
la nocién bésica de la funcidn no establece restriccion alguna sobre el cardcter
de los objetos que comprenden los conjuntos A y B. En este capitulo nos ocu-
paremos de las funciones en que A es un conjunto de los nimeros reales y B
es un conjunto de vectores o puntos.

El conjunto A se llama el dominio de la funcion y el conjunto de elementos de
B que se corresponden con elemento de A se llama el rango de la funcién. Si
la funcidn se denota por f; entonces su dominio y su rango se denota por Dy
Ry respectivamente. Ademds, f(x) denota el elemento de 12y que corresponde
al elemento x de Dy; a f(z) se llama valor de f en x. En general, una funcion
se especifica dando su dominio y una regla de correspondencia; es decir, una
descripcion para determinar f(x) para cada x € Dy.

Una funcién vectorial de una variable real es una funcién cuyo dominio es un

conjunto de nimeros reales y cuyo rango es un conjunto de vectores o puntos



1.2.4

1.2.5

de R™. Denotamos tales funciones por letras f, g, etc.

Funciones reales de varias variables

Segtin Haaser, La Salle y Sullivan (1995) una funcién real de f de un vector es
una correspondencia de un conjunto A de vectores a un conjunto B de nime-
ros reales; tal que, para cada acA existe un y s6lo un elemento f(a)eB que
denominamos su correspondiente.

A si pues, un tal funcién puede considerarse como una transformacién del
conjunto A en R" sobre un conjunto de nimeros reales. Sugiere esto una ter-

minologia conveniente para estas funciones: funciones de R en R

Funcion vectorial de varias variables

Segun Haaser, La Salle y Sullivan (1995) una funcién vectorial f de un vector
es una correspondencia desde un conjunto A de vectores a un conjunto B de
vectores tal que para cada vector ac A hay un y solo un vector correspondiente
f(a)€B; es decir, es una transformacion del conjunto A en el conjunto B. Si A
es un conjunto en R" y B es un conjunto en R, entonces decimos que f es
una funcién de R™ en R™.

En general, si f es una funcién de R™ en R™, entonces escribimos

f = (f1, f2,..., fm) donde la funcién componente fr(k = 1,2,...,m) es la
funcién de R™ en R con dominio Dy y regla de correspondencia: fi(z) es la
k-ésimo componente del vector f(x). Vemos que, como en el caso de funciones

de R en R", el cdlculo de funciones de R” en R™ puede expresarse en términos



de las funciones componentes que en este caso son funciones de R" en R.

1.3 MATRICES

10

1.3.1 Definicién.- Segin Arce, Castillo y Gonzéles (2003) sean m y n enteros posi-

1.3.2

tivos. Una matriz es un arreglo rectangular en m filas y n columnas de nimeros

reales:
a1
21
A=
Qi1
am1

se llama matriz de orden (o tamaio) m X n sobre R.

En forma abreviada se escribe A = [a;;],x, donde a;; denota la entrada de

a12

22

Qm2

alj

a/2j

amj

Q1n

A2p

Qin

amn

A en la filaiy la columna j. El conjunto de las matrices de orden m X n con

entradas reales se denota con M(m, n, R). En el caso de matrices cuadradas;

es decir, con igual nimero de filas y columnas, se usa la notacion M(n, R) y

se dice que son de orden n.

Definicion.- Sea A € R una matriz cuyas filas son fi, fo, -, f,. Se llama

transformacion elemental por fila a tres tipos de operaciones que denotamos

por fij, fi(A)y fi(A) para significar.
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1) f;;A : Intercambio de dos filas de A
2) fi(A\)A : La multiplicacion de una fila ¢ de A por un escalar A # 0
3) f}()\)A : La multiplicacion de la fila j de A por un escalar A\ # 0y
sumando luego la fila f;. Esta operacion se representa por el vector fila
Afj+ fi
1.3.3 Definicion.- Segin Hoffman y Kunze (1971) una matriz m x n de A se deno-
mina matriz escalonada reducida en filas si:
1) A sereduce en filas
2) Cada fila de A que tiene todo sus entradas O aparece debajo de cada fila
que tiene una entrada distinta de cero
3) Silasfilas 1,2, ..., r son las filas distintas de cero de A, y si la entrada prin-
cipal distinta de cero de la fila i aparece en la columna k;, 2 = 1,2, ..., 7,
entonces k1 < ky < ... < k,
También se puede describir una matriz de escalén reducida de filas de m x n
de A de la siguiente manera. O cada entrada en A es 0, o existe un entero
positivor, 1 < r < m y r un entero positivo ki, ks, ..., k. con1 < k; <ny
1) Ajj =0parai >r,y A;; =0sij <k
2) Ajpi =05, 1 <i<r,1<j5<r
) ki<ky<.. <k,
Ejemplo 1

La matriz escalonada reducida por columna



12

0000 i T
10 0 M 7

1 000 100
01 0

400 0] ’ 010
00 1

1100 0 01
2 3 -2 B }

2500 ) -

1.3.4 Definicion.- El rango r(A) de una matriz A se define como el nimero maximo
de filas # 0 que contiene esta matriz llevada a su forma escalonada.
Notacion
A = [ai;]

denotamos r(A) = p , para indicar el rango de la matriz A

propiedades
1 0<r(A) <min(m,n)
2) r(A") =r(A)
3) Si A= a;]

entonces r(A) <n< | A|=0

mXn
4) Si A es una matriz cuadrada, no nula, de orden m X n, entonces: 0 <

r(A) <n

1.4 INTRODUCCION A LAS SERIES DE TIEMPO

1.4.1 Definicion.- Segin Gonzales (2009) una serie de tiempo es la representacion
de un sistema, justamente, a través del tiempo; que consiste en hacer una me-
dicion del sistema en cierto momento y retomarlo después para volverlo a

medir y ver como cambia.
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1.4.2 Definicion.- Segin Garcia (2005) una serie de tiempo es una secuencia de m
observaciones(datos) ordenados y equidistantes cronolégicamente sobre una
caracteristica(serie univariante o escalar) o sobre varias caracteristicas(serie
multivariante o vectorial) de una unidad observable en los diferentes momen-

tos. El proposito de una serie de tiempo es:

1. Elaborar un modelo estadistico que describa adecuadamente la proceden-
cia de dicha serie; de manera que, las implicaciones tedricas del modelo
que resulten compatibles con las pautas muestrales observadas en la se-
rie de tiempo. Después a partir de la serie de tiempo considerada puede

utilizarse para:

a) Describir la evolucion observada de dicha serie, asi como las relacio-
nes contemporaneas y dindmicas entre sus componentes(en el caso de

las series multivariantes).
b) Prever la evolucion futura de dicha serie.
¢) Contrastar (presentar evidencias empiricas en favor o en contra de)
alguna teoria sobre las caracteristicas o variables a las que se refieren
los componentes de dicha serie.
2. Su andlisis para hacer prondstico y el conocimiento de su patrén de com-
portamiento, para prever la evolucidn futura, siempre, bajo el supuesto de

que las condiciones no cambiardn respecto a las actuales y pasados.



Ejemplo 1
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1) Econdmica(ventas de una empresa, consumo de cierto producto, evolucion

de los tipos de interés, etc.)

2) Fisica(evolucion del caudal de un rio, de la temperatura de una region, etc.)

3) Social(niimero de habitantes de un pais, nimero de alumnos matriculados

en ciertos estudios, votos a un partido, etc.)

1.4.3 Representaciones matematicas frecuentes de series

univariantes

de tiempo

Sean vy, Yo, .oy Y (Ye)7qs (yr 1 t = 1,2, ...,m), donde y, es la observacion de

la serie y m es el nimero de observaciones de que consta la serie completa (el

tamano o la longitud de la serie). Las m observaciones y1, yo, ..., Y, pueden

recogerse en un vector columna.

n

Yo

Ym

L 4 mx1

1.4.4 Representaciones matematicas frecuentes de series

multivariantes

Sean Y, Y2, s Ym ’(yt):‘:il’ (yt = 17 27 "'7m)’ donde Yy =

de tiempo
n
Y2
esla
Ym
L 4 mx1
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observacion de la serie y m es el nimero de observaciones de que consta la

serie completa. La m observaciones 1, o, ..., ¥, pueden recogerse en una

matriz
yl1 Yii Y12 0 Yin
3/2 Y21 Y22 - Yo
Y = =
y;n Yml Ym2 - Ymn
L - L 4 mXn

donde y; es la observacion sobre la caracteristica o variable, donde

I<j<n.
1.4.5 Descomposicion (analisis clasico)

1.4.5.1 Tendencia secular(7;)
Definicion.- Es la componente general de la serie y puede considerarse
como el movimiento global de la serie a largo plazo. Suele obtenerse o
describirse mediante ajuste a una funcién matematica o por medios mévi-
les o alisamiento exponencial.

1.4.5.2 Variaciones estacionales(S;)
Definicion.- Representa un movimiento periddico que se producen en for-
ma similar cada afio por la misma €poca, en correlacion con los meses o
con las estaciones de afo y a un con determinadas fechas. Si los sucesos

no se repiten en el aio, los datos deben recolectarse trimestral, mensual o
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anualmente.

1.4.5.3 Variaciones clasicas(C})
Definicion.- Son las oscilaciones periddicas que se producen con una fre-
cuencia superior a un afo suelen deberse a la alternancia de etapas de

prosperidad econdmica(crestas) con etapas de depresion(valles)

1.4.5.4 Variaciones erraticas(LZ};)
Definicion.- Irregularidad o residual que recogeria la variabilidad en el

comportamiento de la serie que se debe a pequefios causas impredecibles.
1.4.6 Métodos de suavecimiento y pronéstico

1.4.6.1 Ajuste analitico o matematico(método de minimos cuadrados)

1.4.6.1.1 Recta de minimos cuadrados
Definicion.- Consiste en trazar una recta, donde la suma de las dife-
rencias al cuadrado de los puntos respecto a la recta es minima. La

recta seria una expresion:
y=a+bx

donde se deben determinar los coeficientes de a y b.

Consiste en crear y resolver el siguiente sistema de ecuacion:
n o 2x; a 2y

Y, Ma? b Yxy;

Entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

na + Xx;.b = Xy; (D)
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1.4.6.1.2 Parabola de minimos cuadrados
Definicion.-Consiste en trazar una parabola, donde la suma de las
diferencias al cuadrado de los puntos respecto a la funcién es minima.

La parédbola sera una expresion
y=a+br + cx?

Hay que determinar los coeficientes de a, by c.

Consiste en crear y resolver el siguiente sistema de ecuaciones:

n Yz, Xa? a 2y
Yr; Y2 Yad b | = | Yz
Yr? Ya? Yz c Yaty;

Entonces tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

n.a+ Xx;.b + Zx?.c = 2; 3
Yai.a+ Yr2.b+ Yad.c = Sy 4)
Ya?.a+ Yws.b+ Sx.c = Yaly; (%)

1.4.6.2 Medias moéviles
Definicion.- Se basa en la suavizacion de la serie mediante el calculo de
sucesivas medias de un grupo de valores. Se denomina media mévil de
longitud p+ ¢+ 1 a la media aritmética de los p valores anteriores, el valor

del periodo considerado y los ¢ valores posteriores de las observaciones
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de la serie
( 14p y
p+q+1) J

v j;q pt+qg+1

1.4.6.3 Alisamiento exponencial
Definicion.- En este caso se parte de un modelo que supone que los va-
lores de la serie pueden “predecirse” en funcién de los valores (reales)
anteriores de forma que, para cualquier periodo.
Uer1 = Ut + a(y — ,), y: valores reales, 3: valores de prediccion
De esta forma pre estableciendo una primera prediccion para el primer
periodo ¥, tendremos: y, = Y,
Yo =y +a(yr — 1) = ayi(l — o)y,

U3 = ays +a(l — )y, + (1 — )7,

U, = ayi+a(l-)g,_+a(l—a)®y o+ +a(l—a) g +(1-a)'7,
Este método implica dos problemas; la eleccion de que puede resolver por
tanteo, eligiendo el valor que minimice los errores de prevision y la elec-

cion de la primera prevision y;.

1.5 ANILLOS

1.5.1 Definiciéon.- Segin Fraleigh (1982) un anillo X es un conjunto no vacio en
donde estan definidas un par de operaciones llamadas suma y producto, las
cudles denotamos por + y - respectivamente.

Estas operaciones satisfacen cada una de las propiedades siguientes:
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1) Va,beX,setienequea+ by a-bestdnen X

2) Va,byceX, setiene que a + (b+ ¢)=(a + b) + cestinen X

3) J!'unelemento 0 en X, el cual llamaremos cero, tal que a+0 = 0+a = a,
Va €X

4) Vaen X, 3! otro elemento en X, no nulo, denotado por —a, el cuél llama-
mos el opuesto de a y que verificaa + (—a) = —a+a =0

5) Va,benXsetienea+b=>b+a

6) Va,bycenXsesatisfacea- (b-c)=(a-b)-c

7) Ya,bycenXsesatisfacea-(b+c) =a-b+a-cy (a+b)-c=a-c+b-c.

1.5.2 Anillo conmutativo
Definicion.- Sea X un anillo. Si Va y b en X se tiene a - b = b - a entonces se

dice que X es un anillo conmutativo.

1.5.3 Anillo con unitario
Definicion.- Un anillo X, se dice que es un anillo con unitario si X contiene al
elemento identidad multiplicativo, es decir :
l-a=a-1=aVaeX
1.5.4 Unidad en un anillo
Definicion.- Sea X un anillo con unitario, un elemento « €X es una unidad en

X si tiene inverso multiplicativo en el anillo X, es decir:
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1.5.6

1.5.7

1.5.8

1.59
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Anillo con division
Definicion.- Un anillo X, se dice que es con division, si todos sus elementos

diferentes o no nulos son unidades.

Campo

Definicion.- Sea X un anillo conmutativo y con divisién. Un anillo X conmu-
tativo donde todos sus elementos diferentes de cero son unidades entonces se
dice que es un campo.

Monomio

Definicion.- Un monomio en R[z1, 23, ..., z,,] es un producto z* = z{*x§?...20"

para un vector a = (ay, ag, ...,a,) € Z*
Polinomios en una indeterminada
Definicion.- Sea X un anillo. Un polinomio f(x) con coeficientes en R es una

suma formal infinita
YPoaixt = ag + a1T + asx® 4+ ...+ apx" + ...

donde a; € Ry a; =0 V, excepto un nimero finito de valores de i.
Las a; son los coeficientes de f(x). Si para algin ¢ > 0 es cierto que a; # 0,
el mayor de dichos valores de i es el grado de f(x). De no existir dicha i # 0,

entonces f(x) es de grado cero.

Operaciones de polinomios

1.5.9.1 Definicion.- La suma y multiplicacion de los polinomios con coeficientes
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en un anillo X estdn definidas de la manera siguiente:
f(x) =ap+ a1r + agz® + ... + a,z" + ...
g(z) = by + byx + box® + ... + bz + ...
entonces para el polinomio suma, tenemos
f(@) +g(x) =co+ a1z + cox® + ... + cpz™ + ...
donde ¢,, = a,, + b,
para el polinomio multiplicacién, tenemos
f(2)g(x) = do + dix + do® + ... + dpa™ + ...
donde d,, = X ja;b,_1.
1.5.9.2 Teorema
El conjunto X[x] de todos los polinomios en una indeterminada x con
coeficientes en un anillo X, es un anillo bajo la suma y multiplicacién
polinomial. Si X es conmutativo, entonces lo es, X[x] y si X tiene unitario

1; entonces también es un unitario en X[Xx].

1.5.10 Anillos de polinomios
Definicion.- Sea F un campo. Se llama anillo de polinomios sobre F en la in-
determinada x, y representaremos por [F|x], al conjunto de todos los simbolos
ap + a1z + axx® + ... + a,2™, donde n puede ser cualquier entero no nega-
tivo y donde los coeficientes ag, a1, as, ..., a, estan todos en F. Para un anillo
debemos ser capaces de reconocer cuando dos de sus elementos son iguales y

saber como sumarlos y multiplicarlos de la forma que los axiomas definitorios
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de un anillo se verifiquen en [F|x].

1.5.11 Anillos de polinomios sobre anillos conmutativos
Definicion.- Sea X un anillo conmutativo con elemento unitario. Por el anillo
de polinomios en x sobre X, X[x], se entiende el conjunto de todos los simbo-
los formales ag + a2 +asx? + ... +a,2", donde ag, a;, as, ..., a, estinen R, y
donde la igualdad, la adicion y la multiplicacion se define en X[x], es un anillo
conmutativo con elemento unitario. Definimos ahora el anillo de polinomios
en las n variables xq,xs, ..., z,, sobre X, X[z, o, ..., x|, como sigue: Sea
X; = X|[z1], Xo = Xi[z2], el anillo de polinomios en x5 sobre X, ..., X,, =
Xn-1]zn)- A X, se le llama anillo de polinomios en z1, xs, ....., x, sobre X.
Sus elementos son de la forma Ya;,;, ;, 2} 2} ....z", con la igualdad y la adi-
cion definidas por los coeficientes y la multiplicacidn por el uso de la ley distri-

butiva y la regla de exponentes (x 22 ) (¢ 22 xin) = T g2 F92 | gintin,
1.6 TRANSFORMACIONES LINEALES

1.6.1 Definicion.- Segiin Hoffman y Kunze (1971) sean V y W espacios vectoriales
sobre el campo F. Una transformacion lineal de V a W es una funcién T de V

a W tal que:
T(ca+ ) =cT(a)+T(B)

Para todo oy S en V y todo los escalares c en F
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1.6.2 Transformaciones lineales inversibles

1.6.3

Definicion.- Segin Arce, Castillo y Gonzéles (2003) sea TeL(V, W). T se
llama invertible, si existe una transformacién lineal 7-::W—V tal que T -
T-!' = Iy yT™'-T = I, donde Iy e Iy son las identidades de V y W

respectivamente.

Representacion de transformaciones lineales por matrices

Definicion.- Segin Hoffman y Kunze (1971) sea V un espacio vectorial n-
dimensional sobre el campo F y sea W un espacio vectorial m-dimensional so-
bre F. Sea 3 = (a1, o, ..., ,) una base ordenada para Vy 5 = (81, fs, ..., Bn)
una base ordenada para W. Si T es cualquier transformacion lineal de V a W;
entonces T estd determinada por su accion sobre los vectores «;. Cada uno
de los n-vectores Toy; es expresable de forma unica como una combinacion

lineal.

de los 3; los escalares Ay, Asj, ..., A, siendo las coordenadas T'c; en la base
ordenada ﬁ/. En consecuencia, la transformacion T estd determinada por los
mn escalares A;; a través de las formulas. La matriz A de m x n definida por
A(i,j) = A;; se llama matriz de T en relacién con el par de bases ordenadas
de B en /3. La tarea inmediata es comprender explicitamente cémo la matriz
A determina la transformacion lineal T.

Sia =01, 29009, ..., Ty, €8 UN Vector en V, entonces
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Ta="T(X}_7;a )
=37 2;(Tay)
Y x N x5 Ay B
= X2 (S 25 Aix5) B
si X es la matriz de coordenadas de « en la base ordenada [3, entonces el
célculo anterior muestra que AX es la matriz de coordenadas del vector T«
en la base ordenada /', por que el escalar
S Agy;)
es la entrada en la i-ésima fila de la matriz de columnas AX. Observemos
también que si A es cualquier matriz m X n sobre el campo F, entonces
T (i ymjay) = By (B Aiya;) Big

define una transformacion lineal T de V en W, cuya matriz es A, en relacion

con 3, B

1.7 INVERSA GENERALIZADA DE MATRICES

1.7.1 Inversa generalizada de una matriz
Segun Marmolejo y Villegas (2001) la inversa generalizada de una matriz es
una herramienta de gran utilidad en los cursos de modelos lineales.
Antes de dar la definicion de inversa generalizada de una matriz, sean los

teoremas siguientes.
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1.7.1.1 Teorema
Si A es una matriz m X n de rango r > 0, entonces existen matrices in-

vertibles Py () tales que PAQ) es igual a:

I, 0O
1. sir<nyr<m.
0 0
I,
2 sir=n<m.
0

3. {_]T 0 ]sir:m<n.

4. I, sir=m=n.

DEMOSTRACION

Se demuestra tnicamente (1). Si R es la forma escalonada reducida de
A, entonces R = PA, P es un producto de matrices elementales. Las

ultimas m — r filas de 12 son nulas y R tiene la estructura siguiente:

0 -+ 01 ap -+ 0 ay -+ ayr 0 aym
0 - 00 0 - 1 ay - ayr 0 aymw
0 -~ 00 0 -0 0 - 0 1 agm
o - 00 0 --- 0 0 0 0 O

Ahora bien, efectuando las operaciones elementales sobre las columnas

de la matriz R podemos obtener
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F—
0 O

Asi que F' = RQ), donde () es un producto de matrices elementales(por

columnas). Por lo tanto; F' = RQ) = PAQ), donde P y () son matrices

invertibles.
Ejemplo 1
Se considera la matriz i i
12 1 3
A=1-1 20 -2
2 4 2 6

claramente las dos primeras filas son linealmente independientes, y la
tercera es un multiplo escalar de la primera fila de A. Por lo tanto, el
nimero maximo de filas linealmente independientes de A es 2; o sea, A

tiene rango 2. Por el teorema anterior existen matrices invertibles Py ()

tales que
1 000
I, 0
PAQ = =10 100
0 0
0000

Se procede ahora a calcular las matrices invertibles P y () siguiendo las
pautas de la demostracion del teorema anterior.
PASO I: Se encuentra una matriz invertible P tal que PA = R, donde R

es la forma escalonada reducida de A.



~ 0 0

0

1

1

0000 |

—2

0 1
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PASO II: Se encuentra una matriz invertible ) tal que R() = F', donde
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Luego las matrices invertibles
r . 1 0 -2 -2
1 -1 0
00 1 O
P=11 1 0]y @=
01 0 -1
-2 0 1
- } 00 0 1
son tales que: ) )
1 000
I, 0
PAQ = =10 100
0 0
0000

1.7.1.2 Teorema

Si A es una matriz de m x n de rango r > 0, entonces existen matrices

Binsr ¥ Crsn, tales que A = B.C.
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DEMOSTRACION

Se considera distintas posibilidades para rango de la matriz A, p (A) = r.
1. Sir =m,entonces A = B.C,donde B=1,yC=A
2. Sir =mn,entonces A = B.C,donde B=Ay(C = I,
3. Sir <nyr < m,entonces por el teorema teorem 1.7.1.1(1) existen

matrices invertibles Py () tales que:

I, 0
PAQ =
0 0
De aqui que:

I, 0

A = Pfl Qfl
0 0
I, 0

= P [1} O]Q_l

0 0
- BC, )

Donde B € M,,x, y C € M,y, son las matrices de rango r, dadas

por

El teorema queda entonces demostrado.
Una forma de calcular las matrices B y C que aparecen en el teorema
anterior, en el caso en que r < n 'y r < m, tal como aparece en la demos-

tracion, es calculando primero las matrices invertibles Py () tales que:
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Para el caso en que la matriz A no sea de rango fila completo, existe
una demostracion alternativa, la cual presentamos a continuacion. Esta
demostracion nos facilitard un algoritmo mas econdémico para calcular
matrices By (' adecuadas.

OTRA PRUEBA DEL TEOREMA ANTERIOR PARA r < m. Suponga
que A es una matriz de rango r < m. Sea P una matriz invertible de
orden m tal que PA = R, donde R es la forma escalonada reducida de

A. Puesto que r < m, R tiene la estructura siguiente:

R = )
0

Donde C es una matriz r X n de rango r . Ahora, se escribe P~! particio-

nada adecuadamente

Pi=| s o
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donde B es una matriz m X r de rango r y ademads,

A = PR
C
- [e 0]
0
= BC

Se presenta a continuacion, un método basado en esta demostracion para
calcular matrices By C, de rango r, tales que A = BC.

Algoritmo. Considere una matriz A de tamafio m x n
PASO 1

Forme la matriz [ Apsn | I }

PASO II

Efectie operaciones elementales en las filas de A hasta obtener su
forma escalonada reducida, y en las columnas de /,,, siguiendo las

siguientes pautas:

a) Si se intercambian las filas 7 y 5 de A; entonces intercambie las

columnas ¢y j de [,,.

b) Si se multiplica la i-ésima fila de A por el nimero o # 0, entonces

se multiplica la i-ésima columna de I,,, por el niimero o~ ..

c) Si a la j-ésima fila de A se le suma « veces la i-ésima fila de
A(a # 0), entonces a la i-ésima columna de /,, se le suma (—a)

veces la j-ésima columna de /,,,.
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Al final de este paso se obtiene la matriz [ R | P! ]

PASO II1
B=[ Primeras r columnas de P~! ]

C=[ Primeras r filas de R]

Ejemplo 1. Sea la matriz

1 2 1 3
A=| -1 —2 0 -2
2 4 2 6

tiene rango 2. Por lo tanto existe, por lo tanto matrices Bsyo y Cayy de
rango 2 tales que A = BC. Se calcula matrices B y C' siguiendo los paso

indicados anteriormente.

{A|J3]= ~1 -2 0 =2 | 010

a0

Asfi, tomando las primeras 2 columnas de Ry las 2 primeras filas de P!

obtenemos respectivamente las matrices
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1 1
1 20 2
B=1_-10] vy C=
0011
2 2
las cuales tienen rar_lgo 2y son tales que:
1 1
1 20 2
BC = | -1 0
0011
2 2
1 2 1 3
= | -1 20 —2|=4
2 4 2 6

1.7.1.3 Definicion (Inverza generalizada o pseudoinversa)

Sea A,,«, una matriz. Si M,,«,, €s una matriz tal que:
1. AM es una matriz simétrica

2. M A es una matriz simétrica

3. AMA=A

4. MAM =M

entonces se dice que M es una inversa generalizada(pseudoinversa) de A,

o simplemente que M es una g-inversa de A.
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3 =7
Ejemplo 1. Se verifica que la matriz M = o2 1 es una g-
3 4
1 1 2
inversa de la matriz A = . En efecto,
-1 0 1
1 11 0
1. AM = I = I, es una matriz simétrica
0 11
10 3 -1
1 S
2. MA = | 3 2 3 |esuma matriz simétrica
-1 3 10
3. AMA=1,A=A.
10 3 -1 3 =7 3 =7
4. MAM = 1 _ ! =M
-1 3 10 3 4 3 4
Observacion ) - ] ) ]

1. Si A es invertible, entonces la matriz A~! es una g-inversa de A.
2. Si A = 0,,,xn, entonces la matriz M = 0,,,, €s una g-inversa de A

1.7.1.4 Teorema (existencia de g-inversa)

Toda matriz A de m X n tiene una inversa generalizada.
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DEMOSTRACION.
De acuerdo con la observacidon anterior, la demostracion es trivial en el
caso en que A = 0. Supongamos ahora que A # 0 tiene rango r > 0. Por
el teorema 1.7.1.2, existen matrices B de tamafo m x r y C' de tamafio
r X n, ambas de rango r tales que A = BC.
Puesto que By C tiene rango r, las matrices BT By CC” son invertibles.
Se considera ahora la matriz

M =CcT(Cct)y~Y(BTB)'BT
y se verifica que M es una g-inversa de A. Es decir, verifiquemos que las
condiciones de la definiciéon de inversa generalizada o pseudoinversa se
satisfacen. En efecto:

Las matrices AM y M A son simétricas puesto que

AM = BCCT(CCT)"Y(BTB)"'BT = B(BTB)~'B”

MA=CcT(cch)y~Y(BTB)"'BTBC = cT(ccT)~'C
De otro lado, AMA = B(BTB)"'BTBC = BC = A,y
MAM = cT(cch)y~tcct(cct) -1 (BTB)~'BT
=CcT(cct)y~Y(BTB)™'BT = M.
Es decir, AMA = Ay MAM = A, pot lo tanto, M es una g-inversa de

A.
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Teorema (Unicidad de la g—inversa)

Toda matriz A tiene una tGnica g—inversa.

DEMOSTRACION:

Supongamos que M; y M, son dos g—inversas de una matriz A. Utilizan-
do la definicion de g-inversa de una matriz se obtiene la cadena siguiente
de igualdades:

AM, = (AMA) My = (AM;)(AM,)

= (AMl)t(AMz)t = ((AMQ)(AMﬂ)t

= ((AMzA)My)" = (AMy)" = AM,

De aqui que AMy; = AM,;. En forma andloga se obtiene que MyA =
M; A. Por lo tanto

My = M1AM, = (M1 A)M, = (MyA)My = My(AM,) = My(AM;) =
MyAMsy = M,

Observacion

En lo sucesivo, la g-inversa de una matriz se denota con el signo + co-
mo exponente. Por ejemplo, por A*, BT denotardn respectivamente las

inversas generalizadas de las matrices Ay B.

Teorema (Propiedades de la g-inversa)

Para cualquier matriz A tiene que:
a. (ANHt =4

b. (aA)* = a1 AT, para todo escalar o # 0
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c. (AT)F = (A"

d. (AAT)t = (AT)T AT

e. (ATA)Y = AH(AT)*T
DEMOSTRACION
Por el teorema anterior, toda matriz tiene una tnica g-inversa. S6lo resta
verificar en cada caso, que se satisfacen las condiciones de la definicién
inversa generalizada o pseudoinversa. Se hace la demostracion solo para
el inciso (e), para ello, supondremos vélidas las afirmaciones (a)-(d) y
aplicaremos las propiedades de la definicién de inversa generalizada o

pseudoinversa
1. La matriz M = AT(AT)" satisface la igualdad (ATA)M = ATAy

por lo tanto, la matriz (AT A)(AT(AT)T) es simétrica. En efecto:

(ATAM = (ATA)(AT(AT)T)
= AT(AAT) (AT
_AT(AATY (AT
= (ATAATANT

= (ATA)T = ATA

2. La matriz M = AT (AT)™T satisface la igualdad M(ATA) = ATAy
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por lo tanto, la matriz (AT (AT)T)(AT A) es simétrica. En efecto:
M(ATA) = (AT(AT)")(ATA)
= AT(ANHT(ATA)
— AT(AAT)TA
= ATAATA=ATA

3. La matriz M = AT(AT)* satisface la igualdad (AT A)M(ATA) =
AT A,
(ATA)M(ATA) = (ATA)(AT(AT)T)(ATA)
— (ATA)(ATA) = (ATA)TATA

= (A(ATA)TA = (AATA)TA = ATA

4. Lamatriz M = AT (AT)T satisface la igualdad M (AT A)M = M. En

efecto
M(ATA)M =M = (AT(A")*)(ATA)(AT(AT)T)
= (ATA)(AT(AN)T)
— (A+AA+)T(AT>+
— A+(AT>+
Observacion

No siempre es cierto que (AB)T = Bt A™. Para mostrar este hecho se
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considera el siguiente ejemplo.

1
Ejemplol.SiA:[l 1}yB: ,
2
1|1
entonces AB = [3}.Porlotanto (AB)+:1/3.Y,A:§ y
1
1 .
B = = [ 1 2 },de donde se tiene que
1 1)1 1
B+A+:— — = — = =
5{1 2}2 10{31 [3/10}#{3}

(AB)T

1.7.2 Calculo de la g-inversa de una matriz
Segun Marmolejo y Villegas (2001) Algunos teoremas que pueden ser utili-
zados para calcular la g-inversa de una matriz. Se empieza con el siguiente

resultado, el cual se deduce de los teoremas 1.7.1.2,1.7.1.4y 1.7.1.5
1.7.2.1 Teorema
Sea A una matriz m x n de rango r > 0.
1. Sir = n = m, entonces A es invertible y AT = A~
2. Sir =m < n, entonces AT = AT(AAT)7L,
3. Sir =n < m, entonces AT = (ATA)"LAT.

4. Sir < nyr < m,entonces existen matrices BeM,,, y C'eM,,, de

rango r tales que A = BC'y A* = CT(CCT) " (BT"B)"'BT.



Corolario
Sea a un vector no nulo de n componentes.
1. Si aeM,,, entonces a* = (aa’)ta”.

2. SiaeM,, entonces at = (a’a) ta’.

Ejemplo 1

Se ilustra el teorema 1.7.2.1 con algunas matrices sencillas.

1 2
1. La matriz A = es invertible, asf que AT = A~}
1 3
3 -2
-1 1
1 2 3
2. Lamatriz A = tiene rango 2, asi que:
-1 -1 1
1 -1
113 0O
AT = AT(AATY ' = | 9 1| = =
42
0 14
3 1
3 —14
1
o |6 —14
9 14




3. Lamatriz A= | 3 4 | tiene rango 2, asi que:

At o (AT AyaT = L 56 —44 | | 1
24
—44 35 2

1| —32 =8 16

24
26 8 —10
4. La matriz A dada por
1 2 1 3
A=1 -1 20 -2
2 4 2 6

Del ejemplo se sabe p(A) = 2 y que las matrices

1 1
120 2
B=1_-10|yC=
0011
2 2
son tales que A = BC. Luegg) i
-2 =20
1| -4 —40
At = CT(ccT)fl(BTB)leT _ ﬁ
9 55
5 15

5. Para la matriz A = [ 1 2 3 ] # 0 se tiene que:

3

4

18

10

41



42

1
a* = (aa”)'aT = 1 5
14
3
1
6. Lamatriz A= | 1 | # 0 se tiene que,
1

at = (aTa)"laT =

1]

Sea A € M,,«, una matriz de rango r > 0. Entonces la g-inversa de A se

Ll —

1.7.2.2 Teorema

puede calcular siguiendo los pasos dados a continuacion:
1. Calcular M = A'A
2. HacerC, =1
3. Calcular C; 1 = %Tr(C’iM)I —C;M ,parai =1,2,3,....7r— 1
4. Calcular W@At, ésta es la matriz A
Ademas, se tiene que C, . 1M =0y Tr(C.M) # 0.
Ejemplo 1

Se considera la matriz

1 2 1 3

A= _1 2 0 -2
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Se calcula A* utilizando el teorema anterior.

Para ello se calcula M = A'A. Esto es

6 12 5 17
12 24 10 34
5 10 5 15

17 34 15 49

y se considera C'; = I4. Entonces se tiene que :

i =12 -5 17

-12 60 —-10 —34
CQ = T’I"(ClM)] — ClM =

-5 =10 79 15

—-17 =34 —-15 35

Como C3M = 0, entonces p(A) = 2, y ademas

—2 —20 —4

9 9 | —4 —40 -8
At = — = (LAl = =
Tr(CyM) ? 140

9 55 18

5 15 10

El siguiente teorema se presenta una forma alternativa para calcular la g-

inversa de una matriz.
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1.7.2.3 Teorema
Sea AeM,,«, una matriz de rango r > 0. La g-inversa de A se puede
calcular mediante los siguientes pasos:
1. Forme la matriz [ A | I, } .
2. Efectiie operaciones elementales en las filas de la matriz anterior has-
ta conseguir la forma escalonada reducida de A. Al final de este paso

se obtiene una matriz que podemos describir por bloques asi:

Erxn | Pr><m .
St r<m
Omfrxn ‘ merxn
0
Em><n ’ Pm><m S =1m

(Sir = m = n, entonces A es invertible, E =y P = A1 = A™).

3. Forme la matriz:

T
ErnA” | Erxn '
S1 r<<m

Pm—rxm | 0m—r><m

[@N

EnxnA” | Epxn | ST =T
4. Efectie operaciones elementales en las filas de la matriz anterior has-
ta conseguir la forma escalonada reducida. Al final de este paso se

obtiene la matriz

1]
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Ejemplo 1

Se considera la matriz A

1 2 1 3
A= -1 =2 0 -2
2 4 2 6

Con el objeto de calcular A™ se utiliza el teorema anterior, formemos la
matriz { A | I ] y se aplica operaciones elementales en las filas hasta

encontrar la forma escalonada reducida de A

1 2 0 2 | 0 -1 0
o 0o 1 1 | 1 1 0
_>
|
0 0 0 0 | =2 0 1
E2><4 | P2><3
O1><3 | P1><3
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. E2><4AT | E2><4
Se construye ahora la matriz de la forma y se

Pixz | Oixa
aplica de nuevo operaciones elementales en las filas, hasta obtener la ma-

triz identidad I3 en el lado izquierdo de este arreglo.

11 -9 22 | 1 2 0 2
EyaAT | Eaya 4 -2 8 | 0 0 1 1
Piys3 ‘ 0154 ‘
2 0 1 | 0 0 0 0
[ 1 2 9 1]
1 _ - - -
00 | 35 35 70 14
1o 2 413
7 7 14 14
2 4 9 1
001 | —= = 2 2
L | 35 35 35 7
S
Asi que
1 2 2] [ T
e 2 —2 20 —4
35 7 35 0
2 4 4
e Ll -4 —40 -8
e A
9 11 9 0
-  — = 9 55 18
70 14 35
2 5 L 5 15 10
L 35 14 7 L i

1.8 TRANSFORMACIONES LINEALES INVERSIBLES EN SERIES DE

TIEMPO

1.8.1 Series de tiempo

Definicion.- Segin Li y Pen (2004) una serie de tiempo S (sobre un anillo



1.8.2

1.8.3

1.8.4
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conmutativo X) con n estados y m+1 pasos de tiempo es un conjunto de m+1

vectores fila distintas en R”, es decir S = { A1, As, As, ..., At}

Modelo de series de tiempo
Definicion.- Segin Li y Pen (2004) un modelo de las series de tiempo S es
una funcién f: R” — R™ donde se representa [ = (f1, fa, ..., [n) tal que

f(A;) = A;yq parai=1,2,3,...m.

Modelo polinomial

Definicion.- Segin Li y Pen (2004) si todas las funciones coordenadas o
funciones reales de varias variables f; = fi, fo,..., f : R" — R tal que
fi(A) = a(i+1); son funciones polinomiales entonces a la funcion vectorial

de varias variables f se llama modelo polinomial.

Forma matricial de series de tiempo
Definicion.- Segin Li y Pen (2004) se denota una serie de tiempo S por la

siguiente matriz.

Ay ail Q12 T A1n
Ay a1 Q22 e Q2n
S = —
Am Am1 Am2 Amn,
i Apia | i A(m+1)1 A(m+1)2 *°° A(m4+1)n |

Luego se tiene los siguiente:
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» My :se llama la matriz asociada a S

Ay a1x Qa2 -+ Q1p

Ay Q21 Q22 -+  A2p
Mg = =

Am Am1 Ama Amn

n Mg :se llama la matriz destinno de S

A2 21 a22 te Q2np,
_ As a31 a32 s a3n
Mg = =
Amia A(m+1)1 O(m+2)2 " A(m+1)n

Ademas, cua_lquier funcién g : R® — R™ induce una funcidn; es decir:
G: Mysn(R) — men(R) _deﬁnida por:
g (Al)

B 9(Az2)
Ms — g(Ms) =

9(Am)
Con esta definicion de modelos de series de tiempo se puede representar en

forma matriz; es decir, g es un modelo de S > §(Mg) = Mg

1.8.5 Grado de series de tiempo
Definicion.- Segiin Li y Pen (2004) sea S una serie de tiempoy f = (f1, f2, .-, [n)
es un modelo polinomial de S. El grado de S, denotado por U(.S), respectiva-

mente como sigue:

U(S) = min{grad(f)/f € P(S)}



49

1.8.6 Grado de un modelo polinomial
Definicion.- Segiin Li y Pen (2004) sea S una serie de tiempoy f = (f1, f2, -, [n)
es un modelo polinomial de S. El grado de f denotado por grad(f) respecti-

vamente como sigue:
grad(f) = max {grado total de f;/j =1,2,...,n}

1.8.7 Las transformaciones lineales inversibles en series de tiempo
Definicion.- Segin Li y Pen (2004) sea T : R” — R™ una transformacion
lineal inversible. En virtud de la base estindar, T estd representada por una
matriz inversible de orden n x n, T' = [t;;] con t;; € R.
Sea serie de tiempo S = Ay, As, ..., A1, introduciendo transformacion li-

neal inversible obtenemos una nueva serie de tiempo S, es decir:
S"={T(A1), T(As), ... T(Api1)} = {AT, AT, -+, Api T}

., . . ! .« .
Notacion de una nueva serie de tiempo S° en forma matricial:

AT

AT




Luego se tiene los siguientes:

ai

21

Am1

A(m+1)1

a12

22

Am2

A(m+1)2

A1n

(57

amn

A(m+1)n

t11 t1o
to1 22
X
tn—11 tm—1)2
Zfnl tn2

s My = MgT: se llama la nueva matriz asociada a S /

AT

AT

aii

21

Am1

a12

Q22

Am?2

A1n

Q2

amn

tin-11 Tn—1)2

. Ms’ = M gT: se llama la nueva matriz destino de S’

<

AT
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tln

t2n




a91 a9 e Q2n tor tap -+ oy

_ a3y a3z e (3n, t31 32 -+ 13,
Mg = X

A(m4+1)1 Am+1)2 " A@m+)n o1 Tna - tan

Ademads si f = (f1, fa, ..., fn) : R[Z]™ — R[Z]"™ es una n-tupla de polinomios
en R[Z], donde T = (xy, 3, ..., x,,) entonces.

T -f -T':R[z]" — R[Z|" es también un n-tupla de polinomios en R[Z],
definidopor T - f - T *(Z) = (/L(@TY), fo(@T7Y), ..., f(ET1))T

En particular, se tiene el siguiente teorema 2.1.1.1
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2. RESULTADOS Y DISCUSION

2.1 MODELOS POLINOMIALES DE SERIES DE TIEMPO

2.1.1 Modelos polinomiales de series de tiempo
Segun Liy Pen (2004) la matriz asociada M es diagonalizable a la izquierda;
entonces S tiene modelos lineales; es decir, U(S) = 1. En particular, S tiene

modelos lineales cuando M es de rango completo.

2.1.1.1 Teorema
Sea una serie tiempo S, una transformacion lineal invertible T y una nue-
va serie tiempo S ". A continuacion, la transformacién lineal inversible T
induce una correspondencia de uno a uno entre el conjunto P(S) y P(S")
de modelos polinomiales que conserva grados. Por otra parte, si f es un
modelo polinomial de los series de tiempo S, entonces g = T - f - T ' es
un modelo polinomial de los series de tiempo .S’ con grad(f) = grad(g).
En particular, U(S) = U(S").
Demostracion.
Para cada f € P(9S), f(Mg) = Mg — g(My) = g(MsT) = (T - f -
T ) (MsT) = T(f(MsTT™")) = (f(Ms))T = MgT = Mg .
Esto muestra que g € P(S'), tenga en cuenta que todas las operaciones
son lineales y 7" es una matriz inversible sobre R, por lo que grad(g) <
grad(f) para g = T - f - T~*. Por otra parte, grad(f) < grad(g) para

/

f=T"1-g-T.Porlo tanto, grad(f) = grad(g) y U(S) = U(S").
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Observacion

Se recuerda que sobre un campo de cualquier matriz M puede ser trans-
formado a una forma escalonada reducida por columnas multiplicando M
por una matriz invertible a la derecha.

La importancia de este teorema es que la busqueda de modelos de una se-
rie de tiempo asociado con una matriz dada, se puede reducir a la bisque-
da de modelos(con los mismos grados) de una serie de tiempo con la
matriz asociada en su forma escalonada reducida por columna, lo que es

mucho mds simple. Esto lleva al siguiente corolario inmediato.

2.1.1.2 Colorario
Sobre un campo, para calcular modelos polinomiales de una serie de tiem-
po, es suficiente suponer que matriz de orden m x n(m < n) asociada a

la serie de tiempo es la forma escalonada reducida por columna.

by O 0 -+ 0 0 --- 0 _
byy by O - 0 0 -~ 0
bsi bz b3 -+ 0 0 -+ 0
0O 0 - 0
b1 bm2  bims bm 0 0

2.1.1.3 Colorario
Suponga que la Mg es la (m x n) no nulo de la matriz asociada a una

serie de tiempo S(con puntos distintos) y su forma de columna triangular
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reducida esta [B O], donde B es una matriz diagonal cuadrada, entonces
el rango de Mg es al menos m — 1.

Demostracion.

Esto es una consecuencia inmediata del corolario 2.1.1.2, tenga en cuenta
que todas las filas en B deben ser distintos, por lo que B tiene a lo més un
cero elemento diagonal.

Si la serie de tiempo en consideracion es desde una aplicacion de mundo
real, entonces el nimero de columnas de la matriz Mg (es decir, el nime-
ro de muestras) es mucho mas grande que el ndmero de filas (es decir, el
numero de experimentos), debido a los costos de realizacion de los expe-
rimentos. En la inmensa mayoria de los casos en la practica la matriz Mg
serd de rango completo. El siguiente teorema muestra que una serie de
tiempo S cuenta con modelos lineales siempre la matriz asociada Mg es
de rango completo. La prueba se utiliza mucho el método de transforma-
cion lineal indicado en el teorema 2.1.1.1 y genera de forma constructiva

un modelo lineal.

Teorema

Suponga que una serie de tiempo S tiene mas de dos puntos. Si la forma
de la columna triangular reducida de la matriz asociada Mg es diagonal;
entonces S tiene modelos lineales, es decir U(S) = 1. En particular, S

dispone con modelos lineales cuando Mg tiene rango completo.
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Demostracion.

Suponga que la tltima fila de la matriz de destino M g es

(c1,¢2,- -+ ,Cn), €s decir, M g tiene la forma
- bu O 0 0 0 0 -
bar b2 O 0 0 0
bs1 b3z b3 0 0 0
0 0 0
byii bma bmz c buum 0 o0
c1 € €3 ' Cm Cmgl cc Cn

Del corolario 2.1.1.3, el r(Mg) = m 6 r(Mg) = m — 1. Si r(My) =
m(rango completo), a continuacidn, a partir del corolario 2.1.1.3, pode-
mos suponer Mg tiene la forma Mg = [I,, ©] donde I, representa matriz

identidad de orden m x n. Obviamente g = (g1, g2, -+ , gn) €s un modelo

lineal de S, donde:

CjTm Si j=1V j>m

gi =

Tj1+ CiTy Si 1<j<m
\
Segun el teorema 2.1.1.1 la serie de tiempo original, entonces tiene un

modelo lineal. Si 7(Mg) = m — 1, sin pérdida de generalidad que pode-
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mos asumir cada b; = 0 V b; = 1. También, B tiene exactamente una fila

cero. Sea que la fila de orden £ sea la fila cero. Tenemos los dos casos

siguientes:
Caso 1: k < m. Un modelo lineal g = (g1, g2, - -+ , gn) €s la siguiente
(
CjTm St j=1kV 3>m
9=y (1—=X"2) 4 ¢jam, Si j=k+1
Tj_1 + T, St 1<j<m, i#kk+1
\
Caso 2: k = m. Un modelo lineal g = (g1, g2, - -+ , gn) €s la siguiente
4
ci(1 =37 2) Si j=1V j>m
9i =
i1+ (1l — X0 x) Sil<j<m

0
Se puede comprobar que en ambos casos g(Ms) = Mg
2.1.2 Modelos polinomiales para ciertas series de tiempo
Segun Pan, Liao y Li (2006) una clase de series de tiempo, cuya matriz asocia-
da no es diagonalizable a la izquierda, pero la forma de columna escalonada
reducida es de cierto tipo especial. Se construyen modelos lineales para las

series de tiempo representadas por los siguientes tipos de matrices.
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2.1.2.1 Lema

Suponga que una serie temporal S estd representada por la matriz S.

1. Si S tiene el siguiente formulario(la primera fila es una fila cero):

0o 0 0 -+ 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

g —
0 0 O 1 Opxm Ovaxn
€t C2 C3 -+ Cp-1 Cm T Cn
Entonces un modelo de S esta dado por g = (g1, 92, - , gn), donde
(
Citmo1 + (1 — 57 25) Si i=1
9i = Ti—1 + CTm—1 Si 2 <i1<m-—1

CiTrm—1 St m<i<n

\

2. Si S tiene a siguiente forma(la fila cero es la k-esima fila, 2 < k£ <
m—1)

S =



58

1 0 0 0 0 0 0
0o --- 1 0 O(k_l)x(k:—i—l) 0 0 - 0
0o --- 0 0 Op X (k+1) 0 0 - 0
0 0 1 O(k+1)><(k+1) 0 0 - 0
0 0 0 0 1 Oxcm 0
1 - Ck—1 Cg Cl+1 Tt Cme—1 Cm, Tt Cpy

Entonces se puede construir un modelo g = (g1, 92, - - , gn) para S;
,
CLTym—1 + (1 — E’jnzlscj) Si 1=k
9i =N Ti_1+ CiTm—1 St 2<i<m-1, i#k
CiTm—1 Si i=1 V m<i<n

\

Demostracion del lema 2.1.2.1(1)
Se tiene una serie de tiempo escalonada reducida por columnas y con

la primera fila ceros.




_ o o0 0 --- 0 0 0
1 0 O 0 0 0
0 1 O 0 0 0
S —
o o0 0 --- I Omxm = O
€1 C €3 +++ Cme1 Cpm -+  Cn
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Segun definicion de forma matricial de series de tiempo tenemos que:

g(Mg) = Mg

¢(0,0,0,0,---,0,0,---,0) = (1,0,0,0,---,0,0,---,0)

9(1,0,0,0,---,0,0,---,0) = (0,1,0,0,---,0,0,--- ,0)

9(0,1,0,0,---,0,0,---,0) = (0,0,1,0,---,0,0,--- ,0)

9(07070;07“' 71707”' 7O>:(Cl7627c3vc47'” yCm—1,Cm, "+

donde: g = (g1, g2, **+, Gn)

El modelo lineal es de la forma
=, gg=crp1t+l—x1—220— " —1p

=25 g2 =21 + 2T

, Cn)
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1=3; g3 = 22 + 371

lzm_l; Gm—1 = Tm—2 + Cn_1Tm—1
1=m; gm = CpTm—1

i=m+1; Im+1 = Cm+1Tm—1

1=Nn; gnp = CpTm—1

Luego se tiene

Citm— + (1 — X7 2) Si i=1
9i = Ti1+ CGTm_1 Si 2 <i1<m-—1
Cilrm—1 Si m<i<n

Demostracion del lema 2.1.2.1(2)
Se tiene una serie de tiempo escalonada reducida por columnas y con

la k-€sima fila ceros.

S =



1 0 0 0

0o --- 1 0 O(k—l) X (/C + 1)
0o --- 0 0 Op X (k+1)
0 0 1 0(k+1) X (k + 1)

C1 +++ Cg—1 Cg Ck4+1
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0 0
0 0
0 0
0 0
L Opxm

Segtn definicién de forma matricial de series de tiempo tenemos que:

g(Mg) = Mg

9(1707 ’070’... 7070’... 70):(071’

9(0’1’ 7070’... 7(]7()’... ,0):(0707...

9(0707 70707"' 71707"' 70) = (017027"'

Cm—1,Cm, " " 7671)
donde: g = (91, g2, ", 9n>

El modelo lineal es de la forma

i=l; g1 = c1Tpm—1

707()’07"'70’07"'
7070707”'70707”'
.’070’07...70’07...
7071707"'70707"'

7Ckflackack+17 Tty
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1=2; g2 = 11 + 2T

1=3; g3 = T2 + C3Tpp—1

i=k-1; gr—1 = Tp—2 + Ch—1Tm—1
i=K; g =T +1—21 —20 — - — Ty

i=k+1; gry1 = Tp + Chp1Tm—1

lzm'l; Im-1 = Tm—2 + Cn—1Tm—1
1I=M;  gm = CTm—1

i=m+1; Im+1 = Cm+1Tm—1

1=Nn; gnp = CpTm—1

Luego se tiene

CkTm—1 + (1 — Ejzlxj) Si 1=k
9i =\ Ti_1 + CiTm-1 St 2<i<m-1, i#k
CiTym—1 Si i=1 VvV m<i<n

2.1.2.2 Teorema
Si la forma de columna-escalén de una serie temporal tiene una de las

formas anteriores, entonces tiene modelos lineales.
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Demostracién
Del lema 2.1.2.1 se tiene las series de tiempo en su forma escalonada re-

ducida por columnas:

0O 0 0 --- 0 0 0
1 0 0 0 0 0
/ 0 1 0 0 0 0
S =
Ci C C3 -+ Cp-—1 Cm s Cp,
y i i
S =
1 0 0 0 0 0 0
0 -+ 1 0 Og-yx(k+1) - 0 0o - 0
0 -~ 0 0 Ogx(k+1) - 0 0o - 0
0 0 1 Oprpyx(k+1) == 0 0o - 0
0 0 0 0 1 Omxm 0
C1 +rr Cp—1 Ck Ck+1 “t Cp—1 Cm cct Cp

Por el teorema 2.1.1.1 se tiene una serie de tiempo S, transformacion
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lineal invertible T y una nueva serie tiempo S'. La transformacién lineal
inversible T induce una correspondencia de uno a uno entre el conjunto
P(S)y P(S") de modelos polinomiales. Por otra parte, si f es un modelo
polinomial de los series de tiempo S, entonces ¢ = T - f - T! es un

modelo polinomial de los series de tiempo S’

2.2 MODELOS RADICALES DE SERIES DE TIEMPO
Segin Pan, Liao y Li (2006) los métodos para construir modelos radicales es cuando
no existen modelos lineales, podemos proporcionar recursos para obtener modelos

“lineales”(en relacién con el grado)

2.2.1 Definicién.- Sea A = (@;;)ymx, Una matriz (m x n) sobre R, donde m < n.

1. Se puede decir que A es positivo(negativo, no positivo 0 no negativo) si
todos sus elementos son positivos(negativos, no positivos o no negativos).

2. Aesizquierda diagonal si la matriz m x n cuadrada izquierda es diagonal.
A es diagonalizable a la izquierda si su forma escalonada de columna re-
ducida es de diagonal izquierda, es decir, A puede reducirse a una matriz
de diagonal izquierda por infinidad de operaciones de columna.

3. Para un entero positivo r, definimos A" = (a;).
Se considera una serie de tiempo .S con la matriz asociada M,. Como se ha
definido anteriormente, para un nimero entero positivo r, .S (") e refiere a la

serie de tiempo resultante en las que cada entrada de la matriz toma respec-

tivamente la r-ésima potencia ordinaria de la entrada original. Obviamente,
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M. S(T) es la matriz asociada de S,

2.2.2 Modelo radical
Definicion.- Segin Pan, Liao y Li (2006) Sea f = (f1, f2,- -+, f,) un mo-
delo de una serie de tiempo S sobre un campo R. Si cada componente de f
es una combinacion lineal del r-ésimo radical de un polinomio homogéneo
de grado 7, llamamos a un modelo radical de grado r. Obsérvese que si f

es tal modelo, cada f; es una combinacién lineal de radicales en forma de

{/ajpxt + - + aj,x7. Abajo, se discute la existencia de modelos radicales

en varios casos.

2.2.2.1 Teorema
Sea S una serie de tiempo con la matriz asociada M; y fijo un entero
positivo r. Supongamos que S” tiene un modelo lineal. Afirmamos que

1. Sir es impar, entonces .S tiene un modelo radical de grado 7.

2. Si r es par, entonces S tiene un modelo radical de grado r bajo la
condicion de que M, pueda ser transformada por infinidad de opera-
ciones de la columna en una matriz en la que cada columna sea no
positiva 0 no negativa.

Demostracion
Suponga que f = (f1, fa, -+ , f) es un modelo lineal de S, donde
fj: jlx1+"'+kjnxn; j:1’27... ,n

Si 7 es impar, construimos una nueva funcién h = (hy, he,--- , h,) de
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R™ — C™ por

hj = {/kpat + - + kjnat,
Cuando r es impar, esta funcién h es un modelo de S porque
P = P = n(P) =P,
f i il — ( 1) i+1

Paratodoi = 1,2,--- ,m. Tenga en cuenta que para cada ¢, j

hj (B) = {/kpaiy + -+ kjnai, = {/ (a@;)" = ag;
Si 7 es impar.
Cuando r es par, sin perdida de generalidad, asumimos que cada columna
de M, es no positiva o no negativa. Aplicamos el mismo procedimiento
que el anterior para obtener la nueva funcién h = (hy, hs, -+ , h,). Esta
vez, hj(P;) = |a@41);]- Como la j-ésima columna de M, es no negativa o

no positiva, podemos hacer los siguientes ajustes sobre la funcién h

hj, Siel j-esima columna es no negativa

—h;, Sielj-esima columna es no positiva

Obviamente esta nueva funciéon h = (hy, ho,- -+ , h,) es un modelo ra-
dical de grado r para S. La forma de escala de columna de M puede
ser vista como la matriz asociada de una serie de tiempo 5. Podemos
aplicar las técnicas dadas por la definicién de modelos polinomiales de

series de tiemp de 2.1.1 para encontrar un modelo lineal para S y luego
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usarlo para construir un modelo radical para S. Los modelos radicales ob-
tenidos de esta manera puede tener mas de un término radical para algin
componente; Sin embargo, todos los componentes serdn combinaciones

lineales de radicales simples.

2.2.2.2 Corolario

Sea S una serie de tiempo con la matriz asociada M

1. Si M, es diagonalizable a la izquierda, entonces para cada entero

positivo r, S tiene un modelo radical de grado r.

2. Si M7 es diagonalizable a la izquierda para un entero impar r; en-

tonces S tiene un modelo radical de grado 7.

Demostracion.

Por los resultados de modelos polinomiales de series de tiempo de 2.1.1,
existen modelos lineales para series de tiempo con matrices asociadas a
la izquierda diagonalizable. Entonces la declaracion anterior se sigue di-
rectamente del teorema 2.2.2.1(1).

Ahora se adopta los procedimientos de construccion de modelos lineales
dados por 2.1.1, para construir modelos radicales de ciertos grados. El
método puede aplicar las transformaciones lineales invertibles para sim-

plificar el calculo. Se describe brevemente el proceso a continuacion.

2.2.2.3 Pasos de la construccion de modelos radicales de series de tiempo(SBRM)

Segun Pan, Liao y Li (2006) sea r un entero impar positivo. Supongamos
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que M; es la matriz asociada para una serie temporal S'y M) es diago-
nalizable a la izquierda.

)

1. Realizar la forma columna escalonada en M. para obtener la matriz

diagonal izquierda M

o vista como la matriz asociada para la nueva

serie temporal resultante (S)("). Registrar la matriz invertible 7" para
la transformacion lineal.
2. Construir un modelo lineal ¢ para (S")("). Una opcién para este pro-
ceso es utilizar las férmulas dadas de modelos polinomiales de series
de tiempo de 2.1.1
3. Encontrar un modelo lineal para S (") invirtiendo el proceso; es decir,
calcular f =T '.¢-T.
4. Construir un modelo radical de grado r para S basado en el teorema
2.2.2.1(1).
Observacion
El proceso anterior puede modificarse facilmente para obtener modelos
de radical de grado r cuando r es par y cada columna de M, es no ne-

gativa o no positiva, tal como se describe en la demostracion del teorema

2.2.2.102).
2.3 APLICACIONES

2.3.1 Aplicacion

Una serie de tiempo S consta de 4 puntos: P, = [1,1,0,—1,1]; P, = [2,—1,0, 3, 2];
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Py =10,1,3,2,1] y P, = [23,—1,—11,14, 8]. Se demuestra que U(S) = 1

mediante la bisqueda de un modelo lineal para S.

La forma de la matriz de S es:

1 1 0 —-11
2 -1 0 3 2
con
0 1 3 2 1
23 -1 —-11 14 8

La matriz asociada Mg tiene rango completo. Mediante la aplicacion de una

transformacion lineal 7', representado por una matriz invertible 7', obtenemos

! . . .
una nueva S series temporales cuya matriz asociada se encuentra en su forma

de columna triangular reducida. Aqui

10 0 0O
o1 0 00
S =

00 1 00

13 -1 4 2

28 =27 38

18 =39 10

T 1
=70 17 6
86 83 —42

57

15

10

—63

—12

20

—34

30

-8

Por el teorema 2.1.1.4 se puede construir facilmente un modelo lineal g de .S,

que muestra a continuacion.
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g = [.1'3, T+ 31}37 Lo — T3, 4%’3, 233'3]
A continuacion, utilizamos los métodos proporcionados por el teorema 2.1.1.1

para obtener un modelo lineal fde S: f = T~ 1. g-T = (f1, f2, f3, f4, [5)-

Donde
465 133 863 1 397
T RN T R TITRC AT TRA T T
93 67 56 81 39
fa = —2—02 17 509 2+m 3+@ 4+@
499 227 446 15 711
f3 = —2—02 1—@ 2—m 37 502 4+@
281 58 510 46 82
fo= o™ o™ ™ T 00 0™
333 77 295 75 81
Js = SmTit ot t o T3 — STy — =T

202 202 101 202 202
Se comprueba facilmente que f(P;) = P41, parai = 1,2,3

2.3.2 Aplicacion
La primera fila es la fila cero. Una serie de tiempo S que consta de 5 puntos:
P, =10,0,0,0,0,0]; P, = [1,10,3, -5, -2, —1]; P; = [10, 10, —6, —14, —2, —10];
Py =[-22,-22,15,38,17,13] y P; = [—14, 4,30, —2, 28, 32]. Construimos

un modelo lineal para S(U(S) = 1). La forma matriz es:

S=110 10 -6 —14 -2 —10

—-22 =22 15 38 17 13

-14 4 30 -2 28 32
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Aplicando una transformacién lineal 7', representada por una matriz invertible
. . ! . . »
T', se obtiene una nueva serie temporal .S, cuya matriz asociada estd en su

forma escalonada de columna reducida.

1 -1 0 2 1 1

Por el lema 2.1.2.1(1) se puede construir ficilmente un modelo lineal g para

!

S
g=(1—z1 —x9 + 223 — T4, 11 — T3, T2 + 43,223, 13, T3)

A continuacion, se utiliza los métodos proporcionados por el teorema 2.1.1.1

para obtener un modelo lineal f para S:

f=T"g-T=(f1, fo, f3, fa, 5, fo)



Donde

f2
/3
Ja
fs
Jo

2.3.3 Aplicacion

1——z — 1:cg + E:zrg — Z% + §:c6
18 3 6 18 3
10 — %33:1 — gfﬂg + ;l’g — 2x4 — %xg) + —Tg
1 3 25
3— -1 — o¥2 ~ T3~ Shat o5 — Sl
41 97 7
-5+ 1—89:1 .2 Efl'g + 2z4 + 1—8x5 — gxﬁ
—2- 1951 + 7o — z$3 — 5% @% - §906
18 6 2 9 6
-1 - Exl — =9 — é11;3, - §x4 + %% — Zx@-
9 3 2 18 6
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La tercera fila es la fila cero. Una serie de tiempo S que consta de 5 puntos:

P =

[17 _1707 _1727 1] y P5

lineal para S.

1,1,-1,2,2,3]; P»

(2,1,0,1,—1,0]

P3 - [070707()’070]; P4 -

La forma matricial de S y la reduccion son las siguientes:

_ 1 1 -1 2 2

2 1 0 1 -1
S=10 0 0 0 o0
1 -1 0 -1 2

-1 —-12 -1 2 14

y la transformacidn lineal T para la reduccién biene dada por:

[—1,—12,—1,2,14,7]. Se construye un modelo

1 0 0 0 0
0 1 0 0 O
0O 0 0 0 O
0 0 1 0 O
1 -3 2 -2 -1
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10 10 -6 —-14 -2 -10
1 | —22 =22 15 38 17 13
6 6 -9 —-12 -3 3

8 18 -9 =36 -9 -9

-21 =30 18 51 15 12

Por el lema lema 2.1.2.1(2) se puede construir facilmente un modelo lineal ¢

para S':

g = (23,21 — 323, 1 — 21 — 29 + x5 — 14, —213, —13, 473)

A continuacion, se utiliza los métodos proporcionados por el teorema 2.1.1.1

para obtener un modelo lineal f para S:

f=T"g-T=(f1, fo, f3. fu: I35, f6)

Donde
fi = 1—§x1+gx2—§x3+§x4+2x5—§x6
fo = —1— Exl + ﬁxg — @xg + §x4 + E565 — Exﬁ
9 9 18 6 2 6
b} 25 3
fg = —61‘1 + giﬂz — Ewg + 51’4 + 51’5 — 5.1'6
19 4 16 5 17
fa = —1~|—1—8:)31—§x2+1—9x3—§x4—x5+gx6
s = 2+Z:p1—§xz+@x3—@m—gm%—gxﬁ
9 9 18 6 2 6

f6 = 1+[L’1-3!L‘2+7£L‘3—4J]4—4ZL’5+8[E6
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2.3.4 Aplicacion
Una serie de tiempo S consta de 4 puntos: P, = [1,—1,0,1,2]; P, = [0,2,2,2,2];

Py =11,-2,—-1,0,1y P, =[-1,2,-2,1,0]

con

1 -2 -1 0 1

3
MP =109 8 § 88

1 -8 -1 01

que es la matriz asociada para la nueva serie temporal S, donde
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SB) —
1 -8 -1 01

-1 8 =810

Aplicando una transformacion lineal 7', representada por una matriz invertible
. . 4 . . ~
T, se obtiene una nueva serie temporal S'®) cuya matriz asociada esté en la

forma escalonada de columna reducida:

!

9'3) =

21
16 2
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7 1 1
e
6 48 6 !
1 1 1
- —— -1
6 43 6 0

y T = 1701 ~1 0
6 48 6

0 0 0 0 1

Utilizando las técnicas de modelos polinomiales de series de tiempo de 2.1.1
(teorema 2.1.1.4), se puede construir ficilmente un modelo lineal g, para '),

que se muestra a continuacion:

s 21 0 + 10 +
= | =x1,21 — —X3,T9 — =23, %
g B 1,21 16 3, L2 5 3,3 Ty, Ty T Tp

Entonces se puede obtener un modelo lineal utilizando el teorema 2.1.1.1

f = T_l *g- T = (f17f27f3)f47f5) para S(S)’ donde:

T T T
f 49 Jr1 7
= _—x Y ——
2 g i1t gt T pTs
171 43 45
f3=1—6$1+E9€2—E9€3
f —ﬁx —|—Zx —Z:c
N A
149 21 19
fo = ——w1 4+ —a — —g

x x
16 16 16



Luego Usando el teorema 2.2.2.1(1), construimos un modelo radical

h = (hy, ha, hs, hy, hs) de grado 3 para S, donde

1
h1 = \/ 2 48 g

7
h2 = E 1"’61'2—61'%

171 . 43 . 45
hy = ¢ ==ad+ —ad — —a3
3 TR R

55 . 7 . 7
h :3_3 3 3
4 6T g T g

49 . 21 . 19
hs = ¢ ad o a3 0y
5 TR T

Se puede comprobar facilmente que h(F;) = P,y , parai = 1,2, 3,

2.3.5 Aplicaciéon

Considere la serie de tiempo que consta de 4 puntos. P, = [1,—1,3,0,

7

_1];

Py = [2,—4,4,-2,—4]; Py = [2,-5,3,—-3,-5] y P, = [1,0,4,1,0]. La

matriz es la siguiente

con
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Aqui las columnas de S no son todas negativas o todas positivas. Aplicando
una transformacion lineal 7', representada por una matriz invertible 7', obte-

nemos una nueva serie temporal S cuya matriz asociada es positiva:

con
1 2345
My=1|2 2 46 8

21357

Es facil que M no es diagonalizable a la izquierda, pero M es asi, que es la

matriz asociada para S'?):

14 9 16 25
MP =144 16 36 64

4 1 9 25 49

Asi se puede construir ficilmente un modelo lineal para S®). Entonces se

utiliza las técnicas descritas en el teorema 2.2.2.1(2) para obtener un mode-

)

lo radical de grado 2 para Ms(,2 . Por tltimo, necesitamos invertir el proceso

de transformacion lineal para obtener un modelo radical de grado 2 para S.
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Estd dado por h = (hy, he, hs, hy, hs), donde

hl = 3551 + X2

hy = —9x; — 3y + \/222035% + 1220:1:11’2 - %x% — %azg

hs = \/1785095% + 10850x1x2 + %x% - %m%

hy = —12x, —4xy + \/8312:6% + 4228x1x2 + %x% — %x%
hs = —18x; — 62y + %x% + %xlm + %ﬁ — %x%

Este h satisface que h(FP;) = P,.; , parai=1,23

2.4 RESULTADOS
Luego de haber realizado la descripcion de los teoremas y definiciones asi como la

contrastacion de la hipotesis, se observa:

= En la aplicacion 2.3.1 existe modelos polinomiales. Se considera las series de
tiempo con puntos no nulos y la matriz asociada de serie de tiempo diago-
nalizable, con rango completo; luego la matriz asociada de series de tiempo
llevado mediante transformaciones elementales por columna a matriz esca-
lonada reducida, introducido la matriz asociada invertible de transformacion
lineal apropiado y mediante métodos proporcionados obtenemos modelo po-
linomial; este modelo obtenido podemos describir,predecir, interpretar y ex-

plicar.

= Enlaaplicacion 2.3.2 y 3 existe modelos polinomiales. Se considera las series

de tiempo con algunos puntos nulos y la matriz asociada de serie de tiempo



80

no son diagonalizables, pero la matriz asociada de series de tiempo llevado
mediante transformaciones elementales por columna a matriz escalonada re-
ducida es de tipo especial, en este caso también se introduce matriz asociada
invertible de transformacion lineal apropiado, luego se proporciona un méto-
do de construccidn para obtener modelo polinomial; este modelo obtenido se

puede describir, predecir, interpretar y explicar.

En la aplicacién 2.3.4 y 5 no existe modelos polinomiales, pero se proporciona
los métodos algebraicos para obtener modelos polinomiales en relacion con el
grado. Se considera las series de tiempo con puntos no nulos y la matriz aso-
ciada de serie de tiempo no es diagonalizables, entonces la matriz asociada de
series de tiempo llevado mediante transformaciones elementales por colum-
na a matriz escalonada reducida también no es diagonalizable; pero se da un
método en relacion con el grado para obtener matriz escalonada reducida, lue-
go se introduce matriz asociada invertible de transformcion lineal apropiado y
métodos proporcionados para obtener modelo radical, este modelo radical es

importante por su prediccion de tendencia incremental.
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3. CONCLUSIONES

Dado el presente trabajo de investigacion y tomando en cuenta el cumplimiento de obje-

tivos planteados en el proyecto de tesis, se ha llegado a las siguientes conclusiones:

1. Las series de tiempo es importante para realizar modelo matemético; junto con
su grafica tiene similar representacion del grafico polinomial; tiene capacidad de

describir, predecir, interpretar y explicar el comportamiento futuro de un fenémeno.

2. El estudio y el analisis de polinomio es una alternativa para realizar modelamiento

matematico, por su simplicidad de célculo, grafico e interpretacion.

3. El estudio y el andlisis de radicacion es una alternativa para realizar modelamiento

matematico por su grafica de tendencia incremental.

4. El polinomio es una representacion algebraica mas importante en modelamiento
matematico; por su facilidad de interpretacion geométrica, por su precision y por
su facilidad de poder relacionarlo en otros campos. Se ha partido de las series de
tiempo, luego mediante tranformacion lineal obtenemos una nueva serie de tiempo,
cuya matriz asociada se encuentra en su forma escalonada reducida por columna,
en seguida se utiliza los teoremas dadas para construir un modelo polinomial de
nueva serie de tiempo. A continuacion se utiliza los métodos proporcionados por el

teorema 2.1.1.1 para obtener polinomio.

5. El radical es importante por su tendencia incremental y sobre todo cuando no exis-

te modelo lineal. Si una serie temporal S no tiene modelo lineal, la serie temporal
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relacionada S puede tener modelo lineal para algiin nimero entero positivo r. El
caso es mas simple cuando el numero 7 es impar. Cuando r es par, se necesita que
la matriz sea especifica; es decir, que puede ser reducido mediante operaciones de
columna a una matriz con sélo columnas no negativas o no positivas. Aunque esta
condicidn no siempre se satisface para un entero fijo » > 0, en muchos casos una
matriz puede ser transformada en otra matriz de este tipo por operaciones de colum-
na para algun r. Puesto que las operaciones de la columna preservan la existencia

de modelo lineal, asi se puede utilizar la nueva matriz para obtener radical.
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4. RECOMENDACIONES

. Se sugiere adquirir conocimientos sélidos en cursos bésicos de pregrado como por
ejemplo: en Series de Tiempo, Anlisis real, matemdtica bdsica, Algebra lineal y
Estructura Algebraica. Estas para poder comprender y elaborar un trabajo de inves-
tigacion significativo, de gran utilidad y sobre todo de gran importancia lo que es

construcciéon de modelos polinomiales y modelos radicales.

. Elaborar un trabajo de investigacién sobre modelo polinomiales y modelos radicales

de series de tiempo aplicando transformaciones lineales sobre un campo especifico.

. Elaborar un trabajo de investigacion sobre modelo polinomiales y modelos radicales

de series de tiempo aplicando transformaciones lineales con Bases de Grobner.

. Presentar un problema especifico como los datos de una serie de tiempo como por
ejemplo en Economia, Metereologia, Marketing, Demografia, Medicina, Biologia,
Astronomia, o en Sociologia y luego llevar a una matriz para poder desarrollar me-
diante el software Matlab para la construccién de modelos polinomiales y modelos
radicales y luego interpretarlo, predecir y pronosticar para resolver problemas reales

de la poblacién.

. Profundizar el estudio de los grados minimos de modelos polinomiales, fijando en
los casos mas generales en los que la matriz asociada puede o no tener una matriz
escalonada reducida. Asi dar una estimacion del grado total minimo y demostrar

con teoremas que dicha estimacion es la mejor para modelos polinomiales.
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