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Resumen

En la Tesis se ha estudiado el método de Runge-Kutta de cuarto orden bajo la
diferenciabilidad generalizada de Hukuhara para aproximar las soluciones de las
ecuaciones diferenciales difusas de primer orden utilizando el Teorema de Caracteri-
zacion Generalizada. En este método se utiliza los nuevos parametros para mejorar
el orden de precisiéon de las soluciones utilizando evaluaciones de f y f’ en lugar
de utilizar solo las evaluaciones de f. Por lo tanto se describe el Método de Runge-
Kutta para un problema de Cauchy difuso auténomo para encontrar la solucién
numeérica, posteriormente se grafican las soluciones numéricas y exactas obtenidas,

esto se realiza con el apoyo del Software Matematico Matlab.

Palabras clave: Método de Runge-Kutta, Diferenciabilidad generalizada de Hu-

kuhara, Teorema de Caracterizacién Generalizada, Cauchy, difuso, auténomo, Matlab.
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Abstract

In the Thesis, the fourth order Runge-Kutta method has been studied under Hu-
kuhara’s generalized differentiability to approximate the solutions of the first order
differential equations using the Generalized Characterization Theorem. In this met-
hod the new parameters are used to improve the order of precision of the solutions
using evaluations of f and f’ instead of using only the evaluations of f. Therefore,
describe the Runge-Kutta Method for an autonomous diffuse Cauchy problem to
find the numerical solution, then the numerical and exact solutions obtained are

plotted, this is done with the support of Matlab Mathematical Software.

Keywords: Runge-Kutta Method, Hukuhara Generalized Differentiability, Gene-

ralized Characterization Theorem, Cauchy, fuzzy, autonomous, Matlab.
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Introducciéon

En muchos casos en las que se intenta modelar fenémenos del mundo real, como
sucede con los modelos asociados en la dinamica poblacional, en la epidemiologia,
en las reacciones quimicas, en los sistemas dinamicos, entre otros; la informacién
sobre el comportamiento de los fenémenos en estudio se encuentra impregnada de
incertidumbre, subjetividad, ambigiiedad, imprecision, o cualquier otro sustantivo
que pueda reflejar una determinada caracteristica no absoluta y objetiva. La natu-
raleza imprecisa, incierta o vaga de un determinado fenémeno puede estar asociado
a diversos factores, entre ellos, la inhabilidad para obtener informacién completa,
la falta de precisién en los sistemas de medicion, y la ambigiiedad relativa al uso
de términos y conceptos. Por ejemplo, en el caso de los modelos poblacionales, la
hipdtesis establece relaciones, entre las variables de estado y las variaciones con res-
pecto a las variables temporales, que involucran parametros o datos tales como la
tasa de crecimiento o mortalidad, datos iniciales, o fuerzas externas que afectan la
dinamica, los cuales son normalmente simuladas u obtenidas empiricamente gene-

rando a su vez grados de incertidumbre e imprecision.

Es por eso, que aparece el concepto de la funcion de valor difuso que fue intro-
ducido por Zadeh (1965). A partir de esto Dubois y Prade (Dubois y Prade 1982),
desarrollaron el enfoque mediante la utilizacién del principio de extensiéon. Entonces,
Puri y Ralescu (Puri y Ralescu 1983), extendieron el concepto de diferenciabilidad
de Hukuhara (H-diferenciabilidad) para funciones con valores establecidos a la cla-
se de funciones difusas. Después, Kaleva (Kaleva 1987) y Seikkala (Seikkala 1987)
utilizaron la H-diferenciabilidad para desarrollar algunos teoremas de ecuaciones di-

ferenciales para las ecuaciones diferenciales difusas (EDDs).

Posteriormente, se han realizado varios trabajos para fundamentar mejor las teorias

de las EDDs en diferentes clasificaciones, como lo hicieron Song y Wu (Song y
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Wu 2000); Ma, Friedman y Kandel (Ma, Friedman y Kandel 1999). Ademads, exis-
ten muchas investigaciones dedicadas a las soluciones numéricas de EDDs (Abbas-
bandy y Allahviranloo 2004) y (Ma, Friedman y Kandel 1999). Especificamente,

los métodos Runge-Kutta se aplicaron para resolver las EDDs bajo la nocién de

H-diferenciabilidad.

Desafortunadamente, el significado de la H-diferenciabilidad es defectuosa de tal
manera que las soluciones de una EDD siempre tienen una longitud de soporte ma-
yor. Esto significa que el didmetro len(y(t)) de la solucién no tiene limites cuando
t — oo. Esta circunstancia lleva a la conclusiéon de que la incertidumbre de un sis-

tema dindmico difuso no esta acotada.

Por este motivo, los estudios se centraron en establecer el mejor derivado para las
EDDs, como lo hicieron Buckley y Feuring (Buckley y Feuring 2000), que aplica-
ron el principio de extension de Zadeh para resolver las EDDs, y ain asi tenian las
dificultades del parrafo anterior. Para superar esto Bede y Gal (Bede y Gal 2004),
presentaron un concepto de H-diferenciabilidad generalizada de mapeos con valores
difusos que les permitia obtener las soluciones de EDDs con un didmetro decreciente
de sus valores de solucién. Esto fue seguido por (Bede y Gal 2005), (Chalco y Roméan
2009), (Chalco y Romén 2008), (Chalco, Rojas y Romén 2007), (Stefanini y Bede
2012), (Villamizar, Angulo y Chalco 2014), (Ahmadian et al. 2016) y (Ahmad, Hasan
y De Baets 2018). Esta definicién de la H-diferenciabilidad generalizada, nos permite
resolver las desventajas mencionadas anteriormente. De hecho, la diferenciabilidad
fuertemente generalizada se define para una clase mayor de funciones con valores
difusos que en el caso de la derivada de hukuhara (H-derivada). Ademés, en (Khas-
tan, Nieto y Rodriguez 2011), se presentaron aplicaciones de la H-diferenciabilidad
generalizada a las soluciones numéricas de las EDDs. Sin embargo, Stefanini y Bede

(Stefanini y Bede 2008) y (Stefanini y Bede 2012), generalizaron la diferencia de

XII



Hukuhara (H-diferencia) e introdujeron la H-diferencibilidad generalizada para fun-

ciones con valores de intervalo.

Observamos que la aplicacién de los métodos RK para la solucion de EDODs auténo-
mos han sido introducidos por Ghazanfari y Shakerami (Ghazanfari y Shakerami
2011). Sin embargo la mayoria de las EDODs solucionadas en dicho articulo tie-
nen una solucion inexacta, con este fin nuestro método propuesto utiliza los nuevos
términos kl(j), (t=1,...,4y j =1,2) para derivar el método RK de cuarto orden
para sistemas de EDODs. Por lo tanto, se maneja una multitud de detalles, no solo
en el uso de las derivadas de primer orden [’ y estimaciones de error adecuadas, sino
también de la seleccion del tipo adecuado de diferenciabilidad difusa para garantizar

que la formula propuesta, pueda emplearse en un estilo adaptativo para los sistemas

de EDODs.

Entonces, el trabajo consiste en resolver numéricamente una EDOD o problema
de Cauchy difuso obtenido mediante la extensién de Zadeh (Barros, Bassanezi y To-
nelli) , bajo la H-diferenciabilidad generalizada y analizamos los resultados obtenidos
en comparacion con la H-diferenciabilidad para sistemas auténomos de EDDOs. Pa-
ra esto se utiliza el Teorema de Caracterizacién formulada por Bede (Bede 2008),
que describe que una EDD bajo la H-diferenciabilidad equivale a un sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias (EDO) en ciertas condiciones que es apropiado para
resolver las EDD numéricamente. De hecho el método Runge-Kutta introducido por
Wu y Xia (Wu y Xia 2006), se aplica a la Extensién del Teorema de Caracteriza-
cién introducido por Bede y Gal (Bede y Gal 2010), y luego se describe el método
Runge-Kutta de cuarto orden para el problema de Cauchy difuso auténomo, don-
de se resuelve un ejemplo para mostrar la efectividad del método RK para el caso

difuso.
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Capitulo 1

EL PROBLEMA

1.1. Seleccion del problema

Cuando se intenta modelar fenémenos del mundo real, como sucede con los mo-
delos asociados en la dindamica poblacional, en la epidemiologia, en las reacciones
quimicas, en los sistemas dinamicos, entre otros; la informacién sobre el compor-
tamiento de los fendmenos en estudio se encuentra impregnada de incertidumbre,
subjetividad, ambigiiedad, imprecision, o cualquier otro sustantivo que pueda refle-
jar una determinada caracteristica no absoluta y objetiva. La naturaleza imprecisa,
incierta o vaga de un determinado fenémeno puede estar asociado a diversos factores,
entre ellos, la inhabilidad para obtener informaciéon completa, la falta de precision
en los sistemas de medicién y la ambigiiedad relativa al uso de términos y con-
ceptos. Por ejemplo, en el caso de los modelos poblacionales, la hipdtesis establece
relaciones, entre las variables de estado y las variaciones con respecto a las variables
temporales, que involucran parametros o datos tales como la tasa de crecimiento o
mortalidad, datos iniciales, o fuerzas externas que afectan la dindmica, las cuales
son normalmente simuladas u obtenidas empiricamente generando a su vez grados

de incertidumbre e imprecision.
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En este sentido para obtener modelos mas realistas, es necesario tener en cuenta
el comportamiento incierto de los fenémenos en estudio o de la informacién asocia-
da a los mismos. Consideremos por ejemplo un modelo de crecimiento poblacional

del tipo malthusiano de la forma:

@ \p
dt (1.1.1.1.1)
P(0) = P,

Donde P(t) es el nimero de individuos en cada instante ¢, A es una constante de
proporcionalidad y F, indica el nimero inicial de individuos en la poblacién. Por
eso se plantea el problema de saber cémo se comporta la poblaciéon en el futuro. Si
consideramos que tanto A como F, se encuentran bien determinadas, es decir que
no hay datos inciertos, entonces todas las cantidades que actian en el modelo son

dados por ntimeros reales y el problema se puede resolver de manera deterministica.

Ahora supongamos que el modelo (1.1.1.1.1) quiere describir la evaluacién de la
poblacién P(t) de personas consumidoras de alcohol dentro de un determinado pais
en cualquier instante de tiempo t, partiendo de una poblacién inicial de consumi-
dores Fy. Si cada individuo de la poblacion puede ser clasificado dicotémicamente
como consumidor de alcohol o no consumidor, el problema puede ser resuelto de
manera determinista tomando de manera separada las poblaciones de consumido-
res y no consumidores. Por el contrario, si la caracteristica de ser consumidor de
alcohol depende del tipo, la cantidad, la frecuencia de consumo de alcohol, estamos
forzados a caracterizar gradualmente la caracteristica ”ser consumidor de alcohol”.
Asi, a cada individuo dentro de la poblacién de consumidores de alcohol se le puede
asignar un grado de pertenencia a dicha clase, de manera tal que un individuo que
consume alcohol diariamente tenga un mayor grado de pertenencia a la clase que
un individuo que consume un par de copas de vino en eventos sociales. Ante este
ultimo panorama, una manera de abordar el problema es considerarlo en el contexto

del andlisis difuso, viendo el problema (1.1.1.1.1) como un problema de valor inicial
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difuso, para lo cual, se empieza por saber cémo modelar ese conjunto que describe
la caracteristica subjetiva proveniente de los grados de consumo de alcohol. Una
manera eficiente de representar matematicamente conjuntos en los que la transicion
entre la pertenencia y no pertenencia de una variable a un conjunto es gradual, es a
través del concepto de conjunto difuso, concepto que fue introducido por Lofti Asker

Zadeh, en su trabajo " Fuzzy Sets”1965.

Un conjunto difuso es una clase de objetos con grados continuos de membresia.
Dicho conjunto se caracteriza por una funcion de membresia que varia entre cero
y uno. Las nociones de inclusion, union, interseccion, complemento, relacion, con-
vexidad, etc., se extienden a tales conjuntos, y se establecen varias propiedades de

estas nociones en el contexto de conjuntos difusos (Zadeh 1965).

La idea de Zadeh fue ampliar el recorrido de la funcién de pertenencia de un elemen-
to a un conjunto, de tal manera que en lugar de limitarse a los valores del conjunto
discreto {0, 1} que describe un conjunto clasico, la imagen de la funcién de perte-
nencia pudiera variar en el intervalo compacto [0, 1]. A partir de la introduccién del
concepto de conjunto difuso, la investigacién en el area ha venido creciendo desde el
punto de vista tedrico y en diversas aplicaciones como en la ingenieria (Bensick et al.
2006), (Guo, Xue y Li 2003), (Oberguggenberger y Pittschmann 1999), la medicina
(Abbod et al. 2001), (Bassanezi y Marin 2002), (Helgason y Jobe 1998), (Nieto y
Torres 2003), biologia (Barros y Bassanezi 2010), (Barros, Bassanezi y Tonelli 2000),
(Guo y Li 2003), (Massad et al. 2008), economia (Chang, Yao y Lee 1998), (Lee y
Yao 1999), (Lin y Yao 2000), (Mahata y Mahata 2011) y andlisis de imédgenes (Es-
pinola, Asis y Rodriguez 2011).

Ademas, la mayoria de las investigaciones mencionadas anteriormente se realizaron

bajo la nocion de H-diferenciabilidad para funciones difusas, que fueron introducidas
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por Puri y Ralescu (1983). A partir de entonces, Kaleva (1987) y Seikkala (1987),
usaron la H-diferenciabilidad para desarrollar conceptos y teoremas para las ecua-

ciones diferenciales difusas (EDDs).

Por tal razén, esta investigacion se enmarca en la teoria de ecuaciones diferen-
ciales difusas. Sabiendo que las ecuaciones diferenciales difusas sirven para modelar
problemas de ciencia e ingenieria y otras areas que involucran el cambio de una
variable respecto a la otra. Por eso existen una gran cantidad de investigaciones con
el fin de dar las mejores fundamentaciones tedricas de las EDDs, como el problema
de Cauchy difuso (Song y Wu 2000), (Chalco, Rojas y Roman 2007), ecuaciones
integro-diferenciales difusas (Alikhani, Bahrami y Jabbari 2012), las ecuaciones re-
lacionales difusas (De Baets 2000), las ecuaciones diferenciales difusas (Lupulescu
2009), las ecuaciones diferenciales estocasticas difusas (Feng 2000) y las ecuaciones
diferenciales fraccionarias difusas (Agarwal, Lakshmikantham y Nieto 2010), (Allah-
viranloo y Abbasbandy 2012).

También se han realizado varios estudios para obtener las soluciones numéricas de
las ecuaciones diferenciales difusas bajo la nocién de H-diferenciabilidad (Ahmad,
Hasan y De Baets 2013), (Friedman, Ming y Kandel 1999); ademds se analizaron los
métodos de Euler difuso, el método de Taylor difuso y los métodos de Runge-Kutta
para EDDs (Abbasbandy y Allahviranloo 2004), (Ghazanfari y Shakerami 2011),
(Palligkinis y Famelis 2009), (Pederson y Sambandham 2008) y observaron que la
solucién obtenida para una ecuacion diferencial difusa no era muy adecuada, dado
que el didmetro de la solucién y(t) no estaba acotado cuando t — oo; ademas el
significado de H-diferenciabilidad era muy defectuosa puesto que muchas funciones
de variables difusas no son diferenciables. Por lo tanto, se han desarrollado diferentes
ideas y métodos para resolver ecuaciones diferenciales difusas (Bede 2013), por lo

que varios investigadores aplicaron diferentes métodos para solucionar la EDD como
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lo hicieron Buckley y Feuring (2000), donde aplicaron el principio de extensién de
Zadeh y notaron también que la solucién no era acotada en la mayoria de los casos.
Y algunos autores resolvieron una EDD como un conjunto de inclusiones diferencia-
les (Chalco y Roman 2013), (Laksmikantham y Mohapatra 2003). Entonces, para
resolver numéricamente la ecuacién diferencial difusa, llegaron a mejorar las defi-
ciencias de la H-diferenciabilidad como lo hicieron Bede y Gal (2004), donde ellos
presentaron un concepto de H-diferenciabilidad generalizada de asignaciones difusas
que les permitié obtener las soluciones de una ecuacién diferencial difusa con un

didmetro decreciente de los valores de las soluciones.

En la investigacién se utilizard los estudios de Bede (2008) que defini6 el teore-
ma de caracterizacién que proporciona ciertas condiciones bajo las cuales una
ecuacion diferencial difusa es equivalente a un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, también se hard uso de los estudios realizados por Bede y Gal (2010)
que propusieron la extension del teorema de caracterizacién para resolver las
ecuaciones diferenciales difusas bajo la H-diferenciabilidad generalizada mediante

los métodos numéricos.

Entonces, el trabajo sera resolver un problema de Cauchy difuso. Puesto que mu-
chos resultados sobre existencia y unicidad obtenidos para el problema de Cauchy
difuso son estudiados por Song y Wu (2000), y que posteriormente Chalco, Rojas y
Romaén (2007) demostraron la existencia y unicidad de soluciones bajo el concepto
de H-diferenciabilidad generalizada. Por lo tanto, para resolver numéricamente el
problema de Cauchy difuso, describiremos el método de Runge-Kutta de cuarto or-
den y también haremos uso del software matematico Matlab para graficar los puntos

de solucién.
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1.1.1. Justificacién de estudios

Esta investigacién se realiza con el propodsito de analizar y estudiar el nuevo
campo de la matematica llamada légica difusa, en la cual se brindard definiciones
y proposiciones para resolver numéricamente la ecuacion diferencial difusa bajo la
H-diferenciabilidad generalizada. Ademas, este trabajo servira de guia para los es-

tudiantes que quieran investigar en el area de la légica difusa.

1.1.2. Objetivos de la investigacion
1.1.2.1. Objetivo general

Utilizar el método Runge-Kutta de cuarto orden para resolver el problema de

Cauchy difuso bajo la H-diferenciabilidad generalizada.
1.1.2.2. Objetivos especificos

= Analizar la H-diferenciabilidad generalizada.
» Usar el teorema de caracterizacién y su extension.

= Emplear la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales di-

fusas.
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Capitulo 2

BASES TEORICAS

2.1. Antecedentes del problema

El concepto de légica y conjunto difuso fue introducido por Zadeh (1965): Un
conjunto difuso es una clase de objetos con grados continuos de membresia. Tal
conjunto se caracteriza por una funcion de membresia que varia entre cero y uno

(Zadeh 1965).

Posteriormente, se sumaron Dubois y Prade quienes dieron su aporte a la de-
finicion de la diferenciacién difusa con un principio de extension, ellos lo afirman
asi:

Este articulo trata sobre la diferenciacion con caracteristicas difusas. Es decir,
primero estudiamos la diferenciacion en un punto difuso... de un mapeo basado en
valores reales no difusa diferenciable de wvalores reales. Luego mos dirigimos a la
diferenciacion de un mapeo basado en valores reales difusos en un punto ordinario.

Ambas situaciones producen valores difusos para el derivado en general (Dubois y

Prade 1981).

Después de esto Puri y Ralescu (1983), estudiaron en como extender el concepto de

la diferenciabilidad de Hukuhara: « El propésito de este articulo es definir el concepto
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del diferencial de una funcion difusa que extiende el diferencial de una funcion de
valor establecido. Fste ultimo concepto fue definido por primera vez por Hukuhara »

(Puri y Ralescu 1983).

Entonces Kaleva y Seikkala con investigaciones por separado utilizaron la H-diferenciabilidad
para desarrollar teoremas de ecuaciones diferenciales difusas, por lo cual Kaleva afir-

ma lo siguiente:

Este articulo trata sobre asignaciones de valores difusos de una variable real cu-
yos valores son mormales, convexos, semicontinuos superiores y conjuntos difusos...
Estudiamos las propiedades de diferenciabilidad e integrabilidad de tales funciones
y damos un teorema de existencia y unicidad para una solucion a una ecuacion

diferencial difusa (Kaleva 1987).
Y Seikkala afirma lo siguiente:

El problema de valor inicial i/ (t) = f(t,y(t)),y(0) = yo, con valor inicial difuso
y con funcion determinista o difusa f se considera... Se aplican el principio de
extension y el uso de soluciones extremas de problemas deterministas de valor inicial.
Se indican generalizaciones a ecuaciones integrales difusas y ecuaciones diferenciales

funcionales difusas (Seikkala 1987).

Después de esos avances desarrollados, se comenzd a estudiar los problemas de ecua-
ciones diferenciales difusas como lo hicieran Song y Wu. «FEl teorema de existencia
y unicidad se obtiene para el problema de Cauchy y' = f(t,y), y(to) = yo, cuando
f satisface la condicion de Lipschitz » (Song y Wu 2000).

Ademads, de eso otros autores analizaron las soluciones numéricas de las ecua-
ciones diferenciales difusas, como lo hicieron Ahmad, Hasan y De Baets (2013) que

manifiestan:

Estudiamos las soluciones analiticas y numéricas de ecuaciones diferenciales di-
fusas basadas en el principio de extension. Para las ecuaciones diferenciales lineales

difusas, establecemos algunos resultados sobre el comportamiento de las soluciones
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y estudiamos su relacion con el derivado general de Hukuhara (Ahmad et al. 2013).

Esto significa que los analisis posteriores con el método numérico se hicieron bajo
la H-diferenciabilidad generalizada y con ello se analizé el método de Euler difuso,
el método de Taylor difuso y los métodos de Runge-Kutta. Ademas, al respecto de

cémo solucionar numéricamente con el método de Euler, Ahmad afirma lo siguiente:

Con el fin de aprozimar las soluciones de ecuaciones diferenciales difusas linea-
les y no lineales, proponemos una nueva fusinificacion del método de Euler cldsico
y luego incorporamos una técnica de optimizacion sin restricciones... También se
proporciona un algoritmo computacional eficiente para garantizar la convexidad de

las soluciones difusas en el dominio del tiempo (Ahmad et al. 2013).

Ademas, otros autores también analizaron las soluciones numéricas de las ecuaciones

diferenciales difusas y afirman lo siguiente:

Se consideran los algoritmos numéricos para resolver ”ecuaciones diferenciales
ordinarias difusas”(EDODs). Un esquema basado en el método cldsico de Euler se
discute en detalle y esto es sequido por un completo andlisis de error. El algoritmo
se ilustra resolviendo varios problemas de Cauchy difusos lineales y no lineales (Ma

et al. 1999).

Posteriormente se estudiaron los métodos Runge-Kutta como lo hicieran Abbas-

bandy y Allahviranloo, donde ellos afirman:

En este articulo se consideran los algoritmos numéricos para resolver ”ecuaciones
diferenciales ordinarias difusas”. Un esquema basado en el método de Runge-Kutta
de cuarto orden que se discute en detalle y esto es sequido por un completo andlisis
de error. El algoritmo se ilustra resolviendo algunos problemas de Cauchy difusos

lineales y no lineales (Abbasbandy y Allahviranloo 2002).

Luego Ghazanfari y Shakerami mejoraron los algoritmos de andlisis que estudiaron

los autores anteriormente y afirman lo siguiente:
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Aplicamos un algoritmo numérico para resolver el problema de valor inicial difuso
de primer orden, basada en formulas ampliadas del método de Runge-Kutta para
mejorar el orden de precision de las soluciones que utilizan las evaluaciones de f y

f', en lugar de las evaluaciones de f solamente (Ghazanfari y Shakerami 2011).

Posteriormente se analizaron los inconvenientes que tenian las ecuaciones diferen-
ciales difusas en su soluciéon numérica bajo la H-diferenciabilidad, por eso Bhaskar

y otros afirman lo siguiente:

Revisamos la formulacion original de las ecuaciones diferenciales difusas y propor-
cionamos ejemplos para mostrar que la teoria de las ecuaciones diferenciales difusas
es mds rica que la correspondiente teoria de las ecuaciones diferenciales ordinarias

(Bhaskar et al. 2004).

Ademas, algunos autores resolvieron de manera diferente las ecuaciones diferenciales
por los inconvenientes encontrados por Bhaskar, entonces Buckley y Feuring (2000),
aplicaron el principio de la extensién de Zadeh para resolver las ecuaciones dife-
renciales difusas, y a pesar de eso las soluciones obtenidas no eran acotadas en la

mayoria de los casos.

Posteriormente, Bede y Gal (2004), presentaron un concepto de H-diferenciabilidad
generalizada de asignaciones difusas que les permitié obtener las soluciones de las
ecuaciones diferenciales difusas con un diametro decreciente de los valores de solu-
ciones. Entonces, en la actualidad todas las soluciones numéricas de las ecuaciones
diferenciales difusas se realizan bajo el concepto de la H-diferenciabilidad generali-

zada.
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2.2. Planteamientos tedricos atingentes

2.2.1. Conjuntos difusos
2.2.1.1. Conjuntos clasicos

El concepto de conjunto es fundamental en Matemadticas e intuitivamente se
puede describir como una coleccién de objetos posiblemente vinculados a través de
algunas propiedades. Un conjunto clasico tiene limites claros, es decir, t € Aot ¢ A,

que excluye cualquier otra posibilidad.

Teorema 2.2.1.1.1. Sea X un conjunto y A un subconjunto de X (A C X).

Entonces la funcién

1 site A
0 sitg A

ya(t) =

es llamada la funcion caracteristica del conjunto en A.

Dados A y B dos conjuntos en X, con sus respectivas funciones caracteristicas y4 y

yg, que cumplen las siguientes definiciones :

Definicién 2.2.1.1.2 (Unién). AUB = {t € X|t € AVt € B}. Su funcién

caracteristica es:

yaup(t) = max{ya(t),ys(t)}

Definicién 2.2.1.1.3 (Interseccién). ANB = {t € X|t € ANt € B}. Su funcién

caracteristica es:

Yans = min{ya(t), ys(t)}

Definicién 2.2.1.1.4 (Complemento de A en X). A’ = {t € X|t ¢ A}. Su

funcién caracteristica es:
yar(t) =1 —yal(t)
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2.2.1.2. Subconjuntos difusos

Los conjuntos difusos fueron introducidos por L. Zadeh en (Zadeh 1965). La
definicion de un conjunto difuso dada por L. Zadeh es la siguiente: Un conjunto
difuso es una clase de objetos con grados continuos de membresia. Entonces, un
subconjunto difuso A en un referencial (universo del discurso) X se caracteriza por
una funcién de membresia A que asocia con cada elemento t € X un numero real
ya(t) € [0,1], que tiene la interpretacion y4(t) es el grado de membresia de ¢ en el

subconjunto difuso A.

Definicién 2.2.1.2.1 (Zadeh 1965). Un conjunto difuso A (subconjunto difuso

de X) es una funcién
ya: X —[0,1]
donde y4(t) es el grado de pertenencia de ¢ al subconjunto difuso A.

Observacién 2.2.1.2.2. Denotaremos por F(X) la coleccién de todos los subcon-

juntos difusos de X, es decir F(X) ={y/ y: X — [0,1]}.

Observacién 2.2.1.2.3. Un subconjunto clasico es un caso particular de un con-

junto difuso dado.

Observacion 2.2.1.2.4. Un subconjunto clésico, en el lenguaje difuso, es denomi-

nado por subconjunto crisp.

Observacién 2.2.1.2.5. Podemos decir que un subconjunto difuso y4 de X es dado

por un conjunto clasico de pares ordenados:

A={(t,yalt)), teX}

2.2.1.3. Operaciones entre subconjuntos difusos

En esta subseccién estudiaremos las operaciones tipicas de subconjuntos difusos,

como la unién, la interseccion y el complemento. Sean A, B € X dos subconjuntos
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difusos, con funciones de pertenencia indicadas por y4 y yp respectivamente.

Figura 1: Subconjuntos difusos A y B.

Escribimos A C B, si ya(t) < yp(t) para todo t € X. Recordemos que la funcién
de pertenencia del conjunto vacio (@) es dada por yg(t) = 0 en cuanto al conjunto
universo (X)), tiene la funcién de pertenencia yx (t) = 1, para todo ¢ € X. Asi mismo

podemos decir que ) C Ay que A C X para todo A (Barros y Bassanezi 2010).

Definicién 2.2.1.3.1 (Unién). Sean A, B € F(X). La unién de A y B es el

subconjunto difuso F(X), cuya funcién de pertenencia es dado por

Yaup)(t) = max{ya(t), ys(t)}, vt € X

Figura 2: (a) Unién de subconjuntos difusos A y B.

Definicién 2.2.1.3.2 (Interseccién). Sean A, B € F(X). La interseccién de A y

B es el subconjunto difuso F(X) cuya funcién de pertenencia es dado por

Yoans) (t) = min{ya(t), ys(t)}, Vt € X

Definicién 2.2.1.3.3 (Complemento). Sea A € F(X) un subconjunto difuso. El
complemento de A es el subconjunto difuso A’ de X cuya funcién de pertenencia es

dado por
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(b)
Figura 3: (b) Interseccién de subconjuntos difusos A y B.

yA’(t) =1- UA(t), Vit eX

Figura 4: (c¢) Complemento del subconjunto difuso A.

Definicién 2.2.1.3.4. Los subconjuntos difusos A y B de X son iguales si sus

funciones de pertenencia coinciden, esto es, si y4(t) = yp(t) para todo t € X.

Definicién 2.2.1.3.5 (a-nivel). Sea A un subconjunto difuso de X y a € [0, 1].

Los conjuntos de a-nivel de A son definidos como los conjuntos clasicos
[Al*={t € X : ya(t) > a} parad < a <1

Definicién 2.2.1.3.6. Si supp A = {t € X : ya(t) > 0} se llama el soporte del

subconjunto difuso A.

Observacién 2.2.1.3.7. En el lenguaje matematico, [A]° es el cierre del soporte
de A y es indicado por suppA. Esta consideracion es imprescindible para atender
ciertas situaciones tedricas. Note que el conjunto {t € X : ya(t) > 0} = X no es

necesariamente igual a [A]° = suppA.

Ejemplo 1. Sea X = R el conjunto de los ntimeros reales, y A un subconjunto
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difuso de R con la siguiente funcién de pertenencia
t—1 si1<t<?2
ya(t) =43 -t si2<t<3
0 sité¢ll,3)

Solucion: En este caso tenemos su « de corte dado por:

1 [4]% 3

Figura 5: a-niveles: [A]* y [A]° # X.

[A]* = [a(az — a1) + a1, —a(az — az) + az] = [(2 = 1) + 1, —a(3 — 2) + 3]
[A]* =[a+ 1,3 —0a] y [4]° =[1,3[ = [1, 3].

Ejemplo 2. Sea X = [0,1] y A un subconjunto difuso de X cuya funcién de perte-
nencia es dada por y4(t) = 4(t — t?). Entonces, dado que 4(t — t?) = «, tenemos:

[A]® = %(1 —V1-a), %(1 ++/1 —a)| para todo a € [0, 1].

Figura 6: a-niveles: [A]* y [A]° = X.

Definicién 2.2.1.3.8. Si [A]' = {t € X : ya(t) > 1} se llama el nicleo del

subconjunto difuso A.
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Teorema 2.2.1.3.9. Sean A y B subconjuntos difusos de X. Una condicién nece-
saria y suficiente para que A = B es que [A]* = [B]*, para todo a € [0, 1].

Demostracién: Es claro que A = B = [A|* = [B]* para todo « € [0, 1].

Supongamos ahora que [A]* = [B]® para todo o € [0,1]. Si A # B entonces existe
t € X tal que ya(t) # yp(t). Luego, tenemos que ya(t) < ygp(t) o ya(t) > yp(t).
Suponiendo y4(t) > yp(t), podemos concluir que t € [A]4®) y t ¢ [B]¥4® y por
tanto, [A]vA®) #£ [B]¥A® 1o que contradice la hipétesis [A]* = [B]®. De manera

analoga llegamos a una contradiccién si admitimos que ya(t) < yp(t). [

Corolario 2.2.1.3.10. La funcién de pertenencia y4(t) de un subconjunto difuso A
puede ser expresada en términos de su funcién caracteristica de sus a-niveles, esto

€s

) 1 site[A]”
ya(t) = sup minfa,ypae(t)], donde ypaa(t) =
ael0.1] 0 sité [P

2.2.2. Numeros difusos
2.2.2.1. Definicién de numeros difusos

Los nimeros difusos generalizan los niimeros reales y ademas, un ntimero difuso
es un subconjunto difuso de la recta real que tiene algunas propiedades adicionales.
El concepto de nimero difuso es béasico para el andlisis difuso y las ecuaciones dife-
renciales difusas, y es una herramienta muy 1util en varias aplicaciones de conjuntos

difusos y la logica difusa.

Definicién 2.2.2.1.1 (Diamond y Kloeden 2002). Considere un subconjunto
difuso de la recta real y : R — [0, 1]. Entonces y es un nimero difuso si satisface las

siguientes propiedades
i. y es normal, es decir 3ty € R con y(to) = 1;

ii. y es difuso convexo, es decir; y(ht + (1 — h)x) > min{y(t), y(x)},Yh € [0, 1],
t,x e R;
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iii. y es semicontinuo superior en R, es decir; Ve > 0 30 > 0 tal que

ly(t) —y(to)| < &lt —to| < 6.

iv. y es apoyada de manera compacta, es decir; cl{t € R;y(t) > 0} es compacta,

donde cl(A) denota la cerradura del subconjunto A.

Observacion 2.2.2.1.2. Denotamos por Rz el espacio de los nimeros difusos y

«

convexos, ademds se usard esta notacion [y|* = y,.

Observacion 2.2.2.1.3. Obviamente, cualquier nimero real también es un nimero

difuso, es decir, R C Rx. Aqui R C Rz se entiende como
R = {yq; es un numero real}

Yy es un nimero difuso singleton para cualquier niimero real dado ¢ € R.
Ademas, los numeros difusos generalizan los intervalos cerrados. De hecho, si I de-

nota el conjunto de todos los intervalos reales, entonces I C Rz, donde

I = {yap; la,b] es un intervalo real}

1=06

Figura 7: Un numero difuso singleton.

Teorema 2.2.2.1.4 (Teorema de Apilamiento (Negoita y Ralescu 1975)).

Si y € R es un niimero difuso y y, son sus conjuntos de a-nivel, entonces:

i. y, es un intervalo cerrado y, = [y, , ¥ ], para cualquier « € [0, 1];
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ii. Si0<a; <as <1, entonces Yo, C Ya,-

ili. Para cualquier sucesién «a,, que converge inferiormente a « € (0, 1], tenemos

ﬂ Yo, = Yar-
n=1

iv. Para cualquier sucesion «,, que converge superiormente a 0 , tenemos

cl (U yan> = Yo-
n=1

Demostracién: (i) Veamos primero que todos los conjuntos y, son no vacios y
acotadas, ya que y; # () y porque yo estd acotado (un conjunto compacto en R
estd cerrado y acotado). Sea y un nimero difuso y « € (0, 1]. Si a,b € y,, entonces

y(a) > ay y(b) > «. Entonces, de la convexidad difusa, si ¢t € [a, b] obtenemos

y(t) = min{y(a), y(b)} = «
es decir, t € [a, b]. Como conclusién y contiene cualquier intervalo cerrado [a, b] junto
con los puntos [a, b] esto significa que y,, es convexo. Todo lo que queda por demostrar
es que ¥, es cerrado. La semicontinuidad superior implica que si y(ty) < «, entonces
hay un intervalo abierto W con t, € W tal que y(t) < «,Vt € W. Inmediatamente
se deduce que el conjunto {t| y(t) < a} es abierto y luego tiene un complemento
cerrado, es decir, y, es cerrado. En la recta real, los conjuntos cerrados convexos son

intervalos cerrados, por lo que y, es un intervalo cerrado para cualquier « € [0, 1].

(ii) Se comprueba que (ii) se cumple. De hecho, si 0 < a; < ay < 1 entonces si
t € ya, entonces y(t) > ag > ay y asi, t € yo,. Si ¢y = 0 0 ay = 0 entonces la

demostracién de (ii) es inmediata.

(iii) Sea a,, — « no decreciente. Entonces y,, C ¥a,_,, €8 una sucesién decreciente
de intervalos cerrados ya, = [y,.,¥. ]. Entonces vemos que ¥, ,y. convergen, en

cuyo caso y, — a,yl —by
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la,b] = ﬂ Yo, -
n=1

Tenemos que probar que y, = |a,b]. Para un determinado ¢ € [a, b] tenemos

y(t) = min{y(a),y(b)}-

Entonces, es suficiente mostrar que y(a) > ay y(b) > «. Supongamos que y(a) < «,
entonces como y es semicontinua superior, hay una vecindad W de a, tal que
y(t) < a. Esto implica la existencia de un rango N € N con y(y, ) < « para
cualquier n > N. Entonces, como «a,, — « obtenemos que existe n € N tal que
Y(ya, ) < an que es una contradiccién. Luego se sigue que y(a) > «. De manera si-
milar, podemos mostrar que y(b) > «, entonces y(t) > « y luego [a, b] C y,. De (ii),
tenemos que y, C yq, € implica y, C [a, b]. Luego, finalmente obtenemos y,, = [a, b],

es decir,
o0
ﬂ Yar, = Ya-
n=1

(iv) Para (iv) observamos que la inclusién

U yan g Yo
n=1

es admitida. Como yq es cerrado, obtenemos

cl (U yan> C %

n=1

Reciprocamente, t € gy, implica que hay una secuencia
tn € {x € R;y(t) > 0}

que converge a t. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que

tn € Yo, G You-

n=1

tec (G yan>.
n=1
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Las dos inclusiones conducen a la conclusién requerida. [

Observacion 2.2.2.1.5. Los puntos extremos de a-nivel del conjunto y, estan

dados por y, = infy, y y = sup y,. Entonces también y, = [y, , vy} ].

2.2.2.2. Teorema de Caracterizacion de los Nuimeros Difusos

El siguiente Teorema es el Teorema de Caracterizaciéon de Negoita-Ralescu, y es

el reciproco del Teorema de Apilamiento.

Teorema 2.2.2.2.1 (Teorema de Caracterizacién (Negoita y Ralescu 1975)).

Dada una familia de subconjuntos {M, : a € [0,1]} que satisface las condiciones
(i)-(iv)
i. M, es un intervalo cerrado no vacio para cualquier « € [0, 1].

ii. Si0<a; <as <1, tenemos M,, C M,,;

iii. Para cualquier secuencia «a,, que converge inferiormente a « € (0, 1] tenemos
oo
() Ma,, = My;
n=1

iv. Para cualquier secuencia «,, que converge superiormente a 0, tenemos

cl (G Mom) = Mo.
n=1

Entonces existe un tnico y € Rz, tal que y, = M, para cualquier « € [0, 1].

Demostracién: Sea M, que cumple las propiedades de (i)-(iv). Entonces, definien-
do
0 sit ¢ M,
sup{a € [0,1]]t € M,} site€ M,

y(t) =
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Obtenemos un nimero difuso (es decir, y es un conjunto difuso normal, convexo,
semicontinuo superior y con soporte compacto). Los conjuntos de niveles de y son
Yo = My, a € (0,1] y yo € My. Ahora probamos estas declaraciones paso a paso.
Normal: Como M; no es vacio, para t € M; tenemos y(to) = 1, para algun t, € M,
entonces y es normal.

Convexo difuso: Para probar la convexidad difusa consideramos ahora un elemento
fijo en un intervalo fijo

t € [a,b] € M,. Suponer que

y(a) = a, = sup{ala € M,}

y(b) = a, = sup{alb € M,}.

Supongamos que a, < ap. Luego de (ii) tenemos M,, C M,, asi queb € M,, C M,,.
Ahora dados a,b € M,, como M, son intervalos cerrados, se sigue que |a,b] C M,,,.

Entonces

y(t) = aq = y(a) = min{y(a), y(b)}.
Se puede seguir, en el caso de que o, > .
"yo = M,” Ahora probemos que y, = {t|y(t) > a} = M, por doble inclusion. Sea
ap € (0,1] es fijoy t € M,,. Luego ag € {alt € M,}. Entonces

y(t) = sup{aft € My} >

y esto implica ¢ € y,,. Por lo tanto hemos obtenido M,, C y,,. Para la inclusién
simétrica consideramos t € y,,, es decir, y(t) > ap. Ahora supongamos que se
mantiene la desigualdad estricta y(t) > ag. Entonces sup{t € M,} > ay y existe
a3 > ap cont € M,,. Dado que M,, C M,, de acuerdo con (ii), obtenemos t € M,,
que completa el razonamiento en este caso.

Si suponemos

y(t) = o = supfa|t € M,}
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luego existe una secuencia o, que converge inferiormente a o, de modo que t € M, ,

n > 1. De (iii) tenemos
t e m Man = Mao'
n=1

Como conclusién obtenemos y,, C M,,. Asi que Yo, = My, -

Semicontinuidad superior: Dado que y, = M, estan cerrados de acuerdo con (i)
tenemos el complemento de y,, que es R\ y, = {t|y(f) < a} un conjunto abierto.
Esto implica que y es semicontinuo superior.

Soporte compacto: Observamos que
yo = cl{tly(t) > 0} = el [ J{tly(t) > v} = el | J M,
n=1 n=1

es cerrado y tenemos y, = Mj. Finalmente obtenemos que yy es un subconjunto

acotado de la recta real. Entonces, es compacto. [

Observacién 2.2.2.2.2. El siguiente par de teoremas se debe a Goetschel y Vox-
man (Goetschel y Voxman 1986) y ofrece otra representacién de un nimero difuso
como un par de funciones que satisfacen algunas propiedades. La representacion
proporcionada por este teorema se denomina representacion LU (Inferior-Superior)

de un numero difuso.

Teorema 2.2.2.2.3 (Representaciéon-LU (Goetschel y Voxman 1986)). Sea
y un numero difuso y sea y, = [y, ,v,] = {t| y(t) > «a}. Entonces las funciones
y~,yt :[0,1] — R, definen los puntos finales del conjunto de a-nivel, satisfaciendo

las siguientes condiciones:

(i) ¥y~ (a) =y, € R es una funcién acotada, no decreciente, continua a izquierda

en (0,1] y es continua por la derecha a 0.

(i) y" (o) =yt € R es una funcién acotada no creciente, continua a izquierda en

(0,1] y es continua por la derecha a 0.
(1) g <y
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Demostracion: Para un y € R dado, y dado 0 < a1 < as < 1, del Teorema de

Apilamiento, obtenemos y,, C ¥,,. Entonces, tenemos

Yo < Yo <UL <yl <ud, < Wl
Vag, as,0 < a3 < as < 1 lo que implica inmediatamente las propiedades de monoto-
nicidad y (iii). La continuidad a izquierda en (0, 1] se deriva de la propiedad (iii) del
Teorema de Apilamiento. En efecto, sea ag € (0, 1] fijo y «, converge inferiormente
a «ap, es decir, o, — «ap. Luego de la propiedad (iii) del Teorema de Apilamiento,

obtenemos

m Ya, = Yoo
n=1

lo que inmediatamente implica y, — vy, v yd — yd , es decir, ambas funciones
son continuas a izquierda en o € (0,1] arbitrario. Para probar la continuidad a
derecha en 0 consideramos «, — 0, una secuencia que converge superiormente a 0.

Tenemos
yo = cl{t] y(t) > 0} = cl [ J{t] y(t) > an} = (U yan) ~

Como y, es compacto, es cerrado y acotado, obtenemos y, — yo v ya — ys, lo

que implica una continuidad por la derecha a 0. [ |

Observacién 2.2.2.2.4. El reciproco de la Representacion-LU es el Teorema de

Caracterizacién de Goetschel y Voxman.

Teorema 2.2.2.2.5 (Goetschel y Voxman 1986). Consideremos las funciones

vy, yt :[0,1] —» R, que satisfacen las siguientes condiciones:

(i) vy (o) =y, € R es una funcién acotada, no decreciente, continua a izquierda

en (0,1] y es continua por la derecha a 0.

(i) y™(a) = yF € R es una funcién acotada, no decreciente, continua a izquierda

en (0,1] y es continua por la derecha a 0.
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(iil) y; <y

Entonces existe un nimero difuso y € Rz que tiene y_, y;r como puntos extremos

de sus conjuntos de a-nivel, y,.

Demostracién: Probaremos que los conjuntos M, = [y, , vy ] satisfacen las condi-
ciones del Teorema de Caracterizacién de Negoita y Ralescu y luego esta familia de
subconjuntos define un nimero difuso y € Rx. De las propiedades de monotonici-
dad y de (iii), obtenemos inmediatamente y_ <y, < yi <y < Yt <yt yesto
implica que M, = [y, ,y.}] no son intervalos cerrados vacios y que M,, C M,,, para
cualquier a; < a. Consideremos ahora una sucesién «,, que converge inferiormen-
te a o € (0,1]. Luego, a partir de las propiedades de continuidad por la izquierda

obtenemos y, — y, v y+ — y4 y luego, tenemos

() Ma,, = M.
n=1
De la continuidad por la derecha a 0, obtenemos
c{t e R: y(t) >0} = M,.
Entonces existe y € Rz, tal que
Yo = Ma = [y;7y;r]

para cualquier « € [0, 1]. |

2.2.2.3. Numeros difusos L-R

Los llamados numeros difusos L — R se consideran importantes en la teoria
de conjuntos difusos. Los nuimeros difusos L — R y sus casos particulares, como
por ejemplo los niimeros difusos triangulares y trapezoidales, son muy ttiles en las

aplicaciones (Bede 2013).

Definicién 2.2.2.3.1 (Dubois y Prade 1987). Sea L,R : [0,1] — [0,1] dos
funciones continuas crecientes que cumplen L(0) = R(0) =0, L(1) = R(1) = 1.
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Sea a; < a; < af < af ntmeros reales. El conjunto difuso y : R — [0,1] es un

numero difuso L-R si

0 sit <ag
L(Iﬁ_ﬁaa_> sia, <t<ay
a1 —qg
— s - +
y(t) = 1 sia] <t<aj
+_ .
R(io i) sial <t<af
g —4
© ot
\ 0 stay <1

Simbdlicamente, escribimos y = (ag,ai,ai,ay)r g, donde [a;,a]] es el nicleo de

Y,y a=a; —ay,a = aj —aj se denominan propagacién a izquierda y derecha
respectivamente. Si y es un nimero difuso L-R, entonces sus conjuntos de a-nivel se

pueden calcular como

Yo = [ag + L7 (@)a, a5 — R™H()a].

Como un caso particular, obtenemos los niimeros difusos trapezoidales cuando
las funciones L y R son lineales. Un niimero difuso trapezoidal u puede representarse

por el cuddruple (a,b,c,d) € R, a <b<c<d,

(

0 sit<a
© <é:—‘; sia<t<b
y g
1 sib<t<c¢

% sid<c
\ —C
En este caso, los puntos finales de los conjuntos de a-nivel estan dados por

vo = a+a(b—a)

yl =d—ald—c)

«
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0.9
U,B_‘.
1 Ya(t)
0.7

0.6
0.5:
0,4‘:
0,3__
0.2

0.1

0.0

Figura 8: Numero difuso trapezoidal.

Si b = ¢ en la representacién (a, b, ¢, d), es numero difuso llamado niimero difuso
triangular. Entonces el triplete (a,b,¢) € R? a < b < ¢ es suficiente para repre-

sentarlo (Bede 2013).

0.3 -
0.2

0149

0.0

Figura 9: Numero difuso triangular.

Ejemplo 2. Consideremos L, R : [0,1] — [0,1], L(t) = R(t) = t?. Sea a] = af =1
y a = 1,a = 2 respectivamente. Entonces, el nimero difuso L — R tiene su conjunto
de nivel como:

a=a, —ay =>1=1—-a, = a5 =0
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a=af —af =2=af —1—>af =3
Sea x = t? entonces la inversa es t = /z = L7 (z)
Yo = lag + L7 (a)a, a5 — R7}(a)d]

Yo = [\/573_2\/5]‘

2.2.3. Aritmética difusa
2.2.3.1. Principio de Extension de Zadeh

A menudo, tenemos que realizar operaciones con parametros inciertos. En este
caso, tendremos que definir las contrapartidas difusas de las operaciones clasicas
entre ntimeros reales.

Comenzamos nuestra discusion sobre la aritmética difusa con el Principio de Ex-
tension de Zadeh, que sirve para extender una funcién de valor real en una funcion

difusa correspondiente.

Definicién 2.2.3.1.1 (Principio de Extensiéon de Zadeh). Sea f una funcién
tal que f: X — Z y A un subconjunto difuso de X. La extension de Zadeh de f es
la funcién quue aplicada a A, proporciona un subconjunto difuso f(A) de Z, cuya

funcién de pertenencia es dada por (Barros y Bassanezi 2010)

up ya(t) si f71(z) #0
yf(A)(Z) =/
0 si f7Hz)=10
donde f~(2) = {t; f(t) = 2} se denomina la pre-imagén de z .
Observacion 2.2.3.1.2. Podemos observar que si f fuera una funcién biyectora,

entonces
{t:f(t) =2} ={f" ()},

y que f~! es la funcién inversa de f.

Observacion 2.2.3.1.3. Observamos que si A es un subconjunto difuso de X, con

funcion de pertenencia u4, vy si f es biyectora, entonces la funcion de pertenencia
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de y(A) es dada por

Uiy (2) = sup ya(t)= sup yalt) = ya(f'(2)).
{t:f(t)==} {tef~=1(z)}

El proceso del grafico para la obtencién de la extension ]/“\de f esta ilustrado a seguir

(Figura 10), en el caso en que f sea biyectora.

Observacién 2.2.3.1.4. Sea f : X — Z una funcién inyectora y A un subconjunto

difuso de X, numerable (o finito), es dado por

A= Z ya(t:)/t:.

~

Entonces, el principio de extension garantiza que f(A) es un subconjunto difuso de

Z, dado por
f(A) = f(Z yA(ti)/tz) = ZyA<ti>/f(ti)'

Por tanto, la imagen de A por f puede ser deducida del conocimiento de las imagenes

~

de t; por f. El grado de pertenencia de z; = f(¢;) en f(A) es el mismo de ¢; en A.

Y fwy z i 4
\\\ /
l p .
\la Pt

o yj{

Figura 10: Imagen de un subconjunto difuso a partir del Principio de Extension para

una funcion f .

Ejemplo 1. Sea f(t) = t?,t > 0 y A un conjunto difuso con soporte enumerable.

Entonces

FlA) = ualt)/£(t) = 3 walti) /22
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El Principio de Extension extiende el concepto de una funcién aplicada a un sub-
conjunto clésico de X. De hecho, sea f : X — Z y A un subconjunto (clésico) de X.
La funcién de pertenencia de A es su funcion caracteristica. La extension de Zadeh

~

de f aplicada a A, es el subconjunto f(A) de Z, cuya funcion caracteristica es

) 0 1 size f(A) )
aanl2) = su x = = z
Ui {t:f(t)p:z} . 0 sizé¢ f(A) T

Por tanto, la funcién de pertenencia del conjunto difuso f(A) coincide con la funcion

caracteristica del conjunto crisp f(A), esto es, el conjunto difuso f(A) coincide con

el conjunto clésico f(A):

F(A) = f(A) = {f(a) : a € A}.

Teorema 2.2.3.1.5. Sea f : X — Z una funcién continua y A un subconjunto

difuso de X. Entonces, para todo « € [0, 1] vale

~

[F(A)]" = f(A])

Ejemplo 2. Considere el subconjunto difuso A de niimeros reales cuya funcién de

pertenencia es dado por

At —12) siteo,1]
0 sitélo,1]

ya(t) =

Hallamos los « niveles de la funcién de pertenencia dada:
1 1
A = {5“ V@)t m)}

Consideremos la funcién real f(t) = t* para t > 0. Como f es creciente, tenemos

FAY] = | 50~ VI= ), £+ V=)

2
_ E(l VIt by my]
— [F(A)°
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Observaciéon 2.2.3.1.6. Naturalmente, se plantea la pregunta si un nimero difuso

en la entrada genera un numero difuso en la salida.
Ejemplo 3. Consideremos la funcién f(t) = €' y el nimero difuso triangular dado
por la terna A = (0;in 2;in 3). De acuerdo a los teoremas estudiados, ]?(A) que-

da determinada por sus a-niveles.Vemos que los a-niveles de A son los intervalos

(Barros, Bassanezi 2010)

[A]* = [(In 2)a, (In 2 — In 3)a + In 3] = [ln 2 In (3 (§>a)] ,

con a € [0,1].

Vamos ahora a obtener los a-niveles de f(A) por medio del Teorema 2.2.3.1.5, o sea

e = sap) = 1 (|m s (3) ) = [23(3) |

~

con « € [0,1]. La Figura 11 ilustra f(A) de este ejemplo. Por tanto,

t
fith=e

1 I
1 fn2: 'in3

Figura 11: Extensién de Zadeh del nimero difuso triangular A = (0;In 2;In 3) para

£(t) =e.

~

e Si a =0 entonces [f(A)]° = [1, 3];
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e Sia= % entonces [fA(A)]l/2 = [v/2,V6];

~

e Si a =1 entonces [f(A)]' = {2}.

Ahora verificamos que los puntos (1,0); (v2,3) v (2,1) no estdn alineados. Luego

F(A) no es ntimero difuso triangular.

Teorema 2.2.3.1.7 ((Nguyen 1978) y (Barros, Bassanezi y Tonelli)). Da-
da una funcién continua f : R — R, se puede extender a una funcion difusa
F: Rr — Rz, y dado y € Ry podemos determinar y = F(x) € Rz por sus

conjuntos de a-nivel y, = F(x,),Va € [0, 1], es decir, tenemos y, = [y, , y. ], donde

Yo = mf{f(t)|t € ya}
Y = sup{f(t)|t € ya}-

Yo, @ € [0, 1] denota el conjunto a-nivel de y.

Demostracion: Primero probaremos que si y, v T, son conjuntos de a-nivel de los
conjuntos difusos y y y = F(x) respectivamente, entonces z, = f(yq)-

El caso f~'(p) = 0 se cumple. Si f~!(p) = 0 tenemos = = F(y) dado como

z(p) = sup{y(?)|t € X, f(t) = p}.

Sit € y, entonces y(t) > « e implica también que x(p) > « y entonces
p = f(t) € x4, es decir, f(yo) C z,. Por otro lado si z(p) > « entonces para

cualquier € > 0 existe un t € f~1(p) tal que

2(p) —e <y(t)
lo que implica y(t) > a y asi, obtenemos que la extensiéon de Zadeh satisface

Zo C f(Ya), por lo que finalmente x, = f(y,). Entonces, si x, = [z, 2], obtenemos

a)) o

o = Wf{f(1)[t € ya}
7o = sup{f(t)[t € ya}-
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Probemos ahora que si y, son conjuntos de a-nivel de un numero difuso y € Rz
entonces r, = f(y,) define los conjuntos de a-nivel de un nimero difuso x € Rg,
x = F(y). Para este objetivo demostraremos que z, satisface las hipdtesis de la
caracterizacion de Negoita-Ralescu. Primero observamos que dado ¥, son intervalos
convexos compactos y como f es continuo, obtenemos z, = f(y,) convexo compacto.
Esto significa que z,, es un intervalo cerrado para cualquier a € [0, 1].

Si a < B entonces tenemos yg C y,. Esto implica

75 = f(Ys) € f(Ya) = Ta

Consideremos la secuencia «,, que converge inferiormente a a. Entonces

m Yo, = Ya-
n=1

Vamos a demostrar que

0
ﬂ Lo, = La,
n=1

es decir,

ﬂ f(yan) = f(ya)

lo cudl es equivalente a

ﬂ f(yozn) =f (ﬂ yan>

pEf(ﬂyan>.

Entonces existe un x € y,,,¥n = 1,2,... tal que p = f(t). Entonces p € f(ya,,),

Sea

Vn =1,2,..., es decir,

pe () fWa)

Por otro lado sea

P () fWan).
n=1
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Entonces, p € f(Ya, ), Vn = 1,2, ... Entonces existe un t,, € u,, con p = f(t,), Vn =
1,2, ... Como t, es una secuencia acotada y como t,, € yo con yo compacto, obtenemos
la existencia de una subsecuencia t,,,k = 1,2, ... que converge. Sea t = lji{go tn, -
Vemos que t € y,. De hecho, y, C ya,,Vn = 1,2, ... y si suponemos que t ¢ vy,
obtenemos que existe k tal que t ¢ y;.Teniendo en cuenta que t = hm o,

k—o0

obtenemos una contradiccion.

Combinando las dos inclusiones, obtenemos

)
(M o, = 70
n=1

Consideremos la sucesién a,, que converge superiormente a 0. Entonces se sabe que

cl (U ycm) = Yo

Comprobamos que dado un f continuo, tenemos f(cl C cl(f(A)), y entonces

(@) o) +(2)

lo que inmediatamente implica
zo = cl <U xan>,
n=1

y asi se cumplen las hipotesis del Teorema de Caracterizacion de Negoita y Ralescu.
Usando el Teorema, hemos demostrado que x, son conjuntos de a-niveles de un

niumero difuso, es decir, r € Rx. [ |

Definicién 2.2.3.1.8. En el caso de dos variables (f : X x Y — Z) la funcién
puede ser extendida a F': F(X) x F(Y) — F(Z) tal que w = F(y,x), donde

sup {min{y(t), z(s)}f(t,s) = 2z} sif7'(z) #0

w(z) - teX,seY

0, otro caso

Teorema 2.2.3.1.9 ((Nguyen 1978) y (Barros, Bassanezi y Tonelli)).
Si asumimos que f: R x R — R, continua, entonces podemos extenderlo a

F: Rz x Rr — Rz tal que w = F(y,x) tiene su conjunto de nivel
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Wo = {f(t,9)|t € Ya, s € T4}

para cualquier y, x € R, es decir, si w, = [w,,w]], entonces

w, = nf{f(t,s)|t € Ya,s € Ta}

wh = sup{f(t, s)|t € Ya, s € Ta}.
Demostracion: Primero probemos que si y,, T, ¥ W, son conjuntos de niveles de
los conjuntos difusos y, z y w = F(y, z) respectivamente, entonces wy, = f (Yo, Ta)-
El caso f~1(z) = 0 se cumple. Si f~!(z) # 0, tenemos w = F(y,z) dado que

w(s) = sup{min{y(t),z(s)}:t € X,s €Y, f(t,s) = z}.

Sit € Ya,s € x4, entonces y(t) > a,x(s) > oy para z = f(t,s) implica también
que w(z) > «, es decir, f(Ya, o) C ws. Por otro lado, si w(s) > « entonces para
cualquier € > 0 existe un (¢,s) € f~!(z) tal que

w(z) —e <y(t) y w(z) —e < z(s)
lo que implica y(t) > oy x(s) > « por lo tanto, obtenemos w, = f(Ya, Ta). A partir
de ahora el razonamiento es similar al resultado anterior.
Como y,, x, son intervalos convexos en R y dado que f es continua, obtenemos
Wa = f(Ya, Ta) convexo compacto.
Si o > [ entonces, tenemos yg C y, ¥ 25 C z,. Esto implica

ws = f(ys: 25) C f(Yas Ta) = Wa-

Sea ahora a,, una secuencia que converge inferiormente a . Entonces,

[eS)
() wa, = wa
n=1

Se puede obtener de una manera similar a la del teorema anterior. Finalmente, si

a, converge superiormente a 0, obtenemos

wo = cl <G wan>,
n=1

y asi, las hipdtesis del Teorema de Caracterizacién de Negoita-Ralescu se cumple y

finalmente obtenemos w € Rx. [ |
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2.2.3.2. El producto de dos nimeros difusos

El producto w = y.x de ntimeros difusos y y x, es definido a base del Principio
de Extension de Zadeh. Usando el Teorema anterior, tenemos que definir sus puntos

finales como

w, = nf{t.s| t € Yo, s € To}

«
wh = sup{t.s| t € Yo, s € xa}

El producto alcanza sus extremos en las esquinas de su dominio. Entonces

- — minfu—1— v—1+t vtr— ytet
(y‘x)a - mln{ya xa ? ya xa ? yCl{ ‘ravya 'ra

(y.o)t = méx{y,z,, yo ot yta,, ytal}

Ejemplo 4. Como un ejemplo, consideramos y = (0,2,4,6) y x = (2, 3,8). Entonces
sus a-cortes son:

v, =0+a2—-0)=2ayyl =6—a(6—4) =6—2«

«

r, =B3-2)a+2=a+2yzf=—-8-3)a+8=3-"5a

«

Entonces, los puntos finales de conjunto a-nivel de y.z son
(y.x), =2a.(a+2)
(y.x)t = (6 — 2a).(8 — 5a)
que lleva (y.x); = [6,12], (y.x)o = [0, 48].

Proposicién 2.2.3.2.1 ((Ban y Bede 2003) y (Bede y Fodor 2006)). Si
wy v son nimeros difusos positivos, entonces w = y.z es definido por w, = [w;,, w}],

donde

Wy = Yoy +Y1 T4 — Y1 Ty
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b bt 1t bt
Wo =Yg Ty T Y1 Ty — Y1 Xy,
para cada « € [0, 1], es un nimero difuso positivo.

Demostracion: Tenemos que

wh —w, = (vt —yi)et + (i —ya)er +yial —yra, >0,

para cada « > 0, y entonces w, = [w,,w}], es un intervalo cerrado.

Consideremos aq, s € [0,1], a1 < ag. Porque Yo, C Yo, ¥ Tay, S Ta,, Obtenemos

W, = Yoy T1 T Y1 Ty — Y1 T S YTy + Yy Tpy — Y1 Ty = Wy,

o et ot + .+ I s ot ot

Wa, = Yo, T1 T Y1 Tay = Y1 T < Yoo 1 + 21 Y, — Y1 T1 = Wy,

Consideremos (o, )nen que converge a « € [0, 1]. Entonces, implican que
YouT1 T Y1 Ta,, = Y121 = Yoy TY1 T — Y1 Ty

oot oot + .+ ot 4ottt

YauT1 T YL To, = Y101 > Yo Ty Y1 Ty — Y1 7 -

entonces, obtenemos que w, define un nimero difuso. [ |

2.2.3.3. Diferencia de niimeros difusos

La diferencia estandar, tiene la propiedad de que y — y # 0. Esto es un defecto
en algunos resultados tedricos y aplicaciones de nimeros difusos. Para evitar este

inconveniente se propusieron nuevas diferencias.

Ejemplo 5: Sea y = [0, 1]

y_y:[ovl]_[ovl]:[_lvl}%o

La siguiente definicién introducida por Hukuhara (Hukuhara 1967), fue uno de los

primeros métodos para solucionar el problema anterior de la diferencia (y—y # {0}).
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Definicién 2.2.3.3.1 ((Hukuhara 1967) y (Puri y Ralescu 1983)). La dife-

rencia de Hukuhara (H-diferencia ©p) es definido por
YOHT =Wy =12+ w,

Proposicion 2.2.3.3.2. Sean y, x intervalos cerrados y acotados, entonces y Oy x

existe si y solo si len(y) > len(x), siendo len la longitud del intervalo.

Ejemplo 6. Sea [—1,2] Oy [0, 2] existe ya que len([—1,2] > len([0,2]). Se tiene que
[—1,2] ©x [0,2].
[—1,2] ©g [1, 6] no existe ya que len([1,6]) > len([—1,2]).

Observaciéon 2.2.3.3.3. Si y Oy z existe, sus a-cortes son
ly ©On 7la = [ya — 24, yd — =l
Observacion 2.2.3.3.4. Se verifica que y Oy y = 0 para cualquier nimero difuso
Y.
La diferencia de Hukuhara rara vez existe, por lo que se propusieron varias alterna-

tivas y generalizaciones, por ejemplo la diferencia generalizada de Hukuhara.

Definicién 2.2.3.3.5 ((Stefanini 2008) y (Stefanini y Bede 2012)). Dados
dos nimeros difusos y, * € Rz, la diferencia generalizada de Hukuhara (gH-diferencia

abreviado) es el nimero difuso w, si existe, tal que

()y=x+w
o (i)rz=y—w
Vemos que en el caso (i) la gH-diferencia coincide con la H-diferencia, viendo asi

que la gH-diferencia generaliza a la H-diferencia.

Con esto, podemos afirmar que, dados dos intervalos y, x € Rz, se tiene:

Yy Ogm x existe en caso (i) siy solo si len(y) > len(x)

Yy Ogp T existe en caso (ii) siy solo si len(y) < len(z).
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Luego tenemos que la gH-diferencia de dos intervalos siempre existe. Podemos afir-
mar que dados y = [y,7], 7 = [z,7] € R, la gH-diferencia de ambos intervalos viene

dada por
Y Ogn = [min{y — 2,7 — T}, max{y — 2,7 — T}]

Veamos un ejemplo en el que existe la gH-diferencia y sin embargo no existe la

H-diferencia.

Ejemplo 7. Sea y = [1,2] y z = [4, §]

Y @!JH L = [17 2} ®9H [47 8] = [I’Ill/n{—3, —6},1’112;)({-3, _6}] = [_67 _3]
Sin embargo, y O © = [1,2] ©g [4, 8] no existe pues len(y) < len(x).

Proposicion 2.2.3.3.6. Para cualquier y, x € Rz, tenemos

[y Ogn #]o = [min{y, — 2z, yd — 2t} méx{y, — 2z, yl —z1}].

2.2.4. Analisis difuso
2.2.4.1. Espacios métricos de nimeros difusos

La métrica mas conocida y también la mas empleada en el espacio de niimeros
difusos, es la distancia de Hausdorff. La distancia de Hausdorff para los ntimeros
difusos se basa en la distancia clasica de Hausdorff entre los subconjuntos convexos

compactos en R"™. Recordemos la definicién de distancia en este caso (Bede 2013)

i. Sea IC la coleccion de todos los subconjuntos convexos compactos no vacios de

R"™ y sea A € K. La distancia desde un punto ¢ al conjunto A es
d(t,A) = inf{||t —a|]| : a € A}

ii. Sean A, B € K. La separacion de Hausdorff de B y Ay de A a B respectiva-

mente, son
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dj; (B, A) =sup{d(b,A): be B}
di; (A, B) = sup{d(a, B); a € A}

iii. La distancia de Hausdorff entre A, B € K es

Para el caso particular cuando A = [ay, as], B = [by, be] son dos intervalos (denota-

mos A, B € I), la distancia de Hausdorff es
dH(A, B) = HléX{lCLl — b1|, |CL2 — b2|}

Se sabe que con respecto a la distancia de Hausdorff, K (y en particular I) es un

espacio métrico completo.

Observacion 2.2.4.1.1. Ademaés en toda la Tesis R denota el espacio de todos

los conjuntos difusos compactos y convexos.

Definicién 2.2.4.1.2 (Diamond y Kloeden 2002). Sea
DOOIRFXRf—)R+U{O},

Dso(y,z) = sup max{ly, — x|, |ys — 2|} = sup {dy(Ya, za)}
a€l0,1] a€l0,1]

donde y, = [y, ,yt],xa = [z, 2] C Ry dy es la distancia clasica de Hausdorff

a)) o

entre intervalos reales. Entonces, D, es llamado la distancia de Hausdorff entre

numeros difusos.

Definicién 2.2.4.1.3 (Diamond y Kloeden 2002). Sea 1 < p < oco. Definimos

la distancia D, entre nimeros difusos como

1 1/p 1 1/p
Dp<y,x>:(/ dH<ya,xa>pda) =(/ max{ry;—x;|,|yx—x:\}f’da) .
0 0

Proposicién 2.2.4.1.4 (Diamond y Kloeden 2002). (i) (R, D) es un espacio

métrico y ademads, las siguientes propiedades son verdaderas:
(i)
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Doo(y +Tw,r+ U}) = Doo<y7x)7 Vy,z,w € Ry,
es decir, D, es una traslacion invariante.
(iii)

Doo(k.y, k.x) = |k|Doo(y, x), Yy, z € RF, Vk € R;

Doo(y +o,w+ 6) < Doo<y7w> + DOO(.ZU, 6), vy7$»W,€ € ]R]:
Demostracién: (i) Vemos que
DOO(er) = Sup mé“xﬂyc: _'ra_|7 |y2_ _xl—|} >0
a€l0,1]
con Dy (y,x) = 0 siysolosiy, =x,,yf =z, a € [0,1]. También es claro que

Doo(y,x) = Doo(z,y). Para la desigualdad triangular, tenemos

Yo —wal < lya =l +l2g —wi| < Doo(y, @) + Doo(2,w)

o —wal < lya —ag |+ |2y — wi| < Dao(y, ) + Doo(, w)
lo que implica
Doo(y,w) < Doo(y, ) + Doo(z, w).

Como conclusién (Rz, Do) es un espacio métrico.
(ii) Tenemos
Doo(y,x) = sup méax{|y, — ol [va — 2o}
a€(0,1]

= sup max{|y, +w, —z, —w,|,|ys +wl —af —wl|}
a€(0,1]

= Do(y +w,z + w).
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(iii) Vemos que
Do (ky, kx) = sup méax{|ky, — kx|, |ky} — kzl|}
a€0,1]

= |k| Do (y, ).

(iv) Para (iv) Usamos la desigualdad triangular con la traslacién invariante. En

efecto,

Doo(y+z,w+e) < Doo(y + z,w+ ) + Doo(w + z,w + €)

= Doo(y,w) + Dy (z,€).

Proposicién 2.2.4.1.5 (Diamond y Kloeden 2002). Sea 1 < p < 0.
(i) Entonces (R, D,) es un espacio métrico y ademsds las siguientes propiedades son

verdaderas:
(ii)

Dy(y +w,z +w) = Dy(y,z), Vy,r,w € Rg;
(iii)

Dy(k.y, k.x) = [k|Dy(y, x), Vy,z € Rr, Vk €R;

D,(y+z,w+e) < D,(y,w) + Dy(x,e), Yy, z,w,e € Rg.

2.2.4.2. Completacién de espacios métricos de niimeros difusos

El siguiente Teorema muestra que la distancia de Hausdorff define una métrica

completa en los nimeros difusos.

Teorema 2.2.4.2.1 (Diamond y Kloeden 2002). (Rx, D) es un espacio métrico

completo.
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Demostracion: Para la prueba, necesitamos mostrar que cualquier sucesion de
Cauchy de nimeros difusos en D, es convergente en Rx. Sea y, € Rz, n > 1 es una

sucesion de Cauchy. Entonces, para cualquier € > 0, existe N > 1 con
Doo(ynayn+p) < g, ‘v’n Z Nap Z 17

es decir,

Sl[lopl] méx{’(yn); - (yn+p);|v |(Z/n)2 - (yn+p)2|} <é
agc|l,

Esta tltima condicién significa que las sucesiones (y,), v (yn)L son sucesiones de
Cauchy en R. por lo que convergen como sucesiones de ntimeros reales. Ademas,
(Yn)a también converge como una sucesién de intervalos reales en la distancia de
Hausdorff. Sean y, v v los limites de las sucesiones (y,), v (yn), respectivamen-
te.Vemos que dado (y,), < (yn) tendremos y, < yf yv M, = [y,,y] es un
intervalo real. En el préximo paso demostraremos que los conjuntos M, satisfacen
las hipdtesis del Teorema de caracterizacion de Negoita-Ralescu.

(i) El hecho de que M, es un intervalo real se demostro.

(ii) Sea ao < . Entonces, tenemos (yn)s C (Yn)a, €s decir,

(Un)a < (Wn)5 < (n)j < (yn)d
y tomando el limite en esta desigualdad, obtenemos
Yo <5 SYE <,
lo cual prueba el (ii).

(iii) Sea a,, una secuencia convergente «,, — a. Por (ii), tenemos yo C y,,, n > 1y

entonces

Yo © m Ya,,
n=1

Tendremos que demostrar la inclusion inversa. Primero comencemos con el comen-
tario de que dado que (ym), — ¥, vV (ym)t — yi para cualquier €; > 0 existe un

M; > 1 tal que para m > M, tenemos
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[(Ym)a> (Ym)E] C ya — €1, 90 + €1

Como ¥,,, m > 1 es un nimero difuso, tenemos

o0

(Ym)a = ﬂ (Ym)an

n=1

Ademis, de (Ym)n, = Ya, ¥ (Um)E — yo , tenemos que para cualquier e, > 0 existe

Ms > 1 tal que para m > M y cualquier n > 1,

e, Fe2,98 — 2] € (Ym)an-

la cudl implica

ﬂ [y(;n + €2, y;_n - 52] g ﬂ (ym>an-
n=1 n=1

Ahora de estas relaciones obtenemos que para cualquier 1,5 > 0, tenemos

[e.e]

ﬂ[y(;n +827yo+¢n - 82] C [y; - 817yo+¢ + 61]

n=1

lo que lleva a

ﬂ Yan € Ya-
n=1

La doble inclusién prueba (iii) del Teorema de Caracterizacion de Negoita-Ralescu.

(iv) Sea ahora a,, — 0 una secuencia en [0, 1]. Tendremos que demostrar que

cl (U yan> = Yo-
n=1

Como gy es cerrado y desde y,, C yo la inclusion

Cl <U yocn) g Yo

n=1

es inmediato. Por el contrario, seguimos un razonamiento similar al punto anterior.

Sean £1,e9 > 0 arbitrario. Entonces, tenemos

[yO— +€1,y§ - 51] C (Ym)o = cl (U(ym)an>>

n=1

con m > M. Ademas
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cl (U(ym)an> Cel < [yo_m - 827y;_n + 62})’

n=1 n=1

para m > Ms. Finalmente, obtenemos

(@

[ya + Elayg - 81] - cl < [y;n - 827312;” + 82])7

n=1

€1,e9 > 0. La relacion requerida se sigue que

cl (U yan) ="Yo
n=1

Las condiciones (i)-(iv) implican que y es un nimero difuso, es decir, la secuencia

de Cauchy y, € Rz converge a y € Rr y la prueba esta completa. [ |

Teorema 2.2.4.2.2 (Diamond y Kloeden 2002). (Rz, D,) no es completo,

1<p<oo.

Demostracion: Construiremos una secuencia de Cauchy que no sea convergente
dentro de (Rg, D,). En esta prueba suponemos que p es un nimero entero, pero
el resultado puede extenderse a valores reales 1 < p < +oo, utilizando funciones
especiales.
Sea
() = 0 sité¢][0,n] w1
et sitel0,n]

una secuencia de ntmeros difusos. Sus conjuntos de a-niveles estan dados por

0,n] sia<e™

(yn)a = )
—Ina sia>e™
Tenemos,
e—n—k e~ l/p
Dy(Yn, Yntx) = (/ kPdo +/ (—ln a— n)pda> :
0 e—n—k
Denotamos
I, = / (—In a —n)Pda.
e—n—k
tenemos
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Por integracion por partes, obtenemos
I, = kPe ™% 4+ pI, ;.
Ademas,
Iy =k tlem 4+ (p—1)I, 5.
y entonces
I, = kPe " 4 pkP~le™k 4 p(p — 1)1, 5.
Por induccion, tenemos
L=k +pkP' + ... +pp—1)...2.k)e " F +plle™ —e "),
Entonces, tenemos
Dy(Yn, Ynik) = (kPe " F4(kP4pkP~ 4. . 4p(p—1)...2.k)e " F4pl(e m—en=k))1/P,
que es
Dy (Yns Ynir) < (kP + (kP +pkP~t+ ... +p(p—1)...2.k) — phe ™k 4 ple=m)1/p,
Si k < p podemos estimar esta distancia de Hausdorff por
Dy (Y Ynsr) < (0P + (0P + 0"+ 4+ p(p—1) ... 2.p) — ple ® + pl)/r.en/p
Ahora, si k > p entonces, tenemos
Dy (Yn: Yni) = (K + K+ — plye™® + pl)/r.e=n/7,
y obtenemos
T D,y i) = 0.

Entonces, seguimos que la sucesiéon y, es una sucesién de Cauchy. Ahora podemos

ver que ¥, no converge en Rx. De hecho converge puntualmente a
0 sit<0

y(t) =
et sit>0
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De hecho, tenemos

—-n

1/p
(—=ln o — n)pda> :

Dyp(Yn,y) = (/O

—n

Jp = / (—=ln a — n)Pda.
0

Tenemos Jy = e y por integracién por partes, obtenemos

Calculamos

,n e 1
Jp = a(=In a—n)P|§ +p/ al—In a —n)’'=da,
0 Q@
es decir, J, = pJ,_1 lo que lleva a
Jp, =ple ™.

Finalmente, obtenemos

lim Dp(y,,y) = lim (p!e—”)l/p —0.

n—o0 n—o0

Como y ¢ Rx, obtenemos que Rz no es completo con respecto a la métrica D,. W

2.2.4.3. Norma de un numero difuso

Denotamos ||y||r = Dw(y,0),Vy € Rz la norma de un ndmero difuso. El si-
guiente teorema nos muestra que tiene propiedades similares a las propiedades de

una norma en el sentido crisp.
Proposicién 2.2.4.3.1 (Bede 2013). ||.|| tiene las siguientes propiedades
i. |lyllx =0siy solosiy=0;

NAyllz = IALYllF VA € Ry y € Ry

—e
—

—
—

i ||y + =l|7 < [lyllz + ll2ll7, Yy, © € Rg;

iv. | yllz = Izllr | £ Deo(y,x),Vy,x € Ry;

<

v. Para cualquier a y b que tengan el mismo signo y cualquier y € Rz, tenemos
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Dy (a.y,b.y) = |b— al.||y||F;

vi. Doo(y,2) = ||y Sgu z||7, Yy, x € Rp.

Demostracién: Vamos a demostrar (v). Sea y € Rz, y a > b > 0. Entonces,

tenemos
Como D, es invariante para las traslaciones, obtenemos

Doo(a.y,b.y) = Doo((a — b).y,0) = |b — al.||y]| .
[ |

Observaciéon 2.2.4.3.2. Los conceptos de limite, convergencia de una secuencia en
Rz y continuidad de una funcién y : [a, b] — Rz se consideraran en el espacio métrico
(Rz, Ds). Por ejemplo, la continuidad de una funcién con valores numéricos difusos
en un punto ¢, significa que Ve > 0,30 > 0/ Do (y(t),y(to)) < € para |t —to| < d. De
la definicién de distancia de Hausdorff implica
. méx{|y, (t) — ya (to)], lva (t) — v (to)|} < e
aec|0,1
que da como resultado |y= () — yE(ty)| < €, Va € [0, 1], es decir, continuidad equita-

tiva de la familia {y=| « € [0,1]}.

2.2.4.4. Integracion de funciones de valores numéricos difusos

La definicién de la integral de una funcién de valor numérico difuso no plantea
problemas graves. A continuacién se presentardan las integrales de tipo Aumann,

Riemann y Henstock (Bede 2010).

Definicién 2.2.4.4.1 (Diamond y Kloeden 2002). Se dice que un mapeo
y : [a,b] = Rz es medible si el mapeo de a-nivel establecido [y(t)], es medible para

todos los a € [0, 1]. Aqui medible significa Borel medible.
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Un mapeo de valor difuso y : [a,b] — Rz se llama acotado integralmente si existe

una funcién integrable h : [a,b] — R, de modo que
()]l < h(t), vt € [a, ]
Una funcion de valor difuso medible e integrablemente acotada se llama integrable.

Definicién 2.2.4.4.2. La integral difusa de Aumann de y : [a,b] — Rz se define

en términos de nivel mediante la ecuacién

) [ yion] - (0adt, o € [0,1].

La siguiente integral de tipo Riemann presenta una alternativa a la definicion de

tipo Aumann.

Definicién 2.2.4.4.3. Una funcién y : [a,b] — Rz, [a,b] C R se llama Riemann
integrable en [a, b], si existe I € Rz, con la propiedad: Ve > 0,3 § > 0, tal que para
cualquier divisién de [a,b], d : a =ty < ... < t, = b de la norma v(d) < §, y para

cualquier punto &; € [t;, t;11],i =0,...,n — 1, tenemos

De ( y(&) (i — tz’)J) <e.
0

1=

(=

Entonces denotamos I = (RD) / y(t) y se llama integral de Riemann difuso.

Definicién 2.2.4.4.4 (Bede y Gal 2010). Sea y : [a,b] — Rz una funcién con

valor de ntimero difuso y
A,ca=tg<ti <...<t,_1<t,=0b

una particién del intervalo [a,b], & € [t;,tii1],4 = 0,1,...,n — 1, una secuencia de
puntos de particién A, y §(¢) > 0 una funcién de valor real sobre [a, b]. Se dice que

la division P = (A,, ) se dice que es -fina si

[tistiva] © (& —6(&), & + (&)
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Se dice que la funcién u es Henstock (o (HD)) integrable que tiene la integral I € Rz
si para cualquier € > 0 existe una funcién de valor real §, tal que para cualquier

divisién d-fina P, tenemos

D4 ("Z u(fi).hi,l) < e,

i=0
donde h; = t;;1 — t;. Entonces [ se llama la integral difusa de Henstock de y y
b

se denota por (HD)/ y(t)dt.

Proposiciéon 2.2.4.4.5. Una funciéon continua de valor difuso es integral difusa
de Aumann, integral difusa de Riemann e integral difusa de Henstock también, y

ademas

(AD) / y(t)dt = (HD) / y(t)dt = (RD) / y(t)dt.

Demostracion: Es inmediato observar que

{(AD) /aby(t)dtL = Uaby;(zﬁ)dt, /ab y;“(t)dt} Vo €10, 1].

Si y es integral de Riemann, entonces también es integral de Henstock. De hecho, si
la funcion § es constante en la definicién de Henstock, generara el caso de Riemann.

La suma de Riemann se puede escribir a nivel

[Z y(&i)(tiv1 — ti)] = [Z Yo (&) (tipa — 1), 2@(&)@#1 - ti)] :

« =0
La equicontinuidad implica la integrabilidad de las funciones y, y y! uniforme con

respecto a « € [0, 1]. Entonces, obtenemos

o) [ o] T [t [ o]

y combinando los resultados anteriores obtenemos la igualdad de los tres tipos de

integrales. [ |

Proposicion 2.2.4.4.6. La integral difusa tiene las siguientes propiedades.
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i. Siy,x: [a,b] - Rz son integrables y a, f € R, tenemos
b b b
/X%@+ﬂﬂmm:a/y@ﬁ+ﬁ/x@ﬁ

ii. Siy:[a,b] = Rr es integrable y ¢ € [a, b], entonces

l}@ﬁ+[l@ﬁzll@ﬁ

iii. Sic€ Rgyy:[a,b] — R tiene un signo constante en [a, b], entonces

bw@ﬁ:cbmmw
/ /

2.2.4.5. Diferenciabilidad de Hukuhara

La derivada de Hukuhara de una funcién de valor difuso se introdujo en Puri-
Ralescu (Puri y Ralescu 1983) y tiene su punto de partida en la derivada de Hu-
kuhara de funciones de multivalor. El enfoque basado en el derivado de Hukuhara
tiene la desventaja de que una funcién diferenciable de Hukuhara tiene una longitud

creciente de su intervalo de soporte.

Definicién 2.2.4.5.1 ((Puri y Ralescu 1983) y (Hukuhara 1967)). Una fun-
cion y : (a,b) — Rx se llama Hukuhara diferenciable, si para h > 0 suficientemente
pequeno las H-diferencias y(t + h) © y(t) v y(t) © y(t — h) existen y si existe un
elemento y/'(t) € Rz tal que

g MR OV _ g WOU=D) _

h—0 h—0

El nimero difuso y/(¢) se llama la derivada de Hukuhara de y en ¢.

Definicién 2.2.4.5.2 (Seikkala 1987). La derivada de Seikkala de una funcién

difusa de valor numérico y : (a,b) — Rz se define por

Y (t)a = [(ya (1)), (ya ()],
0 < a <1, siempre que defina un nimero difuso y/'(t) € Rz.

63



Observacién 2.2.4.5.3. Suponga que las funciones y, (t) y y (¢) son continuamente
diferenciables con respecto a t, uniformemente respecto a « € [0, 1]. Entonces y es
diferenciable de Hukuhara si y solo si es diferenciable de Seikkala y las dos derivadas
coinciden. De hecho, si y es diferenciable de Hukuhara, podemos escribir

lim =
h—0 h h—0 h " h50

pt+m oyt [ wmt+h) —u(t) | yrteh) —
h

relacion que muestra que y es diferenciable de Seikkala.

Reciprocamente, si y es diferenciable de Seikkala, entonces tenemos su longitud

len(y(t)a) =yt —ys >0,

lo que implica la existencia de la diferencia de Hukuhara y(t+h)©y(t) y considerando

el limite con h — 0, obtenemos la diferenciabilidad de Hukuhara.

Ejemplo 1. (i) Si

es una funciéon de valor numérico difuso, entonces si y es Hukuhara diferenciable y

x,u, z son funciones diferenciables de valor real, entonces

es un numero difuso triangular.

(i1) Sea y(t) = (—€',0,€"). Entonces, y'(t) = (—€*,0, e"). y en este caso, y'(t) = —y(t)
yy'(t) = y(t)

(i13) Sea y(t) = (1,2,3)e"". Suponga que y(t) es diferenciable. Entonces tendremos

que i (t) = (—e™t, —2e¢7*, —3e7") la cual no es un nimero difuso.

2.2.4.6. Diferenciabilidad generalizada

La definicién de diferenciabilidad fuertemente generalizada se introdujo en Bede-

Gal (Bede y Gal 2005) y (Bede y Gal 2010).
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Definicién 2.2.4.6.1 (Bede y Gal 2010). Sea y : (a,b) - Rr y t € (a,b).
Decimos que u es diferenciable fuertemente generalizado en t, si existe un elemento

y'(t) € Rg, tal que

i. para todo h > 0 suficientemente pequetio, 3 y(t + h) S y(t),y(t) oyt —h) y

los limites (en la métrica D)

o VEED SV et =h)

h—0 h—0 h

ii. para todo h > 0 suficientemente pequeno, 3 y(t) © y(t + h),y(t — h) ©y(t) y

los limites

g VOSVOER) _ wm Sy

h—0 (—h) h—0 (—h)

iii. para todo h > 0 suficientemente pequeno, 3 y(t + h) © y(t),y(t — h) S y(t) y

los limites

i VAR O y(0) oyt =) ©y(®)

oy
h—0 h h—0 (—h) =y (),

iv. para todo h > 0 suficientemente pequenio, 3 y(t) S y(t + h),y(t) oyt —h) y
los limites

y(t) oyt +h) y(t) oyt —h)

7z _ ’ o !/
o
: _ 1 :
(h y (=h) en los denominadores significan w Y T respectivamente).

Proposicién 2.2.4.6.2. Si y(t) = (z(t),u(t), 2(t)) es una funcién de valor triangu-

lar, entonces
a) Siy es (i)-diferenciable (Hukuhara diferenciable), entonces y' = (z/, v/, 2’).
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b) Siy es (i7)-diferenciable , entonces y' = (', v/, z').

Demostracién: La prueba de b) es la siguiente. Supongamos que existe la H-
diferencia y(t) © y(t + h). Entonces, obtenemos
y(t) oyt +h) (x(t) —x(t +h), u(t) —u(t + h), 2(t) — 2(t + h))

lim = lim
h—0 —h h—0 —h
, (z(t) —z2(t+h) u(t) —u(t+h) z(t) —x(t+h))
= lim ) )
h—0 —h —h —h
= (2", 2).

Definicién 2.2.4.6.3 ((Stefanini y Bede 2012) y (Bede y Stefanini 2012)). Sea
t € (a,b). Entonces la gH-derivada difusa de una funcién y : (a,b) — Rz en ¢ se
define como
, 1
Yorr (1) = lim o[y (t + h) S y(1)].
Si y,u(t) € Rz existe, entonces decimos que y es diferenciable generalizado de

Hukuhara (gH-diferenciable) en t (S, es la gH-diferencia).

Ejemplo 3. Sea A un intervalo compacto, y(t) = tA, y(t+h) = (t+h)A (en general
1
# tA+ hA) siempre tenemos E[y(t + h) 41 y(t)] = A. Tomando A = [—2,1] asi

[—2t,1] 0 [—2t —2h,t + h];t > 0,t +h >0
—2t,t);t >
A=t ot <0, (e mam QTR 20 <0
,{} ; ’ [—2h,h];t=0,h >0
0ht=0
\ [h, —2h];t = 0,h < 0
y (
[—2h,hl;t > 0,t +h >0
[ha—Qh];t<0,t+h<0
(t+h)Ao,ptA=
[—2h,h);t =0,h >0
[h, —2h];t =0,h < 0
\
Asi que
1
E[u(t +h) Sgn u(t)] = [-2,1],Vh # 0.
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Teorema 2.2.4.6.4 (Bede y Stefanini 2012). Sea y : (a,b) — R tal que

[y(t)]a = [y5 (t),yt(t)]. Suponga que las funciones y; (t) y vl (¢) son funciones de
valor real, diferenciables con respecto a ¢, uniformemente en « € [0, 1]. Entonces la
funcion y(t) es gH-diferenciable en un ¢ €la, b| fijo, si y solo si uno de los siguientes

dos casos cumple:

a. (y, ) (t) es creciente, (y1)(t) es decreciente como funciones de «, y

(y1) (1) < (yh)'(2),

b. (y;)(t) es decreciente, (yl)'(t) es creciente como funciones de «, y
(51)' (1) < (ya)'(8).
Ademas, Vo € [0, 1], tenemos

Yo (Do = min{(y,)' (1), () (1)}, méx{ (y)' (1), (ya)' (1)}

Demostracién: Supongamos que y es gH-diferenciable y suponga que y;, (¢) y v (¢)
son diferenciables. Claramente, la gH-diferenciabilidad implica que cuanto a nivel,

tenemos

Wor (] = [(4a)' (@), (ya)' (D).

Wor (D))o = [(ya) (1), (ya ) (1)]-
En el primer paso, supongamos que hay un cambio signo en la diferencia de derivadas
(y2)'(t) = (y2)' () en un ag € (0, 1) fijo. Entonces, [y, ;(f)]a, €s un singleton y, para

todo a tal que ag < a < 1, también [y; ;(f)], es un singleton porque
Yo (D] S [Ygr ()]ag

se sigue que, para todos los valores de «,
(ya)'(t) = (o) (t) = 0
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lo cudl es una contradiccién con el hecho de que (y1)'(t) — (y, ) (t) cambia de signo.
Luego, concluimos que (y})'(t) — (v, )(t) no puede cambiar el signo.

Caso 1. Si (y;)'(t) < (y17)'(t), entonces

(4a)'(t) = (ya)'(£) = 0

para cada o € [0,1] y
W (D)o = [(4a)' (1), (wa)'(D)];
Como y es gH-diferenciable, los intervalos [(y )'(t), (y1)'(t)] deben formar un nimero

difuso, es decir, para cualquier a > f3,

()" (1), (wa)' (D)) € [(y5)' (1), () (1)]

lo que muestra que (y;,)’(t) tiene que ser creciente y (y.)(t) debe ser decreciente en
funcién de a.

Caso 2. Si (y;)'(t) > (y77)'(t), entonces

(4a)'(t) = (4 )'(£) < 0

para cada « € [0, 1] y, en este caso,

Worr ()] = [(42)' (1), () (£)]

entonces, obtenemos

[(a)' (1), ()" (@)] < [(y)'(8), (w5) (D)),

para cualquier @ > 3, que muestra que (y,)'(t) es decreciente y (y1) (¢) esté cre-
ciendo en funcién de .

Caso 3. Si tenemos
()" (1) = () (%)

y si (ygm)'(t) € R es un nimero crisp. De lo contrario, podemos tener
(%0)'(1) < (w5)'(%)
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(%0)'(t) > (y5)'(¢)

cuando o < «q y la igualdad
(%) () = (35 )' (1)

para a > «ap. Tenemos en este caso la monotonicidad satisfecha.
Reciprocamente, consideremos el espacio de Banach B = ([0, 1] x C]0, 1], donde

C'0,1] en el espacio de las funciones continuas a izquierda en (0, 1], a derecha conti-

nua en 0, con la norma uniforme.Para cualquier ¢ € (a, b) fijo, el mapeo j; : Rx — B,

definido por (Bede, 2010)

Je(u) = (= (1), 47 (#) = {(Ya (£), & (1))] v € [0, 1]},

es una incrustacién isométrica. Suponiendo que, para todo « las dos funciones y, (¢)

y .} (t) son diferenciables con respecto a t, los limites

existen de manera uniforme para todos los a € [0, 1]. Tomando una secuencia

h, — 0, tendremos

—\/ Y y;(t+hn) —y;(t)
(v2)'(£) = lim -
(y)(t) = lim Ya (L +hn) = ya (1)

n—o0 hy, ’

es decir, (y, ) (t), (y2)'(t) son limites uniformes de secuencias de funciones continuas
a la izquierda en « € (0, 1], por lo que se dejan continuas para a € (0, 1].

De manera similar, se puede obtener la continuidad a derecha en 0.

Suponiendo que para un ¢ € [a,b] fijo, la funcién (y, )(t) es creciente y la funcién

(yr)(t) es decreciente como funciones de a, y que

(y)'(1) < () (1)
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después también
(¥a)'(t) < (y2)'(t), Yo € [0,1]

y vemos que el par de funciones (y; ) (t), (y2)'(t) cumplen las condiciones del Teo-

rema de Caracterizacién de Negoita-Ralescu y los intervalos

()" (1), (o) (D)], o € [0, 1]

determina un numero difuso. Ahora observamos que el siguiente limite existe uni-

formemente
- - + ot
i Y&+ R) S y(t)] _ [Hm Ya(t+h) —ya(t) (o valt+h) —ya(l)
h—0 h h—0 h—0 h

= [(ya)'(®), (ya ) (1)), Vo € [0,1]

y es un namero difuso. Como conclusion, finalmente obtenemos que y es gH-diferenciable.

2.2.5. Ecuaciones diferenciales difusas

Existen varias interpretaciones de una ecuacion diferencial difusa. El primero
histéricamente se basé en el derivado de Hukuhara introducido en Puri y Ralescu
(Puri y Ralescu 1983).Esta interpretacion tiene la desventaja de que las soluciones
de una ecuacion diferencial difusa siempre tienen una longitud creciente del soporte.
Este hecho implica que el comportamiento futuro de un sistema dinamico difuso es
cada vez mas incierto en el tiempo. Es por eso que se han desarrollado diferentes

ideas y métodos para resolver ecuaciones diferenciales difusas.

Por tal razon se han definido nuevos enfoques basados en derivados difusos generali-
zados discutidos en el capitulo anterior. En el presente informe de Tesis trabajaremos
con las interpretaciones basadas en la diferenciabilidad de Hukuhara, el Principio de

Extencién de Zadeh y los conceptos de diferenciabilidad generalizados de Hukuhara.
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2.2.5.1. Ecuaciones diferenciales difusas bajo la diferenciabilidad de Hu-

kuhara

En esta seccién consideramos el problema del valor inicial difuso y' = f(¢,y),
y(to) = yo € Rz bajo la diferenciabilidad de Hukuhara. La funcién f : RxRzr — Rx
se asume que es continuo. El siguiente Lema transforma la ecuacion diferencial difusa
en ecuaciones integrales. Una ecuacion diferencial difusa se escribe usando el derivado

de Hukuhara.

Lema 2.2.5.1.1 (Bede 2010). Para t; € R, la ecuacién diferencial difusa
v = f(t,y), y(to) = yo € Rr donde f: R x Rr — Rx es continua, y es equivalente

a la ecuacién integral
t
vy =t [ Flsulo)ds
to

en algun intervalo [to,#;] C R.

Demostraciéon. Supongamos que y sea una solucién de la ecuacion diferencial

/

v = f(t,y) , y(to) = yo € Rx. Entonces por integraciéon obtenemos

t t
[ vsas = [ sts.utsnas
to to
y usando el resultado del capitulo anterior, obtenemos
t
) o= [ fsiu(s)ds,
to

es decir,
t
y(t) = o +/t f(s,y(s))ds.

Reciprocamente dada una solucion y de la ecuacion integral, podemos escribir

to+h
w+m=m+/ £(s,y(s))ds

to

h—0 h t—0 h

t+h
lim yie+h) oyl®) = lim 1 /t f(s,y(s))ds.
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Observamos que

ay " fe()ds, st = o] [ st [ fitv(0)es]

< D(f(s,y(s)), f(t,y(t)))ds

t

t+h
< [ wlre ). 1)ds = bl (ty(o). )
t
Donde w(f(t,y(t)), h) denota el modulo de continuidad de la funcién f(t,y(t)) que

es una funcién continua en funcién de t € [to, t1]. Entonces

lfm D (y“ o y(t),f(t,y(t))) = Jim ©hao(7(1,y(1)), h) = 0

h—0 h

y esto implica que y es una solucién del problema de valor inicial difuso ¥’ = f(t,y),
y(to) = yo- o
Observacién 2.2.5.1.2. En Song-Wu (Song y Wu 2000) se demostré la existencia

y unicidad de soluciones en esta interpretacion.

Primero mostraremos que las funciones de Lipschitz, estan limitadas, siguiendo a

Lupulescu (Lupulescu 2009).

Lema 2.2.5.1.3 (Lupulescu 2009). Sea Rg = [to, o+ p] X B(yo,q) y supongamos

que f: Ry — Rx es continuo y cumple la condicién de Lipschitz
D(f(t,y), f(t,x)) < L.D(y,x),V(t,y), (t, ) € Ro.
Entonces f esta acotado, es decir, existe M > 0 tal que
D(f(t,y),0) < M.
Demostracion: Observemos que

D(f(tay)’ O) < D(f(tvy)v f(tayO)) + D(f(tvyO)a O)

La funcién real D(f(¢,v0),0) es acotada cuando t € [to, o + p|, es decir, existe M,
con D(f(t,y0),0) < M;. Obtenemos

es decir, f es acotado. [ |

72



Teorema 2.2.5.1.4 ((Lupulescu 2009) y (Bede y Gal 2010)). Sea
Ro = [to, to +p] X B(yo,p), p > 0,90 € Rry f: R — Rz es continuo de modo que
se cumpla la siguiente condicién de Lipschitz:

Existe una constante L > 0 tal que

D(f(t,y), f(t,x)) < L.D(y,x),v(L,y), (t, ) € Ro.

Entonces el problema de valor inicial difuso (PVID)

y/(t> = f(ta y)7y(t0) = Yo,
tiene una solucién unica definida en un intervalo [to, o + k] para algin k > 0.

Demostracién: Consideremos Ky = C([to, to + p], Rx) y el operador P : Ky — K
definido por:
P(y

—?/0
t) =vo+ fsy

Segun el Lema anterior, y la condicién de Llpchltz, f es acotado y también P es

acotado,
D(P(y)(t), y0) < / D(f(s,y(s)).0)ds < M(t — to)

donde
M = sup D(f<tay)70)

(tvy) €Ro

es proporcionado por Lema anterior. Sea d = min{p, %} y
Ky = C([to, to + d], B(yo,q))-
Consideremos ahora P : K; — C([tg,to + d], Rx). Tenemos

D(P(y)(t),40) < ¢

y asi dado = € K; da P(y) € K;j. Observamos que Kj es un espacio métrico completo

considerado con la distancia uniforme, como un subespacio cerrado de un espacio
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métrico completo.

Ahora demostramos que P es una contraccion. En efecto,
t
DP)(E). P@)) < [ DUF(s.5(s)), s, (5))ds < 2L(t ~ t0)D(y.)
to
1
Ahora escogiendo k = min{d, ﬁ} y restringiendo ain méas P : Ky — Ky, con

Ky = C([to, to + k], B(yo, q))

Obtenemos que P es una contraccién. Del teorema de punto fijo de Banach existe
un punto fijo y. € Ky con P(y.) = y., es decir, y, es una solucién del primer Lema

de esta subseccion . Finalmente del primer Lema, obtenemos que ¥, es una solucion

del PVID.
y'(t) = f(t,y(1), y(to) = o,
para t € [tg,to + k]. La unicidad se deriva de la unicidad de punto fijo de P, que es

una consecuencia del Teorema de punto fijo de Banach. [ |

Teorema 2.2.5.1.5 (Bede 2008). Sea Rg = [to,to + p] X B(yo,p),p > 0, € Rz

vy [ Ro — Rx sea continuo de modo que

F&Y)a = o (& Ya,va), fa (t e, ya)] o € [0,1].
Si
fo (tyasya)s fa (6 Yo ya ) o €0, 1]
son equicontinuos (Ve > 0,36 > 0 tal que

Iij(t,y;,y;f) - fa_(t(b (yo);a (y());t” <ée

cuando
| (9 yd) = (to, (Wo)a» (W0)d) < 6,

Vo € [0,1]) y uniformemente Lipschitz en el segundo y tercer argumento, es decir,

existe una constante L > 0 tal que

o (e, v) = f(t2g,20)] < Lo(lye — 23] + lya — 22D,
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para cualquier (t,y),(t,z) € Ry y para cualquier a € [0,1]. Entonces el problema
de valor inicial difuso (PVID)

y,(t> - f(tv y>7y(t0) = Yo,

tiene una solucién tnica definida en un intervalo [to,to + k| para algin k > 0 y

ademads, la solucién tnica es de nivel y, = [y, ,yl] caracterizada por el sistema de

EDOs
Wa) = fo(tus,ua)
(2) = [t va,yd)

Demostracién: La equicontinuidad asegura que f(t,y) es continua como una fun-

a € [0,1]

cién de valor numérico difuso. La condicién uniforme de Lipschitz prueba la condi-
cion de Lipschitz en el Teorema anterior y, por lo tanto, la existencia de la solucién

unica del problema de valor inicial difuso

Y = f(t,y),y(to) = yo

Ahora, una funcién diferenciable de Hukuhara y(t) tiene conjuntos de a-niveles
diferenciables y
W)a = [(wa)s (ya)'],

€ [0,1]. Ademas, la ecuacién ¢y = f(¢,y) se mantiene a nivel, asi que obtenemos

(Ya)' = fo (tva s ud)

a € [0,1]
(y2)' = fo(tvasvd)

Pero esta ecuacién tiene una solucién unica. Como conclusién, obtenemos que la

solucién unica del sistema caracteriza la solucién tnica del problema del valor inicial

difuso. m
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2.2.6. Ecuaciones diferenciales difusas bajo diferenciabili-

dad generalizada
2.2.6.1. Existencia y unicidad de dos soluciones

Las ecuaciones diferenciales difusas bajo la diferenciabilidad generalizada se in-
vestigaron primero en Bede y Gal (Bede y Gal 2005). Mdas tarde se propusieron
resultados més generales en Bede y Gal (Bede y Gal 2010), bajo la diferenciabilidad
fuertemente generalizada, existe un nuevo comportamiento que emerge en la teoria
de las ecuaciones diferenciales difusas, la existencia y la unicidad local de dos solu-
ciones. Estos fendmenos muy interesantes han sido investigados por muchos autores

(Chalco y Romén 2008), (Chalco-Roman 2009), (Lupulescu 2009), etc.

Lema 2.2.6.1.1 (Bede y Gal 2010). Sea y € Rz tal que las funciones

Yo = [y, yl], a € [0,1] sean diferenciables, con y~ estrictamente creciente y y*
estrictamente decreciente en [0, 1], de modo que exista las constantes ¢; > 0,c3 < 0
satisfaciendo (y;) > ¢1 v (yF)" < ¢y para todo a € [0, 1].

Sea f : [a,b] — Rz continua con respecto a t, teniendo los conjuntos de nivel

ofy _ OfF

y ——, con respecto a

Ja Oa

establecidos f y fi con derivadas parciales limitadas
a € [0,1],t € [0,1].
Si

a) y; <y

0 sl

b) y; =y v el ntcleo [f(s)]; consiste exactamente en un elemento para cualquier

s € T = [a, b], entonces existe h > a tal que la H-diferencia
t
YO / f(s)ds
existe para cualquier ¢ € [a, h].

Demostraciéon: Observamos que la H-diferencia de dos ntimeros u & v existe si

y solo si las funciones (v~ — v~,ut — v™) definen un ndmero difuso. De hecho,
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supongamos que u S v = z, esto es equivalente a z + v = u y tomando los a-niveles

que tenemos de manera equivalente

[2a s 28] + [vg v3] = [ug, ug),
es decir,
Zy = U, — U,
Zo = Uy — Uy

a € [0,1]. Segin el Teorema de representaciéon L-U, suposicién de que u © v existe
es equivalente al hecho de que (v~ —v~,u™ —v™) define un nimero difuso. Adems4s,
dado los requisitos de continuidad a izquierda y a derecha del Teorema 2.2.2.3.1 son
evidentes siempre que u, v son nimeros difusos, la existencia de u©wv son equivalentes
a

vf — vy <wuf —ug,

y que u~ — v~ es decreciente y ut — vt es no creciente.

t
Por lo tanto, para probar la existencia de z © / f(s) en el enunciado, tenemos que
a

Uatf(sws]l - Ut f(s)dsL <af — a7 = len(ay),

t
x, — [/ f(s)ds} es no decreciente,

probar

t +
rt — {/ f(s)ds} es no creciente . Pero

[e%

{ / t f<s>ds} - { / i (s)ds, / t fJ(s)ds] ,

lo que implica que las condiciones anteriores son equivalentes a

[ tentss))ds < teniay),
(va) — /t afg—ofs)ds >0,V € [0, 1]
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(¥a) — /t %ds <0,V € [0, 1].

Como f es continua, estd limitada y la funcién len[f(t)]; también estd limitada. Sea
M tal que
len[f(t)]1 < M,t € [a,b].

Ademas, tenga en cuenta que siempre tenemos
t
/ len[f(s)l1ds < M(t — a).

Supongamos que estamos bajo el supuesto a) en la declaracién. Entonces, dado que

parar todo t € [a,a + len([y]1)/M], obtenemos
M(t — a) < len([ylr),
por la desigualdad anterior se deduce que

[ ten((r))ds < ten(ls))

Sean M, My > 0 tal que
9fq (s)

<
Ja < My
Y +
06|
o

para todo s € [a,b] y a € [0, 1]. Como (y, )" > ¢1 para todo « € [0, 1], tenemos

/ta%_(s)dsg (t—a)My <1 < (y,)

Q@
c
para cualquier t € la, a+ ﬁl] y para todo a € [0, 1], lo que implica que
1
c
Yo, — / f. (s)ds es no decreciente con respecto a o para t € [a, a+ ﬁl] . Del mismo

1
modo, dado que (y}) < ¢, para todo a € [0, 1], tenemos

t@ +
_/a %—a(s)ds < (t—a)My < |ea] < —(5)'
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t
c
y para cualquier ¢ € {a, a+ %} y para todo « € [0, 1], es decir, yI — / f(s)ds
a
es no creciente con respecto a a.

t
Por el razonamiento anterior se deduce que y© / f(s)ds existe, para todo t € [a, h],

donde
, e |ea| len([ylh)
h = —_ = 7 )
mm{MI, My, M >0

Si estamos bajo el supuesto b), entonces se deduce que len([f(s)]1) = 0, para todo
s €la,b]y

/ len([f(s)1)ds = len([y)) = 0,

para todo ¢t € [a,b]. Las otras dos desigualdades requeridas se pueden obtener
mediante un razonamiento similar al anterior, para todo t € [a,a + h|, donde

h = min {]\04—11, %} > 0, que prueba el Lema. [ |

Teorema 2.2.6.1.2 ((Bede y Gal 2005) y (Bede y Gal 2010)). Sea
Ro = [to,to +p| X B(yo,q),p,q > 0,50 € Rry f : Ry — R sea continuo de modo

que se cumplan los siguientes supuestos:

i. Existe una constante L > 0 tal que
D(f(t,y), f(t,x)) < L.D(y,x),¥(t,y), (¢, ) € Ro.

ii. Sea [f(t,y)]a = [f5 (t,y), f.F(t,y)] sea la representacién del conjunto de niveles
de f, luego f., ff : Ro — R han acotado derivadas parciales con respecto a

a € [0,1], los limites son independientes de (t,y) € Ry y a € [0, 1].

iii. Las funciones y, y yg son diferenciables (como funciones de «), y existe ¢; > 0
con (yo), > ¢1, y existe ¢y < 0 con (yo)l > co, para todo « € [0, 1] y tenemos

las posibilidades

a) y; <uyi

O
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b) Si y; = y; entonces el ntcleo [f(t,y)]; consiste en exactamente un ele-
mento para cualquier (¢,y) € Ry, siempre que [y]; consista exactamente

en un elemento.

Entonces el problema del valor inicial difuso

y/(t) = f(ta y)7y<t0) = Yo,

tiene exactamente dos soluciones definidas en un intervalo [to,to + k] para algin

k> 0.

Demostracion: La primera solucién ya se demostré en los Lemas y Teoremas an-
teriores.

Primero, observamos que los supuestos (ii) y (iii) del Lema anterior que asegura la

m@(ng@MWﬁ)

para t € [tg,to + c] para algin 0 < ¢ < p. Ahora consideramos Ry = [to, to + ¢] X
B(yo,q), K = C([to, to + ], Rz y el operador @ : Ky — Ky (Cla, b], Rx) es el espacio

existencia de la H-diferencia

de funciones continuas y : [a,b] — Rz) definido de la siguiente manera:
Q(yo)(t) = yo
t
Q) =w o (— / F(t,y(t))dt> .

to

Observamos que @ estd bien definido en [tg, ty+¢| por la eleccién de c. Por el segundo
Lema, dado por Lupulescu, y la condicién de Lipchitz (i) del presente Teorema, f

esta acotada y tenemos

MMW&WSZDWM@WWSMWM%

Donde M = sup ,er, D(f(t,9),0) es proporcionado por el segundo de Lema de
Lupulescu. Sea d = min{c, %} y

K1 = C([to, to + d], B(yo, q))-
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Entonces, para la restriccién @ : K; — C([to, to + d], Rx), tenemos

D<Q(y>(t)7 yO) < 4,

es decir, y € K; da Q(y) € K, y K; es un espacio métrico completo considerado

con la distancia uniforme. Ahora mostraremos que () es una contraccion. En efecto,
t
D(QW)(, Q@)®) < [ D((t.(®). f(t.2(t))de < 2Lt ~ t0)D(y,)
to

Ahora, eligiendo k < min{d, %}, () se convierte en una contraccién. El teorema
de punto fijo de Banach implica la existencia de un punto fijo de ). Para concluir,
observamos que el punto fijo de () es muy generalizado y diferenciable como en el
caso (ii) de la Definicién de la diferenciabilidad generalizada de Hukuhara y resuelve

el problema del valor inicial difuso

y,(t) = f(tv y)7y<t0) = Yo,

para cualquier ¢ € [to, tp + k]. La unicidad local de esta solucién en [ty, to + k] sigue

por la unicidad del punto fijo para Q. [

Teorema 2.2.6.1.3 (Chalco y Roman 2008). Sea f : (a,b) — Rz una funcién y

denote f(t) = f(t; ), f(t;a)), para cada « € [0, 1]. Entonces

(1) Si f es (i)-diferenciable, entonces f(t;a) y ?’(t; «) son funciones diferenciables. y
Ft)=(f'(t;0), (o)

(2) Si f es (ii)-diferenciable, entonces f(t; ) y f(¢; @) son funciones diferenciables y
f't) = (fta), f'(ta))

Demostracién: (1) Ver la demostracion en el Teorema 5.2 en (Kaleva 1987).

(2) Si h <0y ae€l0,1], entonces tenemos

S+ h) = FOI" = [falt +h) = fa(t), galt + 1) = ga(t)]
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y multiplicando por 1/h, tenemos

[fE+h) - fF@O)
h

_ %[fa(t + 1) = fult), galt + 1) — ga(®)]

_ {ga(t +h) = ga(t) falt+h)— fa(t)}
h ’ h

Similarmente, obtenemos

[f(t) B F(t — h)]a _ |:ga(t) - goz<t — h) foz(t) — fa(t — h):|
h h ’ h

Ejemplo 1. Sea [f(t)]* = [a+a(b—a)e', c—a(c—b)e!], donde [a+a(b—a), c—a(c—D)]
es el alfa de corte de un intervalo difuso A = (a,b,¢) con a > 0. Ya que

[f'(D)]* =[a+ a(b—a)e,c — a(c— b)e'], la cual es diferenciable del tipo (i). Vemos
que [f'(1)]* = [—(c — alc—b))e ", —(a + a(b — a))e™ "] es diferenciable del segundo

tipo (ii).

2.2.6.2. Principio de extension de Zadeh bajo la diferenciabilidad gene-

ralizada de Hukuhara

Los siguientes autores (Buckley y Feuring 2000), (Chalco y Roman 2009), (Chal-
co, Rojas y Roméan 2007), (Mizukoshi et al. 2007) y (Palligkinis y Papageorgiou
2009), estudiaron que con el uso del principio de extensién de Zadeh obtenemos una
funcién difusa generada a partir de una funcién no difusa f(¢,y(t)) sobre t € [a, b].
Por lo tanto el problema del valor incial difuso (PVID) se puede presentar como
sigue:

Y'(t) = f(t,Y(t)), t € [a,b
Y(0) =Yo

(2.2.6.2.1)

Donde f : [a,b] x Rz — Rz es obtenido por el Principio de Extension de Zadeh de
una funcién continua g : [a,b] x R — R. Note que f es continua porque g es continua

(ver (Roman, Flores y Bassanezi 2001)) y por el Teorema 2.2.3.1.8, tenemos

F(&Y)]" = g(t, [Y]%),
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Donde g(t, A) = {g(t,a)/a € A}.

Asociado con la EDD (2.2.6.2.1), podemos considerar la ecuacién diferencial:

y'(t) =g(t,yt)), y0)=c, (2.2.6.2.2)

Donde 4/(t) es la derivada (crisp) de una funcién y : [a, b] — R.

Obtenemos una solucién difusa para (2.2.6.2.1) derivada de (2.2.6.2.2): Supongamos
que el problema (2.2.6.2.2) tiene la solucién y(¢, ¢). Entonces, aplicando el Principio
de Extension de Zadeh a y(t,¢) en relacién al pardmetro ¢, obtenemos la extensiéon
Y (t) = y(t, Yp), para cada t fijo, la cual es una solucion difusa del problema (2.2.6.2.1)
(esta solucién extendida se llamard la solucién difusa del problema (2.2.6.2.1)). La
idea de esta propuesta para obtener una solucién difusa no es nueva, por ejemplo,
véase (Ma, Friedman y Kandel 1999) y (Buckley y Feuring 200). Este procedimiento

se establece con mayor precision en el siguiente resultado:

Teorema 2.2.6.2.1. Sea [Y;]* C R. Suponga que ¢ es continua, y que para cada
¢ € R existe una unica solucién y(.,c) del problema (2.2.6.2.2) y que y(t,.) es
continua en R para cada t € [a,b] fijo. Entonces, existe una tnica solucién difusa

Y (t) = y(t,Yy) de la EDD (2.2.6.2.1).

Demostracién: Como el problema (2.2.6.2.1) tiene una solucién unica y(t,c) y es

continua en R, y(¢,.) : R — R, es continua para cada t € [a, b] fijo. Entonces, existe

una tnica solucién Y (t) = y(t, Yy) de la EDD (2.2.6.2.1). |
Ejemplo 2. Consideremos el problema de valor inicial difuso

Y'=-Y(t),
Y(0)=C,
donde la condicién inicial C' es un intervalo difuso.

Este problema tiene el siguiente problema asociado:



la cual posee la solucién exacta

y(t.c) =ce”’

Note que y(t, ) es continua en ¢ € R para cada t > 0 fijo. Aplicamos el Principio de
Extensién de Zadeh a y(t, ¢) en relacién a ¢, para cada t > 0 fijo. Entonces obtenemos
la tnica solucién difusa Y (t) = y(t, C') del ejemplo 1 para cualquier condicién inicial

C, con C un intervalo difuso, la cual es dada por

Y(t)=Ce™ t>0.

2.2.6.3. Extensién del Teorema de caracterizaciéon

Ampliaremos en esta seccion el resultado de la Caracterizacion del Teorema

2.2.5.1.5 al caso de la diferenciabilidad generalizada.

Teorema 2.2.6.3.1 ((Bede 2008) y (Bede y Gal 2010)). Sea
Ro = [to.to +p] X B(yo,q).p > 0,5 € Rr y f: Rg — Ry tal que

[t )]a = [fo (t Yo va) fa (6 e va)], Yo € [0, 1]
y se cumplen los siguientes supuestos:

i. fE(t,y.,yF) son equicontinuos, uniformemente Lipschitz en su segundo y ter-

cer argumento, es decir, existe una constante L > 0 tal que

|ty ul) — faltag,ol) IS L(lyy —xo |+ |yl — 2l ),
Y(t,y), (t,x) € Ry, € [0,1].

. fo, fF:Ro— R tienen derivadas parciales acotadas con respecto a a € [0, 1]

los limites son independientes de (t,y) € Ro y « € [0, 1].

iii. Las funciones y, y yg son diferenciables ¢; > 0 con (yo), > ¢1 y ¢ < 0 con

(o)t < ¢q, para todo a € [0, 1], y tenemos las siguientes posibilidades
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a) (%o)i < (vo)f

(0}

b) Si (yo)] = (vo)] entonces el niicleo [(¢,y,u)]; consiste exactamente en
un elemento para cualquier (¢,y) € Ry, siempre que [y|; y [u];consisten

exactamente en un elemento.

Entonces el problema del valor inicial difuso

y' () =t y) y(to) = yo (2.2.6.3.1)

es equivalente en algin intervalo [tg, to + k] con la unién de las siguientes dos EDOs:

(

(y2) () = fo (tys (1),
Y

)
§ W) = fFtys 1),y () »a€l0,1] (2.2.6.3.2)
-

(ya)'(t) = [t ya (t), y2 (1))
(W) (t) = fo (tya (0)(1), yd () € [0, 1] (2.2.6.3.3)
(Yo (to) = (Y0)a s ¥t (to) = (o) &

Demostracién: La condicién (i) del Teorema asegura la existencia de una solucién
tnica para cada uno de los sistemas de ecuaciones (2.2.6.3.2) y (2.2.6.3.3) para cual-
quier « € [0, 1]. Denotemos estas soluciones por (y, )", (y5)" v (y5)%, (y)" respecti-
vamente. La equicontinuidad de fF asegura la continuidad de f como una funcién
de valor difuso, mientras que la condicién de Lipschitz en (i) es suficiente para la
correspondiente propiedad de Lipschitz de f. Todas estas condiciones juntas asegu-
ran la existencia y la unicidad de dos soluciones ' y y* para el problema de valor
inicial difuso (2.2.6.3.1). Sea [y']o = [(v')5, (W)E] v W] = [(v)5, ()], € [0,1].

« )

Entonces, dado que ' es Hukuhara diferenciable, entonces



v (¥)a, (y")L es una solucién del sistema (2.2.6.3.2). Dado que (y;)%, ()" es la

[0}

solucién tnica del sistema que obtenemos
((W)as (v)2) = (W) (w2)') Ve € [0, 1).
Un razonamiento similar para la solucién (ii)-diferenciable, implica
() e = 1(2) " ()

es una solucién del segundo sistema (2.2.6.3.3) considerado

entonces, (y™)F, (y"),

)

en el Teorema, entonces
((yii);v (y“):) = ((y;)iiv (y;—)”) ,V € [07 1]

Como conclusién, las soluciones del problema de valor inicial (2.2.6.3.1) son exacta-

mente las de los sistemas dados (2.2.6.3.2) y (2.2.6.3.3). [

Observaciéon 2.2.6.3.2. Formulamos una particularizacién de la existencia, unici-
dad y caracterizacion del teorema anterior para problemas de valor inicial difusos con

datos triangulares. Denotemos por Ry el espacio de los niimeros difusos triangulares.

Teorema 2.2.6.3.3. Sea Ry = [to,to + p] x (B(yo,p) URF),p > 0,50 € Ry y
f:Ro — Ry tal que

fty) =~y oyt y™) iy yh ), iy yhy™)
y se cumplen los siguientes supuestos:

i. f=, f1, f* son continuos, Lipschitz en su segundo hasta el tiltimo argumento.

ii. yo = (¥5,%8,95) es un ntimero triangular no trivial tal que y, < v < yq-

Entonces

a. El problema de valor inicial difuso

y'(t) = f(t.v),y(to) = v (2.2.6.3.4)

tiene exactamente dos soluciones de valor triangular en algtin intervalo

[to, to + K]
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b. El problema (2.2.6.3.4) es equivalente a la unién de dos EDOs siguientes:

;

(@7) = f~(ty v ")
(') =1ty vt y") (2.2.6.3.5)
(") =ty v yh)

Ly~ (to) =y, y' (o) = g, y™ (to) =y

(

() =f"ty vyt
(y )/ = f (t7y_7y >y+) (22636)
(y+>/ = f_<t7 v, y17y+)

vy (to) = vo , y'(to) = yg, y (to) = vg

(
Demostraciéon: Comprobamos que dado que f tiene un valor triangular, las solu-
ciones de (2.2.6.3.6) tienen un valor triangular. Ademds, las condiciones (i) y (ii)
aseguran que el problema (2.2.6.3.6) tenga dos soluciones tnicas localmente. Es facil
comprobar que se cumplen las condiciones del Teorema 2.2.6.1.2 y que los problemas
(2.2.6.3.2) y (2.2.6.3.3), en el caso de funciones de valor triangular, son equivalentes

a (2.2.6.3.5) y (2.2.6.3.6) respectivamente. |

Ejemplo 3. Consideremos

y/ = _(17 27 3)?/
y(0) = (1,2,3)
con ntimeros triangulares difusos. Consideramos este problema bajo la interpretacion

que usa el principio de extension.

La solucién del problema obtenido simbélicamente del PVI para la EDO

y = —ay
y(O) =Y
con la solucién
y(t) = yoe ™.
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Usando el Principio de Extension de Zadeh obtenemos la solucién difusa
y(t) = (1,2,3)e” 129,

se puede escribir en su conjunto de a-nivel como
y(t)a = (14 a)e G-t
y(t)t = (3 — a)e-(1Ha)t

«

que existe para t € [0, 1].
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Capitulo 3

METODOLOGIA

3.1. DMateriales y lugar de ejecucién

3.1.1. Lugar

Facultad de ciencias de la Universidad Nacional Santiago Antinez de Mayolo.
3.1.1.1. Materiales

= Bibliografia bésica y especializada.

= Articulos impresos y en linea.

= Libros impresos y en linea.

3.1.1.2. Equipos

Laptop.

Impresora.

Fotocopiadora.

Software Matematico Matlab.
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3.1.1.3. Otros

Tesista. (Acopio, andlisis y buisqueda de informacién como articulos y libros).

Asesor.

Revisores de Tesis.

Personal administrativo.

Especialistas en el tema de tesis.

3.1.2. Meétodos

3.1.2.1. Técnicas de recoleccién de datos

Ordenar la informacién obtenida de diferentes articulos y libros utilizados sobre
el tema de investigacion, ademas se revisara toda la informacion documental que se
utilizara para definir correctamente el problema de Cauchy difuso junto a los teore-
mas y definiciones que se hard uso en este proyecto. Posteriormente se implementara
el método de Runge-Kutta de cuarto orden para luego programarlo en el software
matematico Matlab y con la ayuda de dicho software se mostrarda los puntos de
solucién graficamente. Después se discutira los resultados obtenidos y finalmente se

presentaran las conclusiones sobre el tema investigado.

3.1.3. Tipo de investigacion

El nivel de investigacién sera del tipo descriptivo, puesto que se describe el
método de Runge-Kutta de cuarto orden para solucionar el problema de Cauchy

difuso.
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Capitulo 4

RESULTADOS Y DISCUSION

En esta seccién se describe el método de Runge-Kutta de cuarto orden para
el problema de Cauchy difuso auténomo bajo la diferenciabilidad generalizada de

Hukuhara.

4.1. Meétodo de Runge-Kutta de cuarto orden ba-
jo la diferenciabilidad generalizada de Hu-
kuhara

La contribucién de esta seccién estd dedicada a la generalizacién del método
Runge-Kutta (RK) de cuarto orden para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias
difusas (EDODs) bajo la H-diferenciabilidad generalizada empleando los teoremas

de caracterizacion.

Ahora consideramos el enfoque difuso de este método para resolver PVID auténoma
(2.2.6.2.1). Para un « fijo. para integrar el sistema dado en (2.2.6.3.2) o (2.2.6.3.3)
sobre el intervalo [0, A] discretizamos los puntos de la cuadricula igualmente espa-

ciados 0 =ty < t; < ... < ty = A donde la soluciéon exacta en t, se aproxima por
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Y, (tn; 7') = [ﬂn(tm a)amn(tm Oé)] tal que

,0<n<N

=

tn:to—Fnh,h:

[\

Denote la solucién exacta del sistema (2.2.6.3.2) en el punto de rejilla ¢, por [Y) (tn; @),
Y1, (tn; @)] y de manera similar para el sistema (2.2.6.3.3) por s, (tn; ), Yo, (tn; a)l.
suponga que las soluciones aproximadas se indican en t,, por yy, (t,; ) = [ﬂn(t”; a),
Yin(tn; )]y y2, (tns @) = [y, (tns @), Y2, (tn; )] bajo (i) y (ii)-diferenciabilidad, res-
pectivamente. Entonces aplicamos el método Runge-kutta dado por Wu y Xia (Wu

y Xia 2006) a una EDOD y queda de la siguiente manera, tal que describimos el

método Runge-Kutta para el caso difuso de la siguiente manera:

1 1
i (b1 @) = Y (tar @) + I (6 ) B2 (it ) + 12K (y(tas ),

1 1
Yon (bn1; @) = o (b @) + R (gt @) + =12 (y(tn; @) + =B (y(ta; @),

6 3
Donde
6P (y(t: 0))]a = (k5 (y(t: ), KLY (y(t: @),
B2 (y(t; a)))a = [k (u(t: @), B (y(t; )],
65 (y(t: 0))]e = (K52 (y(t: ), K2 (8 @),
[y (y(t: @)] = min{ f(w)] u € [y1(t; ), ya(t; )]},
62 (y(t; )] = méx{ ()| u € [41(t; @), ya(t; )]},
y
kY (y(t @) = min{f'(u)| u € [ (t; @), ya(t; )]},
k2 (y(t: @) = méx{ f'(u)] v € [y:(t; ), pa(t; )]},
kS (y(t; ) = min{ f'(w)] w € [z, (y(t ), 22, (y(t: )]},
kS (y(t; ) = méx{ f/(w)] w € [z, (y(t; ), 22, (y(t; )]},
donde

1

S, (u(t: ),

29, (y(t; ) = it ) +

2y (0(t:0)) = (1) £ LhREY (1),

Asi que
[ESY (y(t ) = kY (y(t @), kY (y(t: )],
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K (y(t; @) = min{ f(v)] v € [21, (y(t @), 21, (y(t )]},
K (y(t o)) = méx{ f(v)] v € [21, (y(t; @), 21, (y(t; )]},

4.1.1. Aplicacion del método de Runge-Kutta a los teore-

mas de caracterizacion

Entonces, aplicamos el método de Runge-Kutta dado a los teoremas de caracte-

rizacién y a su extension, donde tenemos los siguientes casos:

Caso (i)-diferenciabilidad como:

h? h?
£n+1 (tn+1; CY) = &n(t’fh Oé) + hﬁgl) + _kl(Z) + —k (2)5

G —1 3 =34
(4.1.1.0.1)
— _ —)  h*—@)  hP—
Yins1(tnr1; @) = U1, (tn; ) + hlﬁg '+ Elﬁg '+ §k3§ ),
y para el caso (ii)-diferenciabilidad, llegamos a las siguientes ecuaciones:
o — e (i Wy e e
2n+1(tn+1’a) - Qn(tn’a) + hﬁg + 6 ﬁg + 3 @2 )
(4.1.1.0.2)
_ _ —1)  hr—@ h—
Va1 (tnris @) =T, (te; ) + WEry -+ E/ﬁé 't gk?); g

Donde k:1§1>,k1§2),k3§2>,k1§”,k1§2),k3§) para (i) y (ii)-diferenciabilidad, respectiva-
mente, son los siguientes:

(

B = Flon, (i), By = Ty, (b @),

k% = 'y, (te; )); 0 = Py (b @),
(4.1.1.0.3)
ks = f'(yr, (t; @) + %hf(yln(tn; a) + }lhf(yln(tn; ),

ot = T, (13 @) + 3, (13 @) + 3 o, (1 ).
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ﬁél) = i<y2n (tn; Oé)),/f_1é1) = 7(y2n (tn; @),

B = Py, (tn: ), Ty = (Yo, (i ),
(4.1.1.0.4)
B = Ty, (1:0) + 3hF i, (1300 + T (0, (15 ).

7-(2) 1 1
\k32 = (Yo, (tn; ) + §hf(y2n (tn; @) + ;lhf(yzn(tm @)))).
4.1.1.1. Ejemplo numérico

En esta subseccion, se da un ejemplo numérico para demostrar la efectividad
del método propuesto. Para tal fin se aplica el método propuesto de Runge-Kutta
extendido de cuarto orden bajo (i) y (ii)-diferenciabilidad. Por otra parte, la fun-
cion de error absoluto, que es la diferencia entre las soluciones aproximadas difusas
[V,]* = [V, Y] y las soluciones exactas correspondientes y(t; o) = [y(t; o), G(t; )]

es decir, [N.Ja = [N%, N

{67

| = [1Y5 —yt;a)l, Y — 7(t; )|, se proporciona para el

e
ejemplo.

Observacion 4.1.1.1.1. Como se afirma en el Teorema 2.2.6.1.2 en (Bede y Gal
2010), la solucién de las EDD no es unica. Aunque esto puede parecer una desventaja,
esta deficiencia se puede utilizar como una ventaja, ya que a veces podemos tener
la oportunidad de elegir la solucién més cercana al sistema y que refleje mejor el

comportamiento del sistema. Esta ventaja se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1. Consideremos el siguiente EDOD (Palligkinis y Papageorgiou 2009):

y'(t) =cy(t), y(0) =y, (4.1.1.1.1)

donde y(t) y ¢ = (—4,—3,—2) son numeros difusos. Sea también I = [0,1] y
y(0; ) = [8 + 0.5, 9 — 0.5q].

Hallamos el a de corte de ¢, entonces:
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(C)o=[-(d—a),—(a+2)] = [c1(a), ca()] y ademds y(0; o) = [84+0.5c, 9 —0.5a] =
[F1 (@), Ba(@)].

La solucién bajo (i)-diferenciabilidad es Y (t, ) = [Y1(t, @), Ya(t, ) entonces, tene-
mos

Yi(t, o) = A (a)e” + Ajgae™*

Ya(t, o) = Agi(a)e™ + Ago(a)e ™.

w = /c1(a)e(a), A= ZEZ;
A () = 0.5(k1 () — Aka())
A12(Oé) = 05(];;1(Oé> -+ >\]€2(Oé))
An(e) =051 4 py(a))
Az(a) = 0'5(k1§\a) — ka(a))
Entonces, w = /(4 — a)(2 4+ a), A = ;l 1 Z, reemplazando se tiene:
Ay (@) = % ((8 +0.50) — ;l . 2(9 - 0.5a)>
Ags(a) = % <(8 +0.50) + 4/ — 3(9 . O.5a))
Ag(a) = = 8 ZO_.SS + (9 —0.5a)
a+2

Ags(@) = % 5t 0_52‘ +(9 - 0.50)

a—+2

Entonces, tenemos:

1 4 —
Vitia) = 5 | (840.50) = (9= 0.50) /5= a] NG,
o a
1 4—q«
- _ —/ (4—a)(2+a)t
5 (8 +0.5c0) + (9 — 0.5x) o e
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— 1 [4 —
Yi(t;a) = 3 [(9 —0.5a) — (8 + 0.5x) o Z] eV (4—a)(2+at

1 4 —
= [(9 — 0.5a) + (8 + 0.5q) O‘] o~V =) (2+ajt

2 2+«

La (ii)-solucién es dado por
y(t) = [—(a+4), (@ +2))[(¥3), (Y3)] = [-(4+a)(Y3), —(a+2)(¥5)], pero en
el caso de (ii)-diferenciabilidad se cambia de posicién los valores del intervalo para
poder resolverlo, entonces y/(t) = [—(4 + a)(Y5), —(a + 2)(Y3).
Puesto que la solucién se puede expresar como y(t) = yo(t)e®, entonces la solucién
queda como:

Ya(t; ) = (8 + 0.5a)e~(2+e)t,

Ya(t; @) = (9 — 0.5a)e” =),
La solucién aproximada bajo (i)-diferenciabilidad utilizando las ecuaciones (4.1.1.0.1)

y (4.1.1.0.3) es como sigue

(Y = fyro) = —(4 - )7,
k= Fnd) = -2+ a)us,
M = fy,(ta) = (4= )2+ a)p?,
|y = Ty, (b ) = (4 — )2+ a)7s.

ks = f'(yr, (b @) + lhf(yln (tn; @) + ihf(yln (tn;0))))

= (4 0)(2 + o) —1h< 4= Q)G+ Shid — a)(2 + )],

B = Pl (i) + S, (0) + R (01, (105 )
)

= (4—a)24+ ) — —h(2 + oz)yl + ;h(4 —a)(2+ a)yrd].
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( h2 h4
ne = 1+ —=@A—-a)2+a)+—(4—-a)*(2+ a)Q]ﬂZ—

2 3 24
[h(4 = a) + = (4 = )2+ a)Jziy,
T = (14 5 (24 0)(d — ) + o (24 a)(4 — g -

[h(2+ a) + %3(2 + ) (4 - a)ly?,

o (0%
Y1y = 2o

\ Yo = T4,
Al emplear el método de Runge-Kutta para resolver la ecuacién (4.1.1.0.2) para el

caso de (ii)-diferenciabilidad, se tiene lo siguiente:
1 1
Qnﬂ(tnﬂ; a) = ﬂn(t”; a) + hi(@n(tn; a)) + éhQL/(ﬂn(t"; a) + §h2£(ﬂn(t”; a)+
1 1
§hi(2n(tna CY) + Zhi(ﬂn(tm Oé)))),

1. .,— 1. —

ST, (13 0) + 0T (@515 ),

f(ya,,(tn; @) = min{b.ul u € [ya(tn; @), Ga(tn; )], b € [er(a), ca(@)]}

= cr(@)yz, (tara) = —(2+ a)ys?

F (@2 (tn; @) = méx{b.u| u € [ya(tn; @), Y2 (tn; )], 0 € [c1(), c2(@)]}

= &)y, = —(4 - o)y,

y
(b ) = min{b2.u] u € [ga(tn; @), Talts )], b € [ex(a), ea()]}
= ci(@)yel = (2+ @)y,
T ot 0)) = mé{b.u] w € [ga(tn; @), Talts )], b € [cr(), ca()]}
= 3(a)yap = (4 — )72,
Si
w(t; @) = g, (tw10) + ShF (g, (1o @) + T (s, (1)
W(ta; 0) = T, t0.0) + 5hF (T (1 @) + hT 5, (105 )
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Entonces,
F(w(ty; ) = min{b.s| s € [z, (bn; ), Faltn: )], b € [e1(), ea(a)]}

= (a) {%n(tn; o) + gcl(a) (@n(tn; Q) + %cl(a)%n(tn; a)) }

— (4 af? [Taltia) 54— a) (Tltnic) = 4~ i) )

f((t,; @) = max{b®.s| s € 21, (tn; @), Z12(tn; @), b € [e1(@), ca(@)]}

h h

— 2(a) {@n(tn; @) + 5e2(e) (ﬂn(t”; a) + @)y, (t; oz)> }

= 2+ 0 iz, (i) = 52 +) (1, (50) = 2+ g, (1))

tal que
21 (tia) = o, + %hi (@n(tn; a) + ;Lhi@n(tn; a))) Yo, (tn; @)
+ gcl(a) (ﬂn(t”; a) + ch(a)@n(tn; a))
Taltaia) = T+ 17 (Fultni) + (0 ) ) Foltni)

h h
+ 501(04) (%n(tn; o) + ch(a)%n(tn; a))
donde

P, (1) + hf (g, (:0)) = min{0.k] K € [, (1a; @), Fln; )],
b e [er(a), ea(a)]} = ex() (i, (b )+

Then(@)us, (6 0)),

@t @) + (T ot 0))) = moc{bb] K € [z, (15 0), Tl ),
b e ferfa) cale)]} = o) 7 (s @)+

Theae)F (b @)

donde

—_

22, (y2,, (b @) = g2, (t; @) + 7 f(y2,, (s )

=y (tn;a) + —hei(a@)ye (tn; @),

e~ =
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(Tt ) = Tt @) + 7T (T, (1 )

1
= %n(tna Oé) + ZhCQ(a)%n(tTﬂ Oé)?
Del mismo modo utilizando las ecuaciones (4.1.1.0.2) y (4.1.1.0.4) y las igualdades

encontradas con el método de Runge-Kutta, la solucion aproximada del problema

(4.1.1.1.1) bajo (ii)-diferenciabilidad es dado por:

(y2n) = —(2+ @)y2?,
(y20) = —(4 — a)pay,
tn;a)) = (2+ @)’

Y2, (tn; @) = (4 — @)*723,

(s = Ty (105 0) + G (, (0:0) + 1 (1, (125 0)))
=2+ )’y 1~ %h(Q +a) + %h(Q +a)?,

Fos) = (3 0) 31, (1 0) + hF (i, ()
= (4~ )31~ Sh(4 —0) + h(4— )]

\

Al explotar la férmula, tenemos:

( h2 h3 h4
gl =1 -h2+a)+ 2(2 +a)? — E(2 +a)® + 2—%(2 +a) |y,
_ h h? h .
Yops1 = [1 = h(4—a) + 3(4 —a)® - E(4 —a)’ + ﬂ(‘l — )y,
Yoo =3,
\ Tl = 7.

y que el intervalo se divide en N = 10 subintervalos equidistantes.

Las soluciones (i) y (ii) exactas y aproximadas, proporcionadas por el método RK
de cuarto orden, se muestran en las Tablas 1 y 2 para t = 1. Junto a esto, la funcién
de error absoluto (N¢) se presenta para demostrar la alta precisiéon de la técnica
propuesta bajo ambos tipos de diferenciabilidad difusa.

Tabla 1. Solucién aproximada del método RK de cuarto orden (y{'), solucién exacta
(V) v la funcién de error absoluto (N&) bajo (i)-diferenciabilidad en t = 1 para
a € [0,1]. Ejemplo 1.
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a| un " Ng 0 7 N
-39.37800 | -39.38288 | 4.887053e-3 | 28.71091 | 28.71421 | 3.290109e-3
0.1 | -35.68715 | -35.69184 | 4.692112e-3 | 27.03668 | 27.03995 | 3.270464e-3
0.2 | -31.85046 | -31.85487 | 4.409574e-3 | 25.07075 | 25.07393 | 3.175881le-3
0.3 | -27.89779 | -27.90183 | 4.045308e-3 | 22.82183 | 22.82483 | 3.0033787e-3
0.4 | -23.85973 | -23.86334 | 3.607525e-3 | 20.30125 | 20.30401 | 2.753871le-3
0.5 | -19.76738 | -19.77048 | 3.106500e-3 | 17.52300 | 17.52543 | 2.428150e-3
0.6 | -15.65199 | -15.65455 | 2.554228e-3 | 14.50356 | 14.50558 | 2.030975e-3
0.7 | -11.54477 | -11.54674 | 1.964035e-3 | 11.26176 | 11.26333 | 1.568946e-3
0.8 | -7.476534 | -7.477884 | 1.350158e-3 | 7.818726 | 7.819776 | 1.050765¢-3
0.9 | -3.477425 | -3.478152 | 7.272931e-4 | 4.197568 | 4.198055 | 4.870125e-4
1 10.4233002 | 0.4231901 | 1.101453e-4 | 0.4233002 | 0.4231901 | 1.101453e-4

Solucion numerica

+  Solucion exacta

alfa

Figura 1: Soluciones aproximadas y exactas difusas en (i)-diferenciabilidad.

Tabla 2. Solucién aproximada del método RK de cuarto orden (y5), solucién exacta
(YY) y la funcién de error absoluto () bajo (ii)-diferenciabilidad en ¢ = 1 para

a € [0,1]. Ejemplo 1.
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a | gt ¥ N " V" N,

1.082716 | 1.082682 | 3.412155e-5 | 0.165037 | 0.164840 | 1.967231e-4
0.1 | 0.9858142 | 0.9857742 | 3.998434¢e-5 | 0.1813540 | 0.181165 | 1.88891e-4
0.2 | 0.8975519 | 0.895055 | 4.632400e-5 | 0.1992806 | 0.199099 | 1.807677e-4
0.3 | 0.8171626 | 0.8171096 | 5.311482¢-5 | 0.2189765 | 0.218803 | 1.723932¢-4
0.4 | 0.7439475 | 0.7438872 | 6.032561e-5 | 0.2406125 | 0.240449 | 1.638032¢-4
0.5 | 0.6772691 | 0.6772012 | 6.792032e-5 | 0.2643821 | 0.264227 | 1.550379e-4
0.6 | 0.6165465 | 0.6164706 | 7.585884e-5 | 0.2904936 | 0.290347 | 1.461398e-4
0.7 | 0.5612501 | 0.5611660 | 8.409766e-5 | 0.3191766 | 0.319039 | 1.371539e-4
0.8 | 0.5108971 | 0.5108045 | 9.259063e-5 | 0.3506831 | 0.350554 | 1.281272e-4
0.9 | 0.4650474 | 0.4649462 | 1.012896e-4 | 0.3852900 | 0.385170 | 1.191079e-4

1 10.4233002 | 0.4231900 | 1.101453e-4 | 0.4233002 | 0.423190 | 1.101453e-4

Solucion numeérica

09 r

*  Solucion exacta

08

07

06 [

alfa

05

04r

03

0.2

017

01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 11

Figura 2: Soluciones aproximadas y exactas difusas en (ii)-diferenciabilidad.

Para resumir, declaramos brevemente los siguientes resultados que se han logrado:

i. La EDD auténomo dado se ha resuelto utilizando el método RK de cuarto

orden bajo la diferenciabilidad generalizada de Hukuhara, con menor costo
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computacional, especialmente para los casos en que f’ no es mas costoso de
evaluar que f en comparacion con el método RK clésico de cuarto orden dado

en (Burden y Douglas 2011).

ii. El método se ha derivado bajo ambos tipos de derivados difusos, y el ejemplo se
ha probado bajo (i) y (ii)-diferenciabilidad. Sin embargo los resultados ilustran
que el caso de (i)-diferenciabilidad no tiene una eficiencia adecuada para las

soluciones numéricas de EDODs.

iii. Para ver la grafica de las soluciones, se usé el Sofware Matematico Matlab.
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Se analiz6 la diferenciabilidad generalizada de Hukuhara (gH-diferenciabilidad) y
se observo las ventajas que tiene frente a la diferenciabilidad de Hukuhara, para esto
de usé la diferencia generalizada de Hukuhara, con esto obtuvimos que la longitud
del intervalo de solucién sea decreciente. Ademads, se usaron los Teoremas de Ca-
racterizacién y su extension, con esto logramos caracterizar el problema de Cauchy
difuso en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs), entonces a este

sistema aplicamos el método de Runge-Kutta (RK) y describimos su algoritmo.

Es por eso, que se presenté un ejemplo del problema de Cauchy a la cudl le aplicamos
el método de Runge-kutta de cuarto orden bajo la H-diferenciabilidad generalizada
y obtuvimos mejores resultados en la solucién exacta y numérica, posteriormente
hemos derivado una estimaciéon de error adecuada del error local, y proporciona-
mos estrategias difusas de eleccion de diferenciabilidad para este tipo de sistema
de EDOD. Ademas, segin Bede: ”La importancia de convertir una EDD en un sis-
tema de EDO es que cualquier método numérico adecuado para las EDO pueden
implementarse” (Bede 2008). En este trabajo de tesis, se resolvié una EDD bajo la
H-diferenciabilidad generalizada mediante el método RK de cuarto orden y también

se proporciond las graficas de ambas soluciones.

La importancia de este trabajo es desde un punto de vista tedrico, asi como de
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aplicaciones numeéricas, y es que el presente método Runge-Kutta estd desarrollado

para resolver una clase general de EDODs auténomas.
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Capitulo 7

ANEXOS

7.1. Conjunto numerable

Definicién 7.1 (Delgado y Frensel) Una funcién f : X — R se llama
semicontinuo superior en xg si para cualquier ¢ > 0 existe § > 0 tal que

f(z) < f(x) + € siempre que |z — zo| < 0.

Definicién 7.2 (Delgado y Frensel) Un conjunto X es numerable cuan-
do es finito o cuando existe una biyeccién f : N — X. En este caso, X se llama

infinito numerable y se escribe z; = f(i),7 € N si tiene una numeracién de X:
X ={z,29,...,2pn,...}

Corolario 7.3 (Delgado y Frensel) Sean X, Xs,..., X,,,... conjuntos nume-

rables. Entonces la union X = U X, es numerable. O sea, una uniéon numerable
n=1
de conjuntos numerables es numerable.

7.2. Sucesion

Definicién 7.4 (Delgado y Frensel ) Una sucesién de nimeros reales es una

funcion definida en el conjunto N de los nimeros naturales y tomando valores
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en el conjunto R de los ntimeros reales.

Definicién 7.5 (Delgado y Frensel ) Decimos que una sucesién (z,) es
de Cauchy cuando para todo € > 0 dado, existe ng € N, tal que |z, — x,| < ¢

para cualquier m,n > ny.

7.3. Continuidad

Definicién 7.6 (Delgado y Frensel ) Decimos que una funcién f: X — R
es continua en el punto a € X, cuando para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal

que |f(z) — f(a)| < € para todo z € X, |x —a| < §.

Definicién 7.7 (Delgado y Frensel ) Decimos que una funcién f: X — R

es uniformemente continua, cuando para cada ¢ > 0 dado, existe § > 0 tal que

r,y € X, |z —yl<d=|[f(x) - f(y)] <e

Definicién 7.8 (Delgado y Frensel ) Sea E un conjunto de funciones f, :
X — R definidas en el mismo dominio. Decimos que E es equicontinuo en un

punto xg € X cuando , para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

r e X, |x—xo| <I=|fulx) — fulzo)| <e,Vf, € E.

7.4. Formulaciéon del Método de Runge-Kutta

Wu y Xia (Wu y Xia 2006), propusieron un método Runge-Kutta usando de-
rivadas altas y presentaron los métodos de tercer, cuarto y quinto orden para
los métodos numéricos. En este método se usan nuevos parametros, con el fin
de mejorar el grado de exactitud de las soluciones usando evaluaciones de f y

f'. Esto motivé la formulacién extendida del Método de Runge-Kutta, de la
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siguiente manera

R RO
j=1 Jj=1
donde
j—1 Jj—1
K = f (yn + hZajsk’gl)) P = f <yn +hy bjsk§1)> i=1,2,...m,
s=1 s=1
Vemos que sic; =0 (j =1,2,...,m), en método se reduce al método clasico de

Runge-Kutta.
Ynt1 = Yn + hzbjkj~

j=1
7.4.1. Meétodo Runge-Kutta de cuarto para una EDO
auténoma

Método de Runge-Kutta extendido con m = 3 es de la siguiente forma

Ynir = Un + (b1 + bokSY 4+ bskSY) + 2 (e kP + eakl? + sk,
donde

Y = Fa), kY = Fyn +hankl), K = F(ya + hasiki” + hagki?),

Y= Fa)s ks = F (G +hbaaki?) B = f (g + hba ki + hbasks”).

Para determinar los coeficientes del método, usamos la formula expandida de
Taylor y comparamos los términos de orden 1, 2, 3, y 4 con sus soluciones

verdaderas.Entonces, obtenemos

;

bl -+ b2 + b3 = 1, b2a21 + bg(agl + CL32) +c1+Co+ C3

1
bz&%l + bs(as; + a32>2 + 2¢9b91 + 2¢3(bsy + b3a) = 3

1
byasaao) + c2bay + 2¢3(bsy + bsa) = 5
1
baa3y + bs(as1 + as2)® + 3eab3y + 3(bs1 + bs2)? = 4
1
b3azaas (ag + 2(az) + ass)) + 3(cab3; + c3(bsy + bs32)?) = T

1
L c3bsaag) = 21
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La formula especifica de interés es

1 1 1 1

7.5. Puntos de soluciéon del problema de Cauchy

difuso

Puntos ingresados de la (i)-diferenciabilidad, para graficar en Matlab la solucién
dada en la Figura 1.

alfa=[0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1];

solnul=[-39.37800 -35.68715 -31.85046 -27.89779 -23.85973 -19.76738 -15.65199
-11.54477 -7.476534 -3.477425 0.4233002];

solex1=[-39.38288 -35.69184 -31.85487 -27.90183 -23.86334 -19.77048 -15.65455
-11.54674 -7.477884 -3.478152 0.4231901];

solnu2=[28.71091 27.03668 25.07075 22.82183 20.30125 17.52300 14.50356 11.26176
7.818726 4.197568 0.4233002];

solex2=[28.71421 27.03995 25.07393 22.82483 20.30401 17.52543 14.50558 11.26333
7.819776 4.198055 0.4231901];
plot(solnul,alfa,’b’ solex1,alfa,’r*’ solnu2,alfa,’b’ solex2,alfa, r*")

legend(’Solucién numérica’, ’Solucién exacta’,’Location’,'northwest’)
ylabel("alfa’)

Puntos ingresados de la (ii)-diferenciabilidad, para graficar en Matlab la solu-
cion dada en la Figura 2.

alfa=[0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1J;

num1=[1.082716 0.9858142 0.8975519 0.8171626 0.7439475 0.6772691 0.6165465
0.5612501 0.5108971 0.4650474 0.4233002];

ex1=[1.082682 0.9857742 0.895055 0.8171096 0.7438872 0.6772012 0.6164706
0.5611660 0.5108045 0.4649462 0.4231900];
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num2=[0.165037 0.1813540 0.1992806 0.2189765 0.2406125 0.2643821 0.2904936
0.3191766 0.3506831 0.3852900 0.4233002];

ex2=[0.164840 0.181165 0.199099 0.218803 0.240449 0.264227 0.290347 0.319039
0.350554 0.385170 0.423190];
plot(num1,alfa,’b’ex1,alfa,’r*’ num2,alfa,’b’ ex2 alfa,’r*’)

legend(’Solucién numérica’, ’Solucién exacta’)

ylabel(’alfa’)
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