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Resumen

En el presente trabajo de investigacion, analizamos la existencia de soluciones de los
problemas de valor inicial Fuzzy (PVIF) asociados a ecuaciones diferenciales 2'(t) =
—A\z(t)+¢(t) y o' (t)+Ax(t) = ¢(t) definidas en el espacio E' de subconjuntos difusos
de R. También, se deduce algunas propiedades interesantes del didmetro y del punto
medio de la solucion, la cual se compara con las soluciones de las correspondientes

ecuaciones diferenciales clasicas.
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Conjuntos difusos, Sistemas dinamicos difusos, Sistemas lineales, Ecuaciones dife-

renciales difusas, Problemas de Valor inicial difuso.
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Abstract

In the present research work , we analyse the existence of solutions of Initial Value
Problems Fuzzy (PVIF) ossociated with differential equations x’(t) = —A\z(t) + ¢(¢)
and z'(t) + Az(t) = ¢(t) defined in space E' of diffuse subsets of R. Also, it follows
some interesting properties of diameter and the midpoint of the solution, which is

compare with the solutions of the corresponding classical differential equations.

Keywords

Fuzzy sets, Diffuse dynamic systems, Linear systems, Diffuse differential equations,

Problems of diffuse initial value.
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Introduccion

En el contexto clasico, se I = [0,t] C R, A € R es una constante, ¢ — R es
una funcién continua e x : I — R entonces las ecuaciones z/(t) = —Ax(t) + ¢(t) y
2'(t) + Ax(t) = ¢(t) son equivalentes independientemente del signo de la constante A.
La solucion para estas ecuaciones con la condicién inicial z(0) = zg, ¢ € I estd dada
por:

z(t) = zoe M + /Ot d(s)eM Vs, t € I.

En el contexto difuso las ecuaciones correspondientes no son equivalentes, ni siquiera
en el caso particular donde ¢(t) = xqo} para t € I y xqoy la funcién caracteristica de
{0}. Esto ocurre porque si u,v € E' son tales que u 4+ v = X{o}, entonces tenemos que
u,v son nimeros reales y v = —u. Mientras que, v + (—u) = {0} no necesariamente
es verdad para v € E'. Por ejemplo, si u = X[o,2], entonces X[o,2] — X[0,2] = X[-2,2]-

La ecuacién o'(t) + Ax(t) = xqo}, tratada en términos de nivel, implica que la
solucién es deterministica y 2/(t) = —Az(t), mas lo contrario no siempre es cierto en
general, es decir, la ecuacion diferencial lineal difusa 2'(t) = —Az(t) no es equivalente
a 2'(t) + Ax(t) = X0}, y por lo tanto la solucién no puede ser la misma.

Nuestro objetivo es obtener una expresion para la solucion de los problemas de valor

inicial y luego comparar tales soluciones asociados a las ecuaciones difusas

Z(t) = —d(t) + () (0-1)
2(t) + Aa(t) = o(t) (0-2)

donde, t € I =[0,T], T >0, € R, ¢ € C(I,E"), x(t) € E' y la diferenciabilidad
es entendida en el sentido de Hukuhara. Vale mencionar que para el proceso de defuzi-
ficaciéon usamos el punto medio y sus didmetros de sus soluciones. Puntos medios para

conjuntos difusos tienen muchas aplicaciones en inteligencia artificial.
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La existencia y unicidad de la solucién del problema (0-1) viene del Teorema de
Picard-Lipschitz, Ver [8], pues la funcion f : I x E' — E' dada por f(t,z) =
—Az + ¢(t) es Lipschitziana en z y continua en (¢, z) para ¢ continuo.

La existencia de solucién para el problema (0-2) estd sujeta a la verificacién de
algunas condiciones de compatibilidad que involucran a la constante A, la funcién ¢
y el valor inicial xy. Observe que para estudiar la existencia y unicidad de soluciones
para (0-2) usando el Teorema Picard-Lipschitz se tendria que escribir la ecuacién en

su forma equivalente

(1) = (1) 7 Ax(t). (0-3)

De esta manera, si f*(t,z) := ¢(t) = Az en (0-3), entonces, f* deberia ser la Funcién
Lipschitziana en el teorema de Picard-Lipschitz dado en [8] o [5]. Sin embargo, la
diferencia en el caso de Hukuhara: ¢(t) = Az (t), puede no existir, a menos que podamos

garantizar que:
1. diam([p(t)]*) > Adiam([z(t)]*), Vt € I,a € [0,1];
2. se cumpla las hipotesis del “Teorema de Representacion de Negoita y Ralescu”;

a fin de lograr de que un conjunto de nivel de diferencia de Hukuhara defina un ntimero

real difuso, como se muestra en los resultados.



Hipoétesis

Imponiendo las condiciones de compatibilidad a A, xg y a la funcién ¢ , existe

solucion para los Problemas de Valor Inicial difusos

e
y
{ j((;)) : ;()M(t) +ot)tel (0-5)
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Capitulo 1

Bases Teoricas

Este capitulo contiene algunas definiciones y propiedades basicas de la teoria de
conjuntos difusos.

La nociéon de conjuntos difusos, introducida por Zadeh en 1965, extiende la nocién
de conjunto clasico en el sentido de que la relacién de pertenencia de un elemento a
un conjunto deja de ser una relacién dicotémica, esto es, dado un subconjunto A de
un conjunto universal X, un elemento x € X, aparte de las dos posibilidades, a saber,
r € Aox ¢ A puede tener otras. Por ejemplo, el conjunto de los niimeros naturales
pequenos, esto es, F = {x € N: z es pequeno}, no admite una respuesta objetiva.

La idea de Zadeh fue debilitar la pertenencia de un elemento en un conjunto, creando
la nocion de “ grado de pertenencia”. Asi, dado un elemento puede pertenecer parcial-
mente a un conjunto dado. Por ejemplo, considerando la funcién v : N — [0, 1], dada
por u(n) = ; definiendo el grado de pertenencia a IF, se tiene que 5 € F con grado de
pertenencia 0,2 y 20 € F con grado de pertenencia 0,05, o n € F con grado de per-
tenencia —. Se observa que la palabra pequetnio para x € N es subjetivo en el sentido
que se poT(Liria tener una infinidad de funciones u : N — [0, 1] definiendo el grado de
pertenencia de cada elemento de F.

Ejemplos como el que fue presentado en el parrafo anterior hacen parte de las
innumerables situaciones en las cuales el significado de pertenencia no esté bien definido
y por tanto no sabemos decir si un determinado elemento pertenece o no a un conjunto
dado. Por lo tanto, podemos hablar que el grado de pertenencia dependera del tipo
de problema del cual se este haciendo referencia. Para modelar matematicamente un

conjunto con estas caracteristicas, Zadeh introduce el concepto de conjunto difuso.
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1.1. Conjuntos Difusos

Definicién 1.1 Sea X un conjunto (clisico); un subconjunto difuso F de X es carac-
terizado por una funcion
up : X — [0, 1],

prefijada, llamada funcion de pertenencia del subconjunto difuso F. El indice de F en la
funcion de pertenencia es usado en analogia a la funcion caracteristica de subconjuntos

clasicos.

El valor up(z) € [0,1] indica el grado con que el elemento x de X estd en el
conjunto difuso F; up(x) = 0 y up(x) = 1 indican, respectivamente, la no pertenencia
y la pertenencia completa de x al conjunto difuso F.

Un subconjunto difuso F es compuesto de elementos x de un conjunto clasico X,
provistos de un valor de pertenencia a F, dado por up(z). Se puede decir que un

subconjunto difuso F de X es dado por un conjunto (clésico) de pares ordenados:
F = {(x,ur(z)), con z € X}.

Observacion: Para efecto de simplificacién de notacién el conjunto difuso F sera
referenciado apenas a través de la funcion up que lo caracteriza. De aqui en adelante u

denota a up.

Ejemplo 1.2 La funcion de pertenencia del conjunto difuso de nimeros reales “pro-

ximos de 17 puede ser definido como
u(t) = e~ Blt=1)?
donde B, t € R, ver Figura 1.1.

Ejemplo 1.3 Obtener los puntos de R? préximos a la recta y = mx +b, m,b € R.

Se define el conjunto difuso cuya relacion de pertenencia u es dada por u(p) =
1

1+d(p,)
recta. Entonces u(p) = 1, sip = (x,y) satisface la ecuacion y = mx+b, esto esp €l y

, donde | es la recta y = mx + b y d(p,l) es la distancia del punto p a la

conforme el punto p se encuentra mas lejos de la recta, la funcion de pertenencia u(p)

Se apm:m'ma a cero.
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/ | I

1 1 2 3 4

Figura 1.1: Funcién de pertenencia para niimeros reales “ proximos a 17

El concepto de nivel de un conjunto difuso es bastante explorado por permitir la

utilizacion de los conceptos y/o estructuras matemaéticas clésicas en el contexto difuso.

Definicién 1.4 Sea u: R — [0,1] un conjunto difuso y a € [0,1]. El conjunto a-nivel

de u es el conjunto
[u]* = {z € R/u(z) > a}, a>0.

El soporte [u]® de u es la cerradura en la topologia de X de la unién de todos los

a-niveles, esto es,

0 [u] a
Figura 1.2: O a-nivel de un nimero difuso.
El conjunto formado por todos los subconjuntos difusos de X serd denotado por
F(X).
A continuacién, presentamos las principales propiedades de niveles de un conjunto

difuso. A pesar de no definir la suma de u,v € F(X) en esta seccién, debe estar claro
que u+v € F(X)y Au € F(X), vea Definicién 1.30.

Proposicion 1.5 Sean u, v € F, entonces
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1. uw=w si, y solo si, [u]* = [v]*, Va € [0, 1];
2. [u+0v]*=[u*+[v]* vy [M]® = Nu]?, Va € [0,1];

8 [u]® D [u)* D, Vo<a<y

oo
4. Siu es semicontinua superior y a, T a = [u]* = () [u]"; (o sea, la aplicacion
n=1
nivel es continua a la izquierda)

5. [u]* # 0, Ya € [0,1], es equivalente a u(x) =1 para algin x € X;

Demostracion. Puede consultar [5, 7, 10]. a

Las operaciones de union, intersecciéon y complemento entre conjuntos difusos pue-
den ser definidas en términos de sus grados de pertenencia. Sean u,v subconjuntos
difusos de X, entonces la unién u V v, la interseccion u A v y el complemento u¢ son
subconjuntos difusos en F(X), cuyas funciones de pertenencia son definidas respecti-

vamente por,

() = wu(z)Vo(r):=mix{u(z),v(x)},
() = wu(z) Av(z) :=min{u(x),v(x)}
u(x) = 1—u(x).

Un conjunto difuso u € F(X) es llamado conjunto difuso normal, si existe por lo
menos un punto o € X tal que u(xg) = 1, y serd llamado conjunto difuso convexo si

el conjunto [u]® es convexo para todo a € [0, 1].

Proposiciéon 1.6 Sea X un espacio vectorial. Un conjunto difuso u € F es convero
si, y solamente si,
u(Ar + (1 = A)y) > min{u(z), u(y)},

para todo x,y € [u]® y todo X € [0,1].

Demostracion. La prueba se encuentra [10]. O

Ejemplo 1.7 Siu: X — [0, 1] es una funcion concava, es decir, si satisface la relacion
Va,ye X,VA e [0,1]: u(Az+ (1 — N)y) > Au(z) + (1 — Nu(y), entonces u satisface
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la hipotesis de la Proposicion 1.6, esto es
u(he + (1= A)y) = Au(@) + (1 — Nuly) = minfu(), u(y)},

luego este es un conjunto difuso convexo, mas la reciproca no siempre es vdlida como
demuestra la figura 1.3. De hecho, en esta figura los a-nivel de u son todos intervalos
cerrados, luego conjuntos convexos y asi u es un conjunto difuso convexro, no entanto
este no satisface la relacion u(Ax + (1 — N)y) > u(z) + (1 — Nu(y), por lo tanto no

es una funcion concava.

E...__K»_\M(X)Jr(1—>\)u(y)

u(x+(1-Ny); u

X=R

Figura 1.3: Un conjunto difuso convexo con funcién de pertenencia no concava.

Definicién 1.8 Un numero difuso u es un conjunto difuso de la recta real que es
normal, difuso convexo y posee funcion de pertenencia continua de soporte acotado. La

familia de nimeros difusos se denota por E*.

Los niimeros difusos no triviales mas comunes son los triangulares y los trapezoidales.

Definicién 1.9 (Nimero difuso triangular) Un conjunto difuso u es llamado nimero
difuso triangular con pico (o centro) “c”, largura izquierda m > 0 y largura derecha

n > 0 si su funcion de pertenencia es de la siguiente forma

l—(c—t)/m, sic—m<t<c
u(t) =3 1—=(t—c)/n, sic<t<c+n

0, en otro caso

y usamos la notacion u = (c;m,n). Luego, los a-niveles son dados por
[u]*=[c— (1 —a)m,c+ (1 —a)n], Ya € [0,1].
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> R

0 c—m c c+n

Figura 1.4: Numero difuso triangular.
Un numero difuso triangular con centro “c” puede ser visto como una cantidad difusa
“aproximadamente igual a ¢ ”.

Ejemplo 1.10 (Namero difuso trapezoidal) Un conjunto difuso u es llamado nime-
ro difuso trapezoidal, con intervalo de tolerancia [c,d], largura izquierda m y largura

derecha n si su funcion de pertenencia tiene la siguiente forma

l—(c—=t)/m, sic—m<t<c

1 , ste<t<d
u(t) = .

l—(t—d)/n, sic<t<c+n

0 ,  en otro caso

La notacion u = (¢, d, m,n).

Utilizando la definicion, se tiene que [u]* = [c— (1 —a)m,d+ (1 —a)n| ,Va € [0, 1].

>R

c—m c d d+n

Figura 1.5: Numero difuso trapezoidal .

Denote por K¢ la familia de los compactos convexos no vacios de R". La extension

apropiada al contexto “difuso” de K¢ es la familia E".
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Definicién 1.11 E™ es la familia de los subconjuntos “difusos” v : R™ — [0,1] que

satisfacen las siquientes propiedades:

1. u es normal;
2. u es difuso convexo;

3. u es semicontinuo superior, es decir, para cualquier yo € R™ y € > 0 existe

d(Yo, €) > 0 tal que u(y) < u(yo) + € siempre que ||y — yo|| <9, y € R™,

4. [u]® = {x € R*"|u(x) > 0} es compacto.

De la Definicién 1.11 sigue que el conjunto a-nivel [u]* € Ko (R™), para todo 0 < a < 1.

1.2. Sobre la Métrica E"

Existen muchas métricas sobre el espacio de nimeros difusos E”, y la mayoria de
estas son una extensién de la métrica de Hausdorff.
Sea x un punto en R™ y A un subconjunto no vacio de R". La distancia d(z, A) de

x a A es definida por
d(x,A) = inf{||z —al| : a € A}

donde || - || es la norma euclidiana en R". Asi, se tiene que d(x, A) = d(x,A) > 0y
d(z, A) = 0 si, y solamente si x € A, donde A es la cerradura de A C R".

Ahora, sean A y B subconjuntos no vacios de R". Se define la separacién de Haus-
dorff de B a partir de A por

d}; (B, A) = sup{d(b, A) : b € B}.

Se tiene que dj; (B, A) > 0 con dj;(B,A) = 0 si, y solamente si B C A. Asf la
desigualdad triangular es verdadera para todo subconjunto A, B y C € R". De la

definicién de d; (-, -), se tiene que en general
03,(B, A) £ diy (A, B).

Definicién 1.12 Se define la distancia de Hausdorff entre dos subconjuntos no vacios
Ay B de R" por
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De la Definicién (1.12) se tiene que:
a) dg(A, B) > 0 con dg(A, B) = 0 si, y solamente si A = B;
b) du(A, B) =dy(B, A);
¢) du(A, B) < du(A,C)+du(C, B),

para cualesquiera subconjuntos no vacios A, B y C' de R".

Considere los siguientes espacios:
i) C™ consiste de todos los subconjuntos cerrados no vacios de R™;

ii) K" consiste de todos os subconjuntos compactos no vacios de R".

Observacion 1.13 Para subconjuntos no vacios y cerrados de R™ la distancia de

Hausdorff en la Definicion 1.12 es una métrica, conocida como la métrica de Hausdorff.

De la observacion 1.13 se tiene que (C", dy) es un espacio métrico.

Proposicion 1.14 [5] (C",dg) es un espacio métrico completo separable en el cual K™
y K son subconjuntos cerrados. Consecuentemente, (K", dp) y (K¢, dy) también son

espacios métricos separables.

Las siguientes propiedades de espacio métrico de Hausdorff seran importantes en el

desenvolvimiento de los resultados y discusion.
Proposicién 1.15 [9] Sean A, B,C, D € K", entonces

dy(tA,tB) = tduy(A,B), Yt >0, (1-1)
du(A+C,B+ D) < du(A,B)+dy(C,D). (1-2)

Proposicién 1.16 [1] Sean A, B € K. y C € K", entonces
du(A+C,B+C) =du(A, B). (1-3)

A continuacion, se presenta una definicién cuya aplicacion tiene gran importancia

en el célculo de integrales con valores en conjuntos.
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Definicion 1.17 Si A € P(R™), A # 0, se define la funcién soporte de A por

Sa(z) = sup (z,a)
a€A

donde < -,- > es el producto interno en R", x € R" y P(R"™) es el conjunto de las
partes de R™.

Teorema 1.18 [1] Sean A, B € K., entonces:
1. Sarp =S4+ Ss.
2. Sxa=ASa, A>0.
3. A=B <& Sy = Sp.

Teorema 1.19 [1] Sean A, B € K¢, entonces:
dp(A, B) = max{Sa(z) — Sp(z) : ||z|| = 1}.

Definiciéon 1.20 Sean u,v € E", la distancia de Hausdorff difuso ds : E" x E™ — R

entre u y v es definida por
doo(u,v) = sup{dy([u]®, [v]*) : a € T}.

Observacion 1.21 De la Observacion 1.13 y de la Definicion 1.20 sigue que, ds €S

una métrica sobre E™.

De las propiedades de la métrica de Hausdorff, Proposicién 1.15 y 1.16 se tiene que:

doo(cu,cv) = | c|de(u,v), 1-4
doo(u+w,v+w) = dy(u,v), 1-5
doo<u+wav+r) < doo(uvv) _’_doo(war)a (1_6)

para todo ¢ > 0, y todo u,v,w,r € E™.

Ejemplo 1.22 Considere el nimero difuso triangular x = (0;1,1) y el conjunto difuso

y definido por

y@%:{1—¢2,mte[—LH

0 Jsit ¢ [—1,1].
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Entonces,

dos(z,y) = aset[tg]dH([ﬂf]?[y]“)
- ai%pl]dg([—(1—a),(1—a)],[—\/—1—a, VI—ad))
= set[tg]lvl—a—(l—a)l
— 1/4

o oo . . d .
Definicién 1.23 (d.-convergencia). Se dice que x,, d-converge para x, T, —x si

lim doo(zp,z) =0.
n—oot

Teorema 1.24 [12] (E",dy) es un espacio métrico completo.

1.3. Teorema de Representaciéon y el Principio de
Extension de Zadeh

A continuacién se enuncia el Teorema de Representacion de Negoita-Ralescu, el
cual es muy importante porque es a través de este que se puede relacionar la teoria

clasica con la teoria difusa.

Teorema 1.25 (Teorema de Representacion de Negoita y Ralescu)

Si{A*/ 0 <a <1} esuna familia de conjuntos compactos convexos y no vacios de
R™ tal que
1. |J A*c A%
0<a<l

2. A2 C A" para 0 < ay < as <1;

3. A* = ﬂ A% para cualquier secuencia no decreciente convergiendo para a € [0, 1].
k>1
O, de forma equivalente, dg(A™, A*) — 0 cuando ay, T a.

Entonces existe un u € E™ tal que

[u]* = A* para todo 0 <a <1
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Yy
W’= |J A4*c A
0<a<l1
Demostracion. Para ver la demostracién se puede consultar [5]. a

Observaciéon: Si u € E™, entonces sus a-niveles satisfacen las condiciones 1,2 y 3 del

Teorema 1.25.
Ejemplo 1.26 En R" se define la suma de Minkowski por
M+ N:={m+n/meMynecN}

para todo M, N C R".

Dados w,v € E" la familia {{u]* + [v]*}ecio), donde [u]* + [v]* es la suma de
Minkowski, satisface las condiciones del Teorema 1.25.

De hecho, las propiedades 1 y 2 siguen de la definicion de suma de Minkowski,
Proposicion 1.5 y el cierre de K¢ sobre la adicion y multiplicacion por un escalar
de conjuntos. Vea que, si u,v € E", entonces las familias {{u]®}acion) ¥ {[v]*}acio
pertenecen a K. Ahora sea {ay} una secuencia no decreciente en [0,1] con ay T a en
0, 1]. Entonces, por la propiedad 3 para las familias {[u]®}aco,1) ¥ {[v]*}acpo,1) tenemos

que
du(fu]™, [u]*) >0y du([v]™,[]") >0 (1-7)

para k — oo y cuando ap T a pues u,v € E".

De la Proposicion 1.15,

dp([u]™ + [v]™, [u]® + [v])

IN

da([u]™, [u]) + du ([0]*, [v]*).

De (1-7), tenemos que el lado derecho de la expresion encima converge para 0 cuando
k — o0, ast, la familia {[u]® 4 [v]* }acjo,1) satisface todas las hipotesis del Teorema 1.25.
Por lo tanto, existe un tnico conjunto difuso w € E™ tal que [w]* = [u]* + [v]*. Asi,
dado dos conjuntos difusos u,v € E™ se puede definir la suma u + v siendo el unico

conjunto difuso w :=u+v € E™ y se tiene que [w]|* = [u + v]* = [u]* + [v]".

Por otro lado, de la misma forma que la suma, se puede definir el producto por un



1.3. Teorema de Representacion y el Principio de Extension de Zadeh 12

escalar sobre E™ a través de los niveles de un conjunto difuso. Para esto, se define
AM = {Im/ m € M},

para todo A € R y M C R", y se considera la familia {\[u]*}acp,1] que también satisface

las condiciones del Teorema de Representacion.

Como en el ejemplo anterior, algunas clases de conjuntos difusos de R"™, como E™ y
F(R™) con la propiedad adicional de semicontinuidad superior pueden ser dotadas de
una suma entre conjuntos difusos usando el Teorema de Representacion de Negoita y
Ralescu.

Ahora si u,v € F(X), entonces las operaciones aritméticas usuales entre funciones
no son adecuadas sobre el espacio F(X) para obtener nuevamente un elemento de
F(X). Por ejemplo, al sumar punto a punto como es usual entre funciones puede
ocurrir que (u +v)(z) = u(x) +v(z) ¢ [0, 1], pues u(z),v(z) € [0,1].

Pero, como definir la suma para el espacio F(X)? Para definir la suma en el espacio
F(X) se utiliza el llamado Principio de Extensién de Zadeh, ver [1]. El Principio de
extension de Zadeh para una funciéon f : X — Y tiene por objetivo indicar como debe
ser la imagen de un subconjunto difuso u de X por medio de f. Se espera que esta

imagen sea un subconjunto difuso de Y.

Definicién 1.27 (Principio de extensiéon de Zadeh) Sean X eY conjuntos no
vacios y f : X — Y, entonces se define el Principio de extension de Zadeh como la
aplicacion

[ F(X) = F(Y)

donde

donde f~'(y) = {z € X/ f(z) = y}.

Sea f : R™ —s R™. La extensién de Zadeh f extiende la funcién f, identificando R”
con
{X{zy € F(R"),z € R"},

pues f(X{z}) = Xf(@), V& € R", donde x4 es la funcién caracteristica del conjunto A.
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Observacion 1.28 Si f es biyectiva, entonces

(f(w) (v) = {x:%):y}um = {ggy@}u(m) =u ()

y se tiene el grdafico del conjunto difuso f(u), representado en el eje vertical, Figura
1.6.

YA

Figura 1.6: Extension de Zadeh.

Ejemplo 1.29 Sean f : R — R, tal que f(z) = 2* y u € F(R) un nimero difuso

triangular simétrico con pertenencia

|z—al .
u(x):{ 1 -5 si |z —al <96,

0 , st |z —al > 9.

Luego, sique del Principio de extension de Zadeh, que

i) = { I

0 , 81y <0,

esto es,

~ 1—@ , 81 |y —al <0 e y>0,
0 , sty <.
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Sean los conjuntos X7, X5 e Y no vacios. El Principio de extension de Zadeh puede
ser generalizado para la funcién f: X; x Xy — Y. Se Define el Principio de extension

de Zadeh como la aplicacion

donde

LN

Y

f(m,ug)(y) - { Sup(th)Ef_l(y)()M(ajl) e zi ;_18; = g

Aqui 71 (y) = {(z1,29) € X1 X Xo & f(21,22) = y}.

Para definir la suma y multiplicacién por un escalar sobre F(X) se usa el principio
de extensién. Para tal caso es necesario que el espacio universo posea una estructura

lineal.

Definicién 1.30 Sea X un espacio vectorial. Si f : X x X — X es tal que f(xq,x2) =

x1 + T2, entonces esta induce una suma sobre F(X) tal que

(u4v)(z) = sup uy Av(xs),

r1+To=x

para todo x € X. Andlogamente, si A € R, u € F(X) y f : X — X es dado por

f(z) = Az entonces, utilizando el principio de extension, se tiene el producto Au sobre
F(X) dado por

u(s) 8t AF£ 0
Xqoy(x) 81 A=0.

(Au)(z) = {

La justificacion para la definicion de las operaciones algébricas en la forma como se

establecio anteriormente, via el Principio de Extension, es dado en la Proposicion 1.5.

Proposiciéon 1.31 [9] E™ es cerrado segin las operaciones de adicidn y multiplicacion

por un escalar dadas en el item 2 de la Proposicion 1.5.
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1.4. Integral y Diferencial de Multifunciones

En esta seccién, se presenta un resumen de los principales resultados sobre integral
y diferencial de multifunciones. Una multifuncién en 7' = [a,b] C R es una funcién
G: T — P(R") tal que G(t) # 0, para todo t € T.

Asociado al concepto de una multifuncién G, esta la nocién de seleccion de G y

seleccion medible de G.

Definiciéon 1.32 Sea G : T — P(R"™) una multifuncion. Se dice que f : T — R"
es una seleccion de G si f(t) € G(t), para todo t € T. Aparte de esto, si f es medible,

decimos que f es una seleccion medible de G.
Definicién 1.33 Sean G : T — P(R") una multifuncion y S(G) el conjunto de todas
las selecciones integrables de G, esto es,

S(G)={f:T — R": f es integrable y f(t) € G(t),Vt € T'}

Entonces la integral de Aumann de G en T es definida como

AG:{Af@ﬁ:feﬁGﬁ.

Teorema 1.34 [1] Si G : T — P(R"), entonces / G=0o / G es un subconjunto
T T

convexo de R™.
Definicién 1.35 La multifuncion G : T — P(R™) es dicha medible si su grdfico
{(t,x) :z € G(t)} es un conjunto medible, esto es:

{t,z):z2€eG(t)} e AxB
donde A denota la o-dlgebra de los subconjuntos de R Lebesque medibles y B denota
los subconjuntos Borel medibles de R™.

Definicién 1.36 La multifuncion G : T'— P(R™) es dicha integrablemente acotada si
existe una funcion integrable g : T — R tal que ||z]| < g(t), para todo € G(t).

Teorema 1.37 [1] Si G : T — P(R™) es medible e integrablemente acotada, entonces

AG%W
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Teorema 1.38 [1] Sea G : T — P(R"), con G(t) cerrado para todo t € T. Si G es

medible e integrablemente acotada, entonces | G # () es un subconjunto compacto de
T

R™.

Corolario 1.39 [1] Sea G : T — P(R"), con G(t) cerrado para todo t € T. Si G es

integrablemente acotada, entonces

AG:@&

para ¢, d € R con ¢ < d.

A continuacién se enuncia un resultado que muestra la relacién existente entre la
integral de Aumann y la integral de Lebesgue para multifunciones de R en R" segun la
funcién soporte. Este resultado es importante en el calculo de la integral de Aumann

de algunas funciones.

Teorema 1.40 [1] Si G : T — K™ es medible e integrablemente acotada, entonces

skgmyzésammﬁ

Ejemplo 1.41 Sean T =[0,1] y G : T — P(R"™), con G(t) = B|0,t|, donde B|0,t] es

la bola de centro en el origen de radio t en R™, entonces

fo-sil)

De hecho, note que Va € G(t) puede ser escrito como a = ¢35, @ € R. Asi, se tiene
que
z,t2) siox #£0,
Saw(r) = sup (x,a) = < II:vH> 7

acG(t) 0 si x=0,

esto es
Sa () = tlz], Vo eR.

Luego

[
| Sat@ydt = 125 = Sy (@)

Por los Teoremas 1.18 y 1.40, se tiene

oo
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Ejemplo 1.42 Sean f : T — R, integrable y A € KC(R™) un conjunto convero con
f(z) >0, Vt € T. Entonces la multifuncion G(t) = f(t)A es integrablemente acotada

! |- [/T f(t)dt] A

Por el Teorema 1.18 item 2, se tiene

Sew (@) = [(t)S4 = /T Sedt = { /T F()dt

Sa = S(fT F0yna()-

Por los Teoremas 1.18 y 1.40, se concluye que

/G- [/T f(t)dt] A.

A continuacién se tiene los conceptos de H-diferencia y diferenciabilidad de multi-
funciones segun Hukuhara, [6].
Si A, B € K¢ y A € R entonces las operaciones de adicién y multiplicacién por un

escalar son definidas como
A+B={a+blac A, be B} MA={)\a/ac A}

Observacion: En general,
A+ (—1)A #{0}.

Por ejemplo, para A = [0, 2], se tiene
A+ (—1)A=1[-2,2] # {0}.

Asi, la sustraccion entre ntimeros difusos no constituye una operacién natural de sus-
tracciéon de nimeros difusos. En vista de esta observacion se define la diferencia de
Hukuhara A — B entre conjuntos A, B € K.

Definicién 1.43 Dados A, B € K¢, si existe C € K¢ tal que A= B+ C, entonces C

es la diferencia de Hukuhara, denotada por A + B.

Ejemplo 1.44 Sea A = [-1,1], B =[-1,0] y C = [0,1], entonces A = B = C pues
A = B+ C. Tambien tiene sentido hablar de A 7 C' = B. Claramente A A = {0}.
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Se observa que la diferencia de Hukuhara no siempre existe. La siguiente proposicién
dice que una condiciéon necesaria para que las diferencias de Hukuhara existan es que

alguna traslacion de B sea un subconjunto de A, B+ {c} C A.

Proposiciéon 1.45 Sean A, B € Kf.. Para que ezista la diferencia es necesario y sufi-
ciente tener la siguiente condicion:

Sia € 0A, entonces hay por lo menos un punto “c” tal que a € (B+c¢) C A.
Para la demostracion vea la Proposicion 4.2 en [6].

Ejemplo 1.46 {0} [0, 1] no existe. De hecho, por la Proposicion 1.45, la condicion
necesaria para que la diferencia {0} + [0, 1] exista es que alguna traslacion de [0, 1] sea
un subconjunto de {0}, esto es [0,1] +{c} C {0}. No entanto, la suma [0,1] + {c} :=
{m-+c/ m € [0,1]} no es un conjunto unitario, luego [0, 1]+ {c} no es un subconjunto
de {0}. Por lo tanto {0} = [0, 1] no existe.

Observacion 1.47 De la Proposicion 1.45, la diferencia de Hukuhara de los conjuntos
X = [z1,22] e Y = [y1,y2] existe se, y solamente si, diamX > diamY y es igual a

[$1 —Y1,T2 — y2]~

A continuaciéon se define la diferenciabilidad de una multifuncién segin Hukuhara

6].

Definicién 1.48 Se dice que la multifuncion F' : T — K¢ es H-diferenciable en un
punto tg € T, si existe DF(ty) € K tal que

, F(to + k) 7 F(to) _
klg(IJl+ du ( k DF(to) | =0
’ F(ty) 7 F(to — k)
) to) 7 £'(to — _
klilr(r)lJr dy < ’ ,DF(t0)> = 0.

En los puntos extremos de T, se considera apenas uno de los limites arriba. DF (to) es

llamado H-diferencial de F' en el punto t.

Teorema 1.49 [1] Si G : T — Ko (R™) es H-diferenciable en T, entonces

d (Sa ()

p = Spa) (7).
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Ejemplo 1.50 Sean T =[0,1] y G : T — P(R™) con G(t) = B[0,t], donde B|0,t] es

la bola de centro en el origen de radio t en R™. Entonces, G es diferenciable y

M—S (z) = lzll, si x#0,
dt —opam 0, si z=0.

De hecho, note que G(t) = tB[0,1], Vt € [0,1]. Defina DG(ty) = BJ0,1],
Vo € [0,1], entonces:

k—0+ k k—0+
= 0.
Y
. G(tO) — G(to — k) o ; tOB[O’ 1] — (t(] — k>B[Ou 1]
pig o (I D0 < ; B
= 0.

Por lo tanto, G(t) es diferenciable.
Ahora, sigue de la Definicion 1.17 que

i), st x#0 e S 0) =0,
Spa(t)(T) = < ”wH> . ’ ot (0 (1-8)
], si ©#0 y Spa(0) = 0.
Por otro lado, del Ejemplo 1.41 se tiene que
Sawy(x) =tz si 2 #0 y Sew(0) =
Luego,
d (Saw () d (t||x , d (S (0)
( o ) = (c’llt ) =|lz] st x #0 y 7( o ) =0. (1-9)

De las ecuaciones (1-8) y (1-9) se tiene la afirmacion del Teorema 1.49.
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1.5. Integrabilidad y Diferenciabilidad de Funcio-

nes difusas

Sean X, Y subconjuntos no vacios de R” y T' = [¢,d] C R.
Definicién 1.51 Sea F : T — F(Y), entonces F es llamada aplicacion difusa.

A continuacién, se tiene resultados de medida e integrabilidad de uma funcién

difusa.

Definicién 1.52 La aplicacion F :'T — E™ es llamada continua en un punto ty € I,
si para cualquier ¢ > 0, existe X > 0 tal que doo(F(t), F(ty)) < €, siempre que
|t —to| < A\, t € I. La aplicacion F : T — E™ es llamada continua en T si fuera

continua para todo ty € T

Definiciéon 1.53 La aplicacion F : T — E™ se dice Lipschitz continua, si existe una
constante K > 0 (constante de Lipschitz), tal que para cualquier t1,ts € T, se tenga la
siguiente desigualdad :

doo(F(t2), F(t1)) < K|t; — ta].

Definicién 1.54 Decimos que la aplicacion F : T — E™ es fuertemente medible si
para todo a € [0, 1] la multifuncion F, : T — K" definida por

es (Lebesgue) medible, con el conjunto K™ dotado de la topologia generada por la métrica
de Hausdorff.

Lema 1.55 [8] Si F': T — E™ es continua con respecto a la métrica d, entonces F

es fuertemente medible.

Si F: T — E' entonces F,(t) es un intervalo compacto, esto es, F,(t) = [A*(¢), u*(t)].

Asi se tiene el siguiente resultado:

Lema 1.56 [8] Sea F : T — E' fuertemente medible y denotando
[F(t)]* = [A*(t), p*(t)] para a € [0,1], entonces A* y u* son medibles.

Definicién 1.57 La aplicacion F : T — E™ es llamada integrablemente acotada sobre
T, si existe una funcion Lebesque integrable k : T — RT tal que ||z| < k(t) para todo
x € Fy(t), teT.
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1.5.1. Integrabilidad

Definicién 1.58 Sea F': T — E". La integral de I’ sobre T', denotada por/ F(t)dt
T

d
0 / F(t)dt, es definida a través de sus a-niveles por la ecuacion

/ F(t)dt] = [ Rt
T T
= {/ g(t)/g: T — R" es una seleccion medible de Fa(t)}
T

para cualquier a € [0,1]. Una aplicacion fuertemente medible e integrablemente
acotada F : T — E™, es llamada integrable sobre T', sz’/ f(t)dt € E".
T

El siguiente teorema debido a Puri y Ralescu, muestra que ciertas condiciones ga-

rantizan que las aplicaciones sean integrables.

Teorema 1.59 [9/ Si la aplicacion F : T — E™ es fuertemente medible e integrable-

mente acotada entonces F' es integrable sobre T.

Observacién 1.60 Si F : T — E' es integrable entonces por el Lema 1.56 se tiene

que / F es obtenida por la integracion de los a-niveles, esto es
T

L =L e
T T T

donde [F(1)]* = [\(t), uo(t)], a € [0,1].

a

?

Corolario 1.61 [8/ Sila aplicacion F : T — E™ es continua, entonces ella es integra-
ble.

Teorema 1.62 [8] Sean F,G : T — E" integrables y A € R. Entonces
1 /(F+G):/F+/G.
T T T

2. /AF:)\/F.
T T

3. doo(F, G) es integrable.

4 do (/TF/TG) g/TdOO(F,G).
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Ejemplo 1.63 Sean F' : T — E™ con F(t) = f(t)u donde u € E™ y f : T — Rt una

funcion integrable. Entonces
t t
[e= ([

Sigue de [F(t)]* = [f()u]* = f(t)[u]*, que F es fuertemente medible y aparte de esto, F
es fuertemente acotada por g(t) = cf(t) donde ¢ = ||[u]’]] = max[u]®. Asi del Teorema

1.59 se tiene que F' es integrable y del Ejemplo 1.42 se tiene que

a

[/Ct F(T)dT} = /Ct F,(r)dr
= [l ar

C

= [ ar

= ([ sy e
fr=([ 1)

1.5.2. Diferenciabilidad para Funciones Difusas

Por lo tanto,

La H-derivada (diferenciabilidad en el sentido de Hukuhara) para funciones di-
fusas fue inicialmente desarrollado por Puri y Ralescu [11], quienes generalizaron y
extendieron el concepto de diferenciabilidad de Hukuhara para multifunciones. Esta

diferenciabilidad es basada en la H-diferencia de conjuntos difusos, como sigue.

Definicion 1.64 Sean u,v € E™. 57 existe w € E™ tal que u = v + w, entonces w es

llamado la H-diferencia de u y v y es denotado por u + v.

Observacion 1.65 La diferencia de Hukuhara w v en E" existe en términos de
nivel si, y solamente si, existe la diferencia de Hukuhara [u]® — [v]* en K& y la familia
[u]* 5 [v]* con a € [0,1] define un w € E™, esto es, verifica las hipdtesis del Teorema

da representacion de Negoita y Ralescu.

Definicién 1.66 La aplicacion F :'T — E™ es Hukuhara diferenciable en to € T C R

si para 0 < h < € las diferencias de Hukuhara

F(to + h) % F(to), F(to) 7 F(to—h)
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existen en E™ cont+ h € T y existe F'(ty) € E™ tal que

lim do
h—0t

(F(to + h})L 7 Flto) F,(t0)> _0 (1-10)

(F(to) = z’(to —h F/(t0)> _o. (1-11)

Aqui, F'(to) es llamado la derivada de Hukuhara de F en t.

En los puntos extremos de 7', se consideran solamente las derivadas laterales en uno

de los extremos.

Observacion 1.67 De la Definicion 1.66, se tiene que, si F' : T — E" es diferenciable

entonces la multifuncion F, es Hukuhara diferenciable para todo a € [0,1] y
DF,(t) = [F'(t)]" (1-12)

Aqui, DF,(t) denota la derivada de Hukuhara de F,.

La reciproca no siempre es verdadera, puesto que la existencia de la H-diferencia
dos conjuntos [x]* = [y]*, a € [0,1], no implica la existencia de la H-diferencia de los

conjuntos difusos r 4 y.

Teorema 1.68 [8/ Sea I : T — E' diferenciable, con F,(t) = [F()]* = [f.(t), 9.(t)], a €
[0,1]. Entonces f, y g, son diferenciables y

[F'(0)]*(t) = [fa(t), ga(1)].

Teorema 1.69 [8] Sea F : T — E™ diferenciable en T. Si ti,to € T con t; < to
entonces existe un C € E™ tal que F(ty) = F(t1) + C.También se puede ver que si F'

es diferenciable, entonces eziste F(to)  F(t1) site > ;.

Demostracion. Para cada s € [t1,ts] existe un §(s) > 0 tal que las H-diferencias
F(s+h)—= F(s)y F(s)— F(s—h) existen para todo 0 < h < §(s). Entonces, podemos
encontrar una secuencia finita t; = s1 < s < .-+ < 5, = ty tal que la familia

{I, = (5, = (si),si + d(s:))| i = 1,...,n} cubre [t1,to] e I,, N I,,,, # 0.
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Escojaun v; € I,, N1, ,i=1,...,n— 1, talque s; < v; < s;41. Entonces

F(SH_l):F(UZ')—'—Bl :F(SZ)+BQ+B1 :F(SZ)—{—CZ, izl,...,n—l,

para algun By, B, C; € E".
n—1
Por lo tanto F(tQ) :F(t1)+ZCZ:F(t1)+C, C e E™. O

i=1

Corolario 1.70 /8] Si F : T — E™ es diferenciable en T, entonces para cada a € [0, 1]

la funcion real t — diam[F(t)]* es no decreciente en T

Demostracion. Sean ti, to € T con t; < t,. Entonces, por el Teorema 1.69, exis-
te C' € E™ tal que F(ty) = F(t1) + C, luego [F(t2)]* = [F(t1)]* + [C]*. Por tanto,
diam[F(t1)]* < diam[F (t2)]". O

De las propiedades de d, ecuaciones (1-4)-(1-6), se tienes los resultados.
Teorema 1.71 /8] Sean F,G : T — E' diferenciables sobre T y X € R, entonces

1. (F+G)(t)=F'(t)+ G'(t).

2. (AF)(t) = AF'(t).

Ejemplo 1.72 [1] Sea F : T — E™ con F(t) = f(t)u, dondew € E" y f : T — R*
creciente y de classe C'. Entonces, I es derivable y F'(t) = f'(t)u.

La Definicién 1.66 de derivada es muy restrictiva. Por ejemplo, en [3] los autores
demostraron que si F(t) = ¢ g(t), donde ¢ es un ntimero difuso y ¢ : [a,b] — RT es
una funcién con ¢'(t) < 0, entonces F' no es diferenciable. Para evitar esta dificuldad,
los autores en [3] introducen una definiciéon mas general de derivada para funciones
difusas ampliando la clase de aplicaciones difusas diferenciables, considerando un tipo
de H-derivada lateral. No en tanto, en este trabajo se considera la diferenciabilidad

segun la Definicion 1.66.

1.6. Ecuacion Diferencial difusa

Las ecuaciones diferenciales son usadas para modelar los mecanismos evolutivos de

procesos dinamicos de las ciencias e ingenierias. La Ecuacién Diferencial mas simples
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es la ecuacion diferencial ordinaria de primer orden
2 (t) = f(t,z), = e€R" (1-13)

Una solucién de (1-13) es una funcion diferenciable © = x(t) satisfaciendo (1-13)

para todo t € (a,b) C R. Para un Problema de Valor Inicial

(1-14)

{x’<t> = f(t,z(t),
z(0) = o,

se tiene que la funcién = = z(t, o) es solucion. La existencia y unicidad de una so-
lucién del Problema de Valor Inicial (1-14) es importante no solo matematicamente,
mas también para obtener la respuesta al problema propuesto. Cuando f es continua,

resolver el problema de valor inicial (1-14) es equivalente a resolver la ecuacién integral

() = w0 + /atf(s,a:(s))ds

para una funcién de clase C*.

Ecuaciones diferenciales deterministicas muchas veces representan una idealizacién
de situaciones reales en que la impresiciéon podra, de hecho desempeniar un papel signi-
ficativo. Ecuaciones diferenciales estocasticas han sido sido utilizados para incorporar
los efectos de fluctuaciones aleatorias. No en tanto, datos vagos debido a la incerteza
requiere introducir Ecuaciones Diferenciales Difusas.

La verdad, si las incertezas fueran modelados por medio de subconjuntos difusos, la
acuacion diferencial puede ser tratada de varias formas tales como: Ecuaciones Dife-
renciales Difusas, esto es a partir de la derivada de Hukuhara; Inclusiones diferenciales
Difusas; Extension de la solucion determinista y otros, ver el Capitulo 8 de [2].

En el contexto difuso, se interpreta el lado derecho de (1-14) como una aplicacién
f:IxE"—=E" I=[0,T],T>0yxz€ E"

Sea el espacio C'(I, E") = {x : I — E™: x, 2’ son continuos}, donde la derivada

2’ de x es en el sentido de Hukuhara como en la Definiciénl.66.

Definicién 1.73 Una solucion de (1-14) es una funcion x € C(I, E™) satisfaciendo
(1-14).
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Ejemplo 1.74 Considere el problema malthusiano difuso

{x’(t) = —Xx(t), (1-15)

z(0) € .

donde A\ >0 e xp € E'.
Si 2'(t) es la H-derivada y considere el conjunto nivel de z(t) dado por [x(t)]* =
[2(t)at, (V) ar], con 2(t) = 2(O)a Y Tar(t) = 2(t)ar para todo a € [0,1], entonces el

problema (1-15) es escrito en términos de nivel como

{ 2(t) = =Mwr(t) 7a(0) = (x0)u L16)
m:zr@) = _)‘xal(t) 7xar(0) - <x0>ar

Luego para todo a € [0,1], una solucidn de este sistema es

Palt) = —sdiam ([x") 4 7 ((w0)a + (zo)ur) e

:LJ (t) - ;dlam ([xo]a) eAt + ; (($O)al + (l'O)ar) e_/\t

para todo a € [0,1] yt > 0. Note también que xq(t) < x4, (t), para todo t > 0. Por lo

tanto, la funcion difusa x(t) que resuelve el problema (1-15) tiene conjuntos nivel

[e(0)]* = [~ diam (fxo]®) &+ mp (f2a]®), Saiam ({z0]") & + mp (]|

donde mp([zo]*) denota el punto medio de [xo]*, esto es, mp([z0]*) = 2((z0)a + (%0)ar)-
FEsta solucion de (1-15), considerando la H-derivada, tiene la propriedad que el
diam([z(t)]*) es ilimitado cuando t — +oo, mostrando que esta interpretacion no

generaliza de manera adecuada el caso clasico.

En [4](ver también [3]) este problema es resuelto introduciendo el concepto de de-
rivada generalizada para la aplicacion difusa f : [ x E™ — E", extendiendo la clase de

aplicaciones difusas diferenciables. Asi, la solucién puede ser adecuadamente escogida.

Considere el problema de valor inicial difuso,

{u’(t) = f(tu?), tel (1-17)

u(0) = wup e E™
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donde I =[0,T], T>0y f:Ix E"— E™

Lema 1.75 [8] Sea f : I x E™ — E™ continua. La aplicacion u : I — E™ es solucion

de (1-17) si, y solamente si es continua y satisface la ecuacion integral

u(t) = g +/0tf(s,u(s))ds, el

Un Teorema que garantiza la existencia y unicidad de soluciones de una ecuacion

diferencial difusa es el siguiente.

Teorema 1.76 [8/(Teorema de Picard-Lipschitz)
Sea f: I x E™— E"™ continua y lipschitziana en la sequnda variable, esto es, existe

k >0 tal que
doo(f(t, ), f(t,y)) < kdoo(,y)

para todot € I, x,y € E™. Entonces el problema de valor inicial (1-17) tiene solucion

unica en I

Ejemplo 1.77 Sea f : [ x E' — E*' dado por f(t,x) = —Mzx + o(t),M € RT y
o : I — E' una funcién continua.

De las propiedades de la métrica de Hausdorff (1-4) y (1-5) tenemos
dOO(f(tam)a f(tv y)) = dOO(_Mx + U(t)v _My + U(t)) = dOO(_Mxv _My) = Mdoo(l',y),

para todo x,y € E' yt € I. Asi el problema difuso lineal u'(t) = —Mu(t) + o(t) tiene

solucion unica sobre I.



Materiales y Métodos

Los resultados del trabajo de investigacion se obtuvieron a través del razonamiento
deductivo que es inherente a la matematica, por esto en cada teorema se hace el analisis
y su demostracion, el cual ademés va acompanado de ejemplos en los cuales se aplica
los teoremas y definiciones tratadas a lo largo de la investigacion.

En nuestra investigacion se usa la teoria difusa, teoria de multifunciones y calculo
diferencial e integral difuso de las cuales hemos tomado las definiciones y teoremas mas
relevantes que nos han permitido conseguir resultados acorde a los objetivos trazados
en nuestra investigacion.

Finalmente, las conclusiones también se obtienen aplicando los métodos matemaéti-

cos del andlisis y demostracién enunciados arriba.
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Resultados y Discucion

Antes de iniciar con los resultados mas importantes que son los Teoremas 1.81 y
Teorema 1.83 vale mencionar los aspectos mas importantes para el mejor entendimien-

tos de las demostraciones.

Definicién 1.78 Un conjunto difuso u es llamado niumero difuso, cuando el universo

donde esta definido es el conjunto de los nimeros reales, esto es,
u:R —[0,1]

y ademds satisface las siguientes condiciones:
= u debe ser un conjunto difuso normal;

» El conjunto a-nivel de u, esto es, el conjunto [u]® = {x € R/u(z) > a} debe ser

cerrado para cada a € (0;1];

» El soporte de u, [u]’ = {zx € R/u(x) > 0} debe ser acotado.

El conjunto difuso debe ser normal, puesto que nuestra concepcién de un conjunto de
“nimeros reales cerca de n” es satisfecha totalmente por n mismo, por lo tanto, el
grado de pertenencia de n en cualquier conjunto debe ser 1. El soporte acotado de un
numero difuso y todos sus a-niveles para a # 0 deben ser intervalos cerrados para que
nos permita definir operaciones aritméticas sobre niimeros difusos en términos de las
operaciones aritméticas estandar sobre intervalos cerrados.

Dado que los a-niveles de cualquier nimero difuso deben ser intervalos cerrados
para todo a € (a, 1], cada ntimero difuso es un conjunto difuso convexo.

El conjunto E' denotar el conjunto de todos los ntimeros difusos, es decir E! seré

la recta real difusa o el analogo a R en el caso determinista.
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Definimos la métrica en E!, que es una métrica proveniente de la métrica de Haus-

dorff para intervalos compactos de R.

Definicién 1.79 Sean u,v € E', la distancia de Hausdorff difuso d : E* x B — R*

entre u y v es definida por

doo(u,v) = sup {dp([u]", [v]")}.

0<a<1
donde dg es la métrica de Hausdorff para intervalos compactos de R, cuya definicion

es
dp (1, 7) = mx (sup (e, J),supdly, f>> ,

zel yed

donde d(z, J) = ian]d(x,j) yd(r,s) =|r—s|.
j€
El espacio (E',dy,) es un espacio métrico completo.

Definicién 1.80 Para cada x € E' se define las funciones zy : [0,1] — R, zp :
[0,1] = R, por xp(a) = x4 y xr(a) = T4, donde [x]* = x4, Ter] para cada a € [0, 1].

El par de funciones (zr,xg) es llamado parametrizacion del nimero difuso x.

Tenemos que x; es una aplicaciéon acotada, mondtona creciente y semicontinua

inferior, y xr es una aplicacién acotada, mondtona decreciente y semicontinua superior.

El espacio £(I, E') con I = [c,d] C R, denota el espacio de funciones con valor
difuso definidos en un intervalo real. C'(I, E') denota el espacio de funciones difusas

continuas en I y la convergencia en C(I, E') es relativa a la distancia

H(f,9) = supdss(f(1). 9(1)), f, 9 € C(I,EY),

tel

que es uniforme sobre I.
Teorema 1.81 FEl PVI difuso

{ '(t) + Ax(t) = o(t), t €1 (1-18)

z(0) = xo.

donde A > 0,1 =[0,T] oI =[0,00) conT >0, ¢ € C(I, E') yxy € E', tiene solucién
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unica en I, dada por

x(t) = ToX 1oy +/ $)X{ere-nyds, t € 1, (1-19)
si para cada t € I, existe 5> 0 tal que las diferencias de Hukuhara
z(t+h) 7 x(t) y 2(t) 7 =(t — h)
existen, para todo 0 < h < 3.

Demostracion. Observe que, la cuestion de existencia y unicidad de una soluciéon para
el problema (1-40) es resuelta por el teorema de Picard-Lipschitz siempre que tenga
sentido la expresion f*(t,x) := ¢(t) 7 Az. Es facil ver que el estudio del problema(1-40)
es equivalente a estudiar el problema (0-3).

Sea x(t) € E' una solucién con nivel [z(t)]" = [x(t)a, x(t)ar] donde zy(t) =

T(t)a ¥ Tar(t) = 2(t)ar,. El problema (1-40) es escrito en términos de nivel como

‘r;l@) + )‘xal(t) = ¢al(t)7 te [a
Tap(t) + Aar(t) = dar(t), t € 1,
l’al(O) = (xO)aly xar(o) = (xO)ar

Usando factor integrante, se tiene
t
Ta(t) = (a:o)ale”t—l—/ bar(5)eN"Vds (1-20)
0
t
Tart) = (20)are ™ + / Gar (8)XDds. (1-21)
0

Luego,
I( ) = ToX{e-t} +/ X{e*(s t)}dS tel.

Se puede afirmar que si para t € I,
t
diam ([$(£)]") > Ae ™ <diam ([wo]?) + / diam ([$()]*) e’\sds> Va,  (1-22)
0
y existe § > 0 tal que para 0 < h < [3,

t+h
(1) (zo)ae M(e” +/ e Vds(e —I—/ (s=t+M) ds no es
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decreciente en a,

(2) (:U) —At(p=Ah _ +/ (s— td /Hh A(s—(t+h)) d
0 are s + a r€ S No es

cre(nente en a,

t—h t
(3) (o)me M(1 — M) + / O(5)ae*Vds(1 — M) —1—/ o(5)ae** Yds no es de-
0 t—h

creciente en a,
t—h t
(4) (20)are (1 — M) —i—/ B(8) e Vds(1 — M) +/ O(5)are**™Vds 1o es cre-
0 t—h
ciente en a.

Entonces las diferencias de Hukuhara
a(t+h) 7 x(t), z(t) 7 x(t —h)

de = dadas por (1-41), existen para 0 < h < f3.

En efecto, de la Proposicién 4.2 en [6] se deduce que las diferencias de Hukuhara
que aparecen en el Teorema 1.81 existen si [z(t 4 h)|* — [x(t)]* existe para cada t, a fijo
y 0 < h < f3, es decir, diam([x(t)]*) tiene que ser una funcién no decreciente en t.

Mas la funcién
diam ([x(1))*) = diam ([z0]*) ™ + /O " diam([g(s)])0ds,

es una funcion real diferenciable. Entonces,

2 diam ([2(2)1) = diam ([agl?) - e

dt t
X (diam([xo]“) —i—/o diam([qﬁ(s)]“)eA(s)ds) )

y por (1-22) se tiene que diam ([z(t)]*) > 0. De esta manera, [x(t + h)]* = [x(¢)]* y
[2(t)]* & [x(t — h)]* existe para cada t € [ y a fijo. Ahora solo queda probar que los

intervalos
[Z(t+h)a—2()a,z(t+h)ar — 2(E)ar], [(E)a — 2t — h)ar, ©(t)ar — 2(t — h)ar]

definen los conjuntos de nivel a (a-nivel) de un nimero difuso, para cada t y 0 <
h < f.

En efecto,
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» Usando (1-22), se obtiene que

z(t+h)a—2)a <zt +h)e —2(t)e, Va
() — 2t —h)a < x(t)er — 2(t — h)ar, Va

= De (1), (2), (3) v (4) se obtiene que x(t + h)a — x(t)ar, 2(t)a — x(t — h)a,
son funciones no decrecientes en relacién a las variables a, y z(t + h)ar — 2(t)ar,

z(t)qr — x(t — h)q,r son no crecientes en relacion a la variable a.

» Denotando Ty (a,t) = x(t+ h)e — 2(t)u y Tr(a,t) = (t + h)ar — 2(t)ar, se tiene
que
[TL(as,t),Tr(as,t)] C [Tr(a1,t),Tr(a1,t)] para 0 < a; < ag < 1.

Por otro lado, si a > 0y {ax} C [0, 1] es una sucesién mondtona no decreciente
que converge para a, entonces [Tr(ag,t), Tr(ag,t)] es una sucesion (decreciente)

de intervalos encajados. Luego por la continuidad de T, y Zg,

kDN[TL(CLk, t),Tr(ax, t)] = [ilelg Zr(ak,t), ]yellfw ZTr(ag, )]
= [lim fL(CLk, t), lim TR(CLk, t)] = [fL(CL, t),TR<CL, t)]
k—o0 k—o00

Por lo tanto, del Teorema de Negoita y Ralescu 1.25 se deduce que para cada
tely0<h<p,losintervalos [z(t + h)e — x(t)a, 2(t + h)ar — 2(t)er] definen

un conjunto de nivel de algiin niimero difuso.

Analogamente acontece para el caso [x(t)q — 2(t — h)ar, €(t)ar — z(t — h)ar]-
Ahora estudiamos la diferenciabilidad de x en el sentido de Hukuhara. Sea t € I,y
h > 0, entonces de(1-20), para cada a € [0,1] se tiene:

(x(t + h})Z = a;(t)>al — (o) (Mh_1>

t e | —Ah o t4h
+ [ os)ae s ( © + <
0 h h Ji

()’ ds,  (1-23)
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y de (1-21)

z(t+h) ga(t) _ e -1
e A

t —Ah e~ t+h
+/ B(8)are*ds <e ) h / 8)are™*Vds.  (1-24)
0

Asimismo,

lim (””(“hm”“)) = 60— Maoae ™ — A [ G Vds, (125)

h—0t h

l{im (x(Hh) ﬁx(t)) = (t)ar — Mz0)are™ /\/ 8)are 0 ds, (1-26)

h—0t h

desde que: (zg)a € (70)qr son uniformemente acotadas en a € [0,1]; ¢(s)ar y ¢(8)ar sON
acotadas en el intervalo [0, ¢] y uniformemente en a (¢ es continuamente acotada en el
compacto [0, t]).

Los limites en (1-25) y (1-26) son analizados a través de la continuidad de ¢ en el
compacto [0,t], es decir, existe K € R, K > 0 tal que |¢p(t)u| < K, Vt € lyac€l0,1].

Asimismo, se tiene que

1 [tt+h
< = KM 0ds + K
h Ji
K As—t)]tHh
== m |:€ :|t + K
KeM—1+M\h

A h

‘li /tt+h O(8)ae™* ™ Vds — ¢(t)a

Tomando limite en ambos lados de la expresiéon anterior vemos que el lado derecho

tiende a cero, cuando h — 0T. Por lo tanto,

1 ft+h
lim / 3(5) eV ds = d(1) .
t

h—0t
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Procediendo en forma similar se obtiene

1 t+h
lim = [ Gls)ure s = 9(t)ar.
t

h—0t

La diferenciabilidad a izquierda de x es analizada de forma similar, obteniéndose asi,

mﬂ(“wgwa_thZZ“Myhﬁn(“wgiﬁ_m>m=z@w’

h—0t h

donde

2(t)a = O(t)ar — Mxo)we™ )\/ ale

Z(t>ar = ¢<t)afr )\(xo ar€ M/ are ds

como en (1-25) y 1-26.
Esto prueba que

dn ([x(t + h})L 7 x(t)l “ o Z@)(ﬁ}) B

du (|22 ost0]) 0

uniformemente en a cuando h — 07, de manera tal que

" <x(t+h2lgx(t)’z(t)> L0y d (x(t) gi(t—h),z(t)) 0

donde [z()]* = [2(t)as, 2(t)ar] con t € I es un ntimero difuso, pues E' es completo.

Entonces 2/(t) = 2(t) € E*', para todo ¢t € I. También se puede verificar que

() + Aa(t) = 2(t) + Aa(t) = o(t), t € I,
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y 2(0) = xy, de modo que asi se obtiene una solucién para (1-40). O

Ejemplo 1.82 Considere el caso particular del problema (1-40),
a'(t) + 3x(t) = X1, t €1 2(0) = zo = xq13- (1-27)

Aplicando el Teorema 1.81, se obtuvo una solucion para (1-27) como x(t) = Xje-at, 2e=8ts1y-
Observe que la solucion estd dada en cada instante t por la funcion caracteristica de
un intervalo real, de alli que x(t)u y ©(t)ar no dependan de como se escoge el nivel

a € [0,1]. La razdén es que ¢ y la condicion inicial xo son dadas por las funciones
caracteristicas, ver Figura 1.7.

0.8 \\
0.6 \\
04 \ —

02

0 1 2 3
t

[— x(0) == x(1),,|

Figura 1.7: Puntos finales del conjunto a-nivel de la solucién del problema (1-27).

Si mp([2]*) = 3(2a + Zar) denota el punto medio para [2]* = [z, Zar), @ € [0,1],
2z € E', entonces el punto medio y el didmetro de los conjuntos de nivel de la solucién
son respectivamente mp([x(t)]*) = #(5e7% + 1), diam([z(t)]*) = (1 —e™*), Va €
[0,1], ¢t € I. Estos valores son independientes del nivel a € [0,1], debido a la eleccion

de ¢ y xq, ver Figura 1.8.

Para una funcion difusa x diferenciable en el sentido de Hukuhara, el diametro de los
conjuntos a-nivel, es una funcién no decreciente en t para cada a fijo. Asi, un problema
interesante es la acotacion del diametro de los conjuntos de nivel de las soluciones de
las ecuaciones diferenciales(que son diferenciables en el sentido de Hukuhara) a fin de

controlar la imprecision de las soluciones, manteniendo el didmetro de los conjuntos de



37

0.8+

0.6

0.4+

—mp diam

Figura 1.8: Punto medio y didmetro de los conjuntos de nivel de la solucién de (1-27).

nivel acotados por un cierto grado de incertidumbre. En este ejemplo, la solucion tiene
un comportamiento muy interesante una vez que el didmetro del conjunto a-nivel de la
solucion permanece acotada cuando t aumenta. Por otro lado, una vez que la solucion
difusa es obtenida, se puede escoger un punto medio del conjunto 1-nivel de z(t) como
un numero real que representa la solucion difusa con un cierto grado de precision, esto
significa que en el proceso de defuzzificacion, podemos seleccionar v(t) = mp([x(t)]'),
para cada t, y se tiene una funcion real que representa una solucion difusa u. En el
ejemplo, el punto medio de cada conjunto de nivel tiende a un niumero fijo (6) cuando

t — +00, independientemente de a € [0, 1].

Teorema 1.83 El PVI difuso
2(t) = =x(t) + o(t),t € 1 (1.95)
z(0) = xo,

donde A >0, I =1[0,T] conT >0, ¢ € C(I,E"), xg € E', tiene solucion tinica en I,

dada por la expresion

At —At

e e
.Qi(t)al = —791(25, Cl) -+ TQQ(t, Cl) (1—29)
At -\t

(e = St a) + 5 U(ta) (1-30)



38

donde
¢
Qi (t,a) = diam([x]®) +/ diam([p(s)]")e **ds,

Qo(t,a) = (z0)ar + (T0)ar +/ 8)ar + O(8)ar)eMds.

Demostracion. Considere la funciéon z(t) con conjunto de nivel [x()]* = [x(t)ar, (t)ar]
como solucién del problema (1-44).

El problema

1. “ 1 _

w(t)y = —idmm([xo] )e’\t + 5((:130),15 + (x0)ar)e AL (1-31)
1. “ 1 _

w(t)y = §dzam([x0] )e’\t + 5(($0)az + (z0)ar)e AL (1-32)

parat € [y a € [0,1].
Para obtener a solucién de

V' (t) = = (t) + o(t), t €, (1-33)
U<O) = X{0}7

considere (w + v)(0) = w(0) + v(0) = up + xo = uo, y para t € [

(w+0)(t) =w'(t) +0'(t) = —dw(t) + (= () + o(t)
= —Aw(t) + o) + o) = —Aw +0)(t) + (1),

tal que w + v es solucién de (1-44). Se busca una solucién para (1-33) de la forma

(w)al):( ) (Cal@ ) (134
V(t)ar =M e )\ can(t)
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para t € [ y a € [0,1], tal que [v(0)]* = [v(0)a,v(0)ar] = {0}, V a. Esto es, para

a € [0,1], considere el sistema lineal homogéneo no singular.

0 . U(O)al . 1 1 Cal(O)
0 v(0)ar -1 1 car(0) ]’
Por lo tanto, la solucién tnica es

car(0) =0, ¢.-(0) =0, Va € [0,1].

Ahora, para que la expresién

v(t), Ca(t)eM + cop(t)e™
V() ar —ca(t)eM + cqp(t)e ™™
defina un elemento en E', es necesario que ¢, () sea una funcién no positiva. Ademas

de eso, para que las diferencias de Hukuhara v(t + h) + v(t), v(t) + v(t — h) existan

para h > 0 suficientemente pequeno, es necesario que
diam([v(t)]?) = —ca(t)e™ + car(t)e™ — cu(t)eM — cor(t)e™ = —2c4(t)eM

sea no decreciente en t. Por ejemplo, si ¢, es una funciéon no creciente en t, observe

que, para t € I, a € [0, 1],
[w()]" = [ca(t)eM + car(t)e™, —cu(t)e™ + cop(t)e ™. (1-36)

A continuacién calculamos ¢,(t) v cqr(t) con el objetivo de obtener la solucién de
(1-33). Escribiendo de términos de conjuntos de nivel, obtenemos para todo a € [0, 1],
tel,

Va(t) = =Mar(8) + al(t),
vtllr(t) = _)‘Ual<t) + ¢ar(t)7
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y usando (1-36),

)M+ cat)AeM + (e — Aegp(t)e™

al

—cy )M —ca®)reM + (e — et

a

de donde

Luego se obtiene

dlt) = £ (Bult) — 6ur (1),
(1) = 56 (Gut) — burlD),

que integrando se llega a los siguientes resultados,

alt) = 5 [ € (6u(s) ~ Gurl))ds y calt) = 3 [ M (6u(s) + ur()ds.

Estos cédlculos nos confirman que ¢y (t) < 0, para todo ¢,a (funcién no creciente en t).

Considerando (1-36), se tiene que t € I, y a € [0, 1],

ot = — [ e diam((6(3))")ds 4 3 [ (6u(s) + bur(s))ds 01-37)
V(t)ar = ;/ e M diam([¢(s)]*)ds e + ;/0 ™ (Gar(8) + Gar(s))ds e . (1-38)

0

Para verificar que v(t) define un ntiimero difuso, observe que ¢ es continua, diam([¢(s)]*)
v ¢(8)ar decrece en a 'y ¢(s)q crece en a.

Ahora, verificamos que v es diferenciable en el sentido de Hukuhara y que la derivada
de v en el sentido de Hukuhara en ¢ es —Av(t) + ¢(t). Cabe sefialar que el conjunto de

nivel de las diferencias de Hukuhara existen desde que
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diam([v(t)]*) = —2cq(t)e = /Ot e M diam([¢(s)]*)eMds

sea no decreciente en t. Ademés de eso, las diferencias de Hukuhara v(t+h) zv(t),v(t) %
v(t — h) existen para h suficientemente pequeno. Para probar este hecho, segtin (1-37)

y (1-38), se obtiene para t € I y a € [0, 1], lo siguiente

(Wt +h) = 0()a = ; /Ote’\Sdiam([¢(s)]“)dse’\t(1—e””)

—i—; /Ot €AS(¢az(s) + ¢ar(8))ds e—At(e_Ah )
1 rt+h
-5

b [ (uls) + bun(s))ds e NN
(vt +h)zv(t)e = ;/0 e Mdiam([¢(s)]")ds eM (M — 1)
b3 [ % (6uls) + durls))dse N (e — 1)

1 [t+h
+5 / e diam([o(s)])ds
t

e M diam([p(s)]*)ds e

1 [t+h
w3 [ Guls) + dur(s))ds e,
t

los cuales definen los puntos finales de los conjuntos de nivel para un ntimero difuso.
En efecto la condicion diam([v(t + h)]*) > diam([v(t)]*) implica que

(wt+h)50E)a=vt+h)a—vt)u <vEt+h)w — V() = (VE+h) 5 0(t))ar-
Ademas de eso, para ap — a,
(v(t+h) 7 0(t))a — (V(E+h) 7 v(E)a, (W(E+h) 7 0(E))ar — (0(E+h) 7 0())ar

desde que la continuidad de ¢ implica que f(f D(8)X{ersys ftt+h ¢(5)X{ersy son elementos
de E', para R = +M, t € I, h > 0. Finalmente, falta probar que (v(t + h) = v(t))a
es no decreciente en a y que (v(t + h) 5 v(t))qr €s no creciente en a. Sean a,b € [0, 1],

a < b, entonces
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(vt +h) zv(t)a < (0t +h) 7 vt))u

desde que

™M eM(1 — M) (diam([6(s)]") — diam([¢(s)]"))
< eMe (e = 1)(0(s)n + D()er — B(8)ar — D(S)ar),

para s € [0,t], y

—e N (diam([¢(5)]*) — diam([6(s)]")
S eAse_A(H_h)(gb(s)bl + Cb(s)br - ¢(S)al - ¢(8)ar)7

para s € [t,t + h|. De hecho, la primera verificacién es valida para s < t,

(1 — M) (diam([6(s)]*) — diam([¢(s)]"))
< (1= ) (diam([6(s)]") — diam([¢(s)]"))
< (ei)\h - 1)(¢<S)bl + (b(S)br - ¢(S>al - (b(s)al)?

debido a que

(2 —eM— e M) (B(8)y — P(8)ar) <0< (€M — M) (B(8)pr — D(S)ar)-

La segunda afirmacion es equivalente a

— =) (diam([¢(s)]*) — diam([6(s)]")) < G(8)o + S(8)pr — D(8)at — D(S)ar

para s € [t,t+ h]. Procediendo de manera similar se muestra que (v(t + h) = v(t))ar €s
no decreciente en a y, el mismo razonamiento se aplica para los casos de las diferencias
de Hukuhara v(t) =z v(t — h), con h > 0 suficientemente pequeno.

Ahora, para t € I,
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(=Xv(t) + o(t))u = —;\ Ot e M diam([¢(s)]*)ds e
_;\ ()t eAs(Qsal(S) + Qar(s))ds e+ Pa(t),

(=Av(t) + &(t))ar = ;\/Ot e diam([¢p(s)]*)ds e

2 ot 6>\S(¢al(3) + Par(s))ds e+ Par(t).

>

Entonces,

lim dy (U(t+ hf)Lﬁv(t),—/\v(t) —i—qb(t)) = lim sup méax{|p(t, h,a)l|,|v(t, h,a)|},

h—0t a€l0,1]

donde
olt.hay = 2 IEAN [ s (o)) ds
LA Y o(0(5) + ()
6: _ZM / o e”\sdiam(w(s)]a)ds
e M _ t+h

h Qbal + ¢ar( ))dS - ¢al(t)7

tiende uniformemente a cero en a € [0, 1] cuando h — 0T, desde que ¢ es acotada en
[0,¢] (¢at, Par sOn acotadas en [0,¢] uniformemente en a),
—eM 14+ MR o e —14 M\

J = = i S o

y, utilizando a continuidad de ¢ en t, se obtiene que

]11 / e diam(6(s)])ds —> e~ Mdiam([6(1)]),

h /H *(Gar(s) + Gar(s))ds — €M (da(t) + dur (1)),

donde la convergencia ocurre de manera uniforme en a € [0, 1].
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Analogamente, para

witha) = 5 I o (o(5)) s
—At ,—Ah 1 Ah t
+€ 9 ¢ n + /0 e)\s<¢al(5> + ¢ar<5))d8

El mismo procedimiento es valido para el caso de la derivada de Hukuhara por el lado
izquierdo de v en t. Esto completa la prueba, una vez que v es derivable en el sentido
de Hukuhara en cada t y v'(t) = —Av(t) + ¢(t). Anadiendo w a v, obtenemos (1-42) y
(1-43), que proporcionan la solucién para (1-44). O

Ejemplo 1.84 Considere el caso particular de (1-44)
2'(t) = =3z(t) + xpa, t €1, x(0) =0 = X1}, (1-39)

cuya solucion (ver figura 1.9) segin el teorema 1.83 es dada por la expresion

2 _ 3t 5—3t 3t 5—3t
() = | S e e

El punto medio y el didmetro de los conjuntos de nivel de z son mp([z(t)]”) = ¢(5e~* +

1), diam([z(t)]*) = 5(e¥ — 1), a € [0,1], t € I (ver Figura 1.10). El didmetro de los

conjuntos de nivel tiende a +00, y esta es una situacion no deseable desde el punto de

1
6

del punto medio de ([x(t)]*) es la misma del problema (1-27). Como esperdbamos, la

vista de las aplicaciones, mas el punto medio tiende a = cuandot — +00. La expresion
expresion del diametro de los conjuntos de nivel de x pueden ser obtenidos a partir de
la expresion del diametro de los conjuntos de nivel de la solucion de (1-27), para lo

cual basta sustituir X por —\.
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Figura 1.9: Puntos finales del conjunto a-nivel de la solucién para el problema (1-39).
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0 02 04 06 0.8 1
t
— mp diam

Figura 1.10: Punto medio y diametro de los conjuntos de nivel de la soluciéon para
(1-39).



Conclusiones

1. Concluimos que existe soluciéon para el PVI difuso

(1-40)

caso se imponga las condiciones de compatibilidad de A, zy y a la funciéon ¢ asi
como se muestra en el Teorema 1.81. Por otro lado tenemos la expresion de la

solucion para 1-40 que es:

t
2(t) = Tox(e-ry + /0 O(5)Xqere-nyds, t € I. (1-41)

La forma de esta solucién tiene un gran parecido a la expresion del PVI en el

caso determinista.
2. También se demostré que la funciéon z € C'(I, E') con conjuntos de nivel [z(t)]* =
[2(t)ar, (t)ar] en la que

At —At

e e

Qf(t)al = —791(15, a) + TQQ(t, a) (1-42)
et e~

T(t)ar = 791(15, a) + T92(15, a) (1-43)

Qi(t,a) = diam([xe]*) + /Ot diam([¢(s)]*)e ™ ds,
D(t,a) = (vo)a + (T0)ar + /Ot(qb(s)al + (8)qr )€ ds.

46
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es solucién para

{ ?(t) = —Aw(t) + o(t), t € 1 (1-44)

z(0) = o,
donde A >0, I =[0,T) con T >0, ¢ € C(I,E'), 7y € E".

. El didmetro diam([z(t)]*), donde z € C(I, E') es solucién de cualquiera de las
dos ecuaciones 1-40 o 1-40 es una funciéon creciente y asi, se torna interesante el
problema de acotacion de la funcién diametro de la solucién de un PVI difuso,

puesto que esto nos permite controlar la imprecisiéon de las soluciones.

. El punto medio de [z(t)]* = [x(t)ar, (t)ar], a € [0, 1] definida como mp|x(t)]*] =
$(2(t)ar + x(t)ar) representa a la curva solucién con menor grado de incerteza de
toda una familia infinita de soluciones que se obtiene al resolver el PVI difuso, en
otras palabras en el proceso de defusificacion se considera el punto medio como

la mejor alternativa.



Recomendaciones

1. Se recomienda a futuros investigadores considerar el PVI 1-40 como mejor alter-
nativa de modelamiento matematico difuso, puesto que rapidamente se consigue
una infinidad de ejemplos de PVIs de ese tipo que brindan soluciones con dia-
metro acotado, de esa forma se logra rapidamente controlar la impresicion de las

soluciones. Ver Ejemplo 1.82.

En el PVI 1-44 los ejemplos mas simples brindan soluciones con didmetro no

acotado.
2. Se recomienda el uso de estas ecuaciones para modelar:

a) Esperanza de VidaxPobreza.

b) Dindmica de enfermedades transmitidas directamente, donde hay interaccién
entre individuos Susceptibles e Infectados (Modelo Epidemiol6gico SI o co-

nocido modelo de Kermack - Mackendric ).

¢) Dindmica Poblacional, etc.

Todas estas Dinamicas y muchas mas son modeladas por ecuaciones como
las estudiadas en esta investigacion pero en el contexto determinista o cla-
sico. La recomendacion va al hecho que ahora se haga el estudio pero en el

contexto difuso.

3. Para futuras investigaciones se recomienda analizar las mismas ecuaciones pero

espacios difusos de dimension mayor como es el espacio E".
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