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RESUMEN

El proyecto de investigacion tuvo como objetivo crear el teorema de la
relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente
respecto a una carga virtual externa en el analisis estructural, para determinar
desplazamientos de un punto de una estructura linealmente elastica. Se trata de un
estudio de tipo investigacion basica o pura donde presenta una metodologia no
experimental, donde la informacion que se va obtener sera informacion sin
manipular las variables. la investigacién no cuenta con una poblacion, ya que
estamos haciendo un estudio tedrico de un tema en singular que es la demostracion
de un teorema. El instrumento empleado fue la observacion cientifica y célculo
matematico, mediante la percepcion intencionada analizamos y demostramos el
teorema. Los resultados fueron comparados con los antecedentes de la
investigacion, encontrando distintos procedimientos que conducen a resultados

iguales en el calculo del desplazamiento de un punto de una estructura elastica.

Palabras claves: Fuerza interna virtual, fuerza interna real y teorema.

viii
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ABSTRACT

The objective of the research project was to create the theorem of the
relation between the virtual internal force and the real internal force partially
derived with respect to an external virtual load in the structural analysis, to
determine displacements of a point of a linearly elastic structure. This is a study of
basic or pure research type where it presents a non-experimental methodology,
where the information to be obtained will be information without manipulating the
variables. The research does not have a population, since we are making a
theoretical study of a singular subject which is the demonstration of a theorem. The
instrument used was scientific observation and mathematical calculation, by means
of intentional perception we analyzed and demonstrated the theorem. The results
were compared with the background of the research, finding different procedures
that lead to equal results in the calculation of the displacement of a point of an

elastic structure.

Keywords: Virtual internal force, real internal force and theorem.
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INTRODUCCION

Las estructuras presentan un amplio escenario para realizar investigaciones,
en particular buscar relacién fisica y/o matemaética que existen cuando en ella se
realiza un trabajo o disipacion de energia cuando estan sujetos a cargas. Rodolfo
Luthe Garcia, en su libro Anélisis Estructural, determina el desplazamiento de un
punto mediante la aplicacion del teorema de Castiglione y una proporcion debido a
una carga unitaria virtual. En el libro redactado por Nelson Gonzalez Villanueva,
Anaélisis Estructural Apuntes y Problema, determina el desplazamiento de un punto
mediante la aplicacion de la conservacion de la energia y el trabajo virtual. En el
libro redactado por Russell C. Hibbeler, Andlisis Estructural, determina el
desplazamiento de un punto mediante la aplicacién de la conservacion de la energia.
Todos estos procedimientos son diferentes, pero conducen a un mismo resultado de
la determinacion del desplazamiento.

En base al contexto definido nos cuestionamos si existe un teorema que
englobe estos conceptos definidos por los distintos autores para determinar el
desplazamiento de un punto de una estructura. Este teorema de la relacion de la
fuerza interna virtual y la fuerza interna real mas el teorema de Castigliano, calculan
el desplazamiento mediante un procedimiento alterno a los antecedentes citados.

La hipétesis general indica, el teorema planteado crea la relacion entre la
fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una
carga virtual externa en el analisis estructural. De esta manera planteamos nuestro
objetivo crear el teorema de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna

real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis
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estructural, con aplicacion en el calculo de desplazamientos y aplicacion en el
método de flexibilidad.

El desarrollo de esta investigacion se estructura en diez (10) capitulos

Capitulo 1, contiene planteamiento de la investigacion, formulacion de
problemas, objetivos, justificacion y delimitacion.

Capitulo 1l, contiene los antecedentes, bases tedricas, energia de
deformacion interna por esfuerzo normal, esfuerzo cortante, y fuerzas internas.
Desplazamiento de un punto por el teorema de Castigliano y el trabajo virtual.
Definicion de términos, hipotesis, variables y operacionalizacion de variables.

Capitulo 111, contiene metodologia, tipo y disefio de investigacion,
poblacion, muestra, instrumento de recoleccion de datos y plan de procesamiento.

Capitulo 1V, contiene el estudio de la relacion de fuerza interna virtual y
fuerza interna real.

Capitulo V, contiene aplicaciones de la relacion de fuerza interna virtual y
fuerza interna real, célculo de desplazamiento y formulacién del método de
flexibilidad.

Capitulo VI, contiene resultados y discusiones, comparaciones de las
demostraciones y contrastacion de hipétesis.

Capitulo VII, contiene conclusiones.

Capitulo VIII, contiene recomendaciones.

Capitulo IX, contiene las referencias bibliograficas

Capitulo X, contiene el anexo: Cronograma, presupuesto, la matriz de

consistencia y los ejemplos de aplicacion.
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. PLANTEAMIENTO DE LA INVESTIGACION

1.1.Planteamiento del problema y situacion problemética

Para establecer el comportamiento estructural existen muchos métodos en
el anélisis de estructuras, aplicandose desde métodos aproximados como el método
de Cross; métodos de calculos manuales, es decir métodos que pueden ser usados
sin la necesidad de un dispositivo electronico, método de flexibilidad, método de
rigidez y otros; Existen métodos aplicados a un lenguaje de programacioén para
determinar el comportamiento estructural, método matricial de rigidez, el método
de los elementos finitos.

Entre la gran cantidad de métodos existe un método en especifico que utiliza
la derivada de la energia de deformacién interna respecto de una carga puntual
impuesta para calcular el desplazamiento, de esta manera buscar ecuaciones de
compatibilidad que permitan calcular las reacciones desconocidas, los
desplazamientos, giros y deformaciones. Es necesario tener presente que la
derivada se considera como una operacion de célculo importante para determinar
respuestas estructurales en estructuras interpretadas en un plano y en tres
dimensiones.

En particular, las estructuras representan un escenario ideal para explorar la
relacién entre los efectos fisicos que se presentan en ella cuando estan sujetos a
cargas, estos estudios se pueden realizar desde tres enfoques. Uno de ellos es el
campo experimental, el otro mediante la perspectiva de la concepcidn tedrico y el
mixto experimental y teorico. Este caso de estudio va enfocado en el campo tedrico,

gue nos permitira entender con mas detalle el analisis estructural, encontrado una
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relacion matematica de la fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado
parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis estructural.

Previamente se encontrara una relacion matematica entre los lemas que son
el teorema de Castigliano y la ecuacion del trabajo virtual. Para poder hacer una
deduccidn general las fuerzas internas y los esfuerzos se expresan en forma general
con la introduccion de algunas variables genéricas. Teniendo las consideraciones
iniciales se procede a formular la energia de deformacién interna en términos
generales, es decir la ecuacion puede ser aplicado para fuerza axial, fuerza cortante,
momento flector y momento torsor. Al igual al procedimiento anterior mediante la
ecuacion del trabajo virtual calculamos el desplazamiento en términos de fuerzas
internas y esfuerzos generalizados. Aplicando la relacion matematica entre los
lemas definidos podemos encontrar un nuevo teorema que relaciona la fuerzas
internas virtuales y fuerzas internas reales derivado parcialmente respecto de una
carga virtual externa.

Las expectativas de este nuevo teorema son: nos permite calcular
desplazamientos de una estructura de forma general, es decir la ecuacion permite
aplicar caso particular o todos los casos cuando los efectos sean por fuerza axial,
fuerza cortante, momento flector y momento torsor. También nos permite platear el
método de flexibilidad mediante la aplicacion del teorema de la relacion de la fuerza
interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga

virtual externa.
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1.1.1. Problema general

¢Existe algin teorema que relacione la fuerza interna virtual y la fuerza
interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis
estructural?

1.1.2. Problemas especificos

e  (;Cobmo influyen los lemas para crear el teorema de la relacion de fuerza
interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una
carga virtual externa en el analisis estructural?

e ;COmo se determina el desplazamiento de una estructura mediante la
aplicacion del teorema de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza
interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el
analisis estructural?

e ;COmo se plantea el método de flexibilidad mediante la aplicacion del
teorema de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis
estructural?

1.2.0bjetivos
1.2.1. Objetivo general
Crear el teorema de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna
real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis

estructural.
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1.2.2. Objetivos especificos

e  Determinar los lemas para crear el teorema de la relacion de fuerza interna
virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el analisis estructural.

o Determinar el desplazamiento de una estructura mediante la aplicacion del
teorema de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis
estructural.

o Plantear el método de flexibilidad mediante la aplicacion del teorema de la
relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente
respecto a una carga virtual externa en el analisis estructural.

1.3 Justificacion

La importancia de este proyecto de investigacion es contribuir con un nuevo
teorema. Para calcular desplazamientos y plantear el método de flexibilidad
mediante conocimientos alternativos a los ya existentes, presentando
procedimientos propios y fuentes fidedignas como base tedrica para establecer un
analisis estructural en el calculo de desplazamientos.

La informacién nueva que aporta la investigacion es de un nuevo teorema
que relaciona la fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente
respecto a una carga virtual externa. Resuelve la problematica que se presenta
cuando se desea calcular desplazamientos mediante los efectos de fuerza axial,
fuerza cortante, momento flector y momento torsor ya sea en forma individual o
conjunta; los autores citados en los antecedentes de la investigacion platean para

cada tipo de fuerza un procedimiento segun la naturaleza de la fuerza, debido a que
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cada fuerza tiene un comportamiento particular respecto a otra; en cambio el nuevo
teorema al aplicarlo calcula el desplazamiento en forma general para cualquier tipo
de fuerza interna ya sea en forma individual o conjunta, esta investigacion
simplifica la demostracion del célculo de desplazamiento para las distintas fuerzas
en un solo procedimiento.

Existe un motivo que es impulsar a realizar estudios tedricos ya que la gran
mayoria de las investigaciones realizadas por los tesistas son aplicaciones
especificas de estudios, laboratorios en las distintas ramas de la ingenieria civil, con
ello se busca la exploracion de nuevos conocimientos 0 conocimientos

complementarios a los ya existentes con el fin de fortalecer la investigacion teorica.

1.4.Delimitacion

Respecto a la delimitacién del espacio, la investigacion es realizada en la
universidad Santiago Antinez de Mayolo, Huaraz, Ancash ubicado en Perl. En
cuanto a la delimitacion temporal se desarrolla y presenta en el afio 2022. Respecto
a la delimitacion tedrica, el factor limitante es el rango de analisis estructural, ya
que estos estudios son complejos cuando es un analisis no lineal e inelastico; a razon
de esta observacion es necesario establecer las restricciones del teorema que son
deducidas a partir de ecuaciones que gobiernas el analisis estructural en el rango
lineal elastico. Los alcances que aborda la presente investigacion son, una relacion
matematica en el campo de la ingeniera estructural que ayudara a calcular
desplazamientos de manera significativa y demostrar de manera alternativa de otros

autores el método de flexibilidad para el analisis estructural.
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1. MARCO TEORICO

2.1.Antecedentes de Investigacion
Debido al tipo de investigacion bésica o pura los antecedentes relacionados
con este tipo de investigacion son nulas, en el estudio de tesis relacionados al
calculo de desplazamiento y el analisis estructural con el método de flexibilidad;
pero en cuanto a redaccién de libros podemos encontrar una gran cantidad de
autores que precisan el estudio del desplazamiento y el analisis estructural mediante

el método de flexibilidad, el cual es el punto de estudio (Borjas, 2016).

En el libro redactado por Rodolfo Luthe Garcia, Analisis Estructural,
se centra en la aplicacion de distintas metodologias para encontrar respuestas
estructurales. En el método de la carga unitaria donde se identificé una proporcion
directa y su aplicacién para poder resolver desplazamientos de un punto de la
estructura, esta proporcion sirve de base para plantear el método de flexibilidad. El
argumento tomado por el autor para plantear dicha proporcionalidad se detalla a
continuacion (Luthe, 1997).

En una barra sujeto a distintas fuerzas, se coloca una carga virtual (pv) para
poder determinar el desplazamiento con el teorema de Castigliano. La carga virtual
origina fuerzas internas virtuales: fuerza axial Nv; fuerza cortante Tx,v y Ty,v;
Momentos Mx,v, My,v y Mz,v. Con la condicion de no exceder el limite elastico.
El autor plantea la siguiente proporcion directa. Las variables en la barra de analisis

son: n, tx, ty, mx, my y mz; cuyos valores son obtenidos al considerar pv=1 (Luthe,

1997).
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Donde:
N,=nx*p, My, =my*p,
Ty =t *p, M,,=my*xp,
Typ =ty %P, M., =m,*p,
Formula 1

Proporcion directa de las fuerzas internas originado por una carga virtual unitaria
El trabajo de deformacion total de la barra de longitud (L), obtenida para las

seis fuerzas internas es:

LN +np)? L (T +tp,)° L (Ty+typ)°
WT:f Mds_kf k#ds_kf K2 g
o 2EA . 2GA . 2GA

n fL (M, + mxpv)z ds + fL (My + mypv)z ds + fL (M, + mzpv)z ds
0 0 0

2EI, 2EL, 2G]

Formula 2
Trabajo de deformacion total de una barra

El desplazamiento originado por la fuerzas reales y carga virtual es:

P oWy _ fL (N + npv)n ds + ka (Tx + txpv)tx s
"Top, )y EA 0 GA

f gAY L yEv)y (T + typ,,)t s+ L (M + myp,)m,y ds
EL,

+ J-L (My + mypv)my ds + fL (Mz + mzpv)mz ds
0

EL, Glm

Féormula 3

Desplazamiento originado por las fuerzas reales y virtual
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Para calcular el desplazamiento en el punto(i) de aplicacion de la carga
virtual, se considera pv=0. Este resultado es obtenido bajo la premisa de la
proporcion directa que argumenta el autor, determina el desplazamiento de un punto

y es la base para el fundamento del método de flexibilidad (Luthe, 1997).

L L L
Nn Tt T, t
5T=f —ds+f k ”ds+f K 22 ds
. EA , GA . GA
LM,m LM,m Lm,m
+f Mds+fMds+f 2 2 ds
o El o EL o Glm

Féormula 4

Desplazamiento en el punto(i) de aplicacion de la carga virtual

En el libro redactado por Nelson Gonzalez Villanueva, Analisis
Estructural Apuntes y Problemas, desarrolla distintas metodologias para
encontrar respuestas estructurales. En el método del trabajo virtual, hace uso del
principio de la conservacion de la energia, el trabajo realizado por cargas externas
es igual al trabajo originado por las fuerzas internas. Teniendo como base esta
relaciébn matematica se podra calcular desplazamientos y formular el método de
flexibilidad. La ecuacion expresa la igualdad del trabajo externo originado por la
caga virtual P=1 que actda en el punto donde se desea calcular el desplazamiento
(A) externo originado por cargas reales, todo esto es igual al trabajo interno, Carga
virtual interna (u) multiplicado por las deformaciones internas (dL) originadas por

fuerzas reales; en sintesis, cargas virtuales y desplazamientos reales (Gonzélez,

2007):
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Donde:
1= carga unitaria virtual externa que actla sobre la viga 0 marco, en la
direccion A estipulada.
m= momento virtual interno en la viga o marco, en funcién de x, y que se
origina por la carga virtual unitaria externa.
A= desplazamiento externo del punto, causado por las cargas reales sobre la
viga 0 marco.
M= momento interno en la viga o marco, en funcién de x, causado por las
cargas reales.
E= mddulo de elasticidad del material.
I= momento estatico de segundo orden de la seccion transversal, respecto

del eje neutro, momento de inercia).

P*A=zu*dL

Formula 5
Principio de la conservacién de la energia, trabajo externo igual al trabajo interno
Desplazamiento originado por el momento flector (M).

1«A=m=*06

Un diferencial de flexion d6, luego se integra.

a6 =21 4
TE

Lep= [T2M,

BT EL

Siguiendo el mismo mecanismo de andlisis de obtiene las siguientes

ecuaciones:

kyxv*V _[txT
1*A=]de 1*A—f—*dx

@ @®®®  Repositorio Institucional - UNASAM - Pera




En el libro redactado por Russell C. Hibbeler, Analisis Estructural,
desarrolla distintas metodologias para encontrar respuestas estructurales. El trabajo
realizado por el autor es similar el que argumenta el autor Nelson Gonzéalez
Villanueva, en el calculo de desplazamiento por el método del trabajo virtual, en
otras palabras, el proceso para determinar el desplazamiento es similar ambos
autores toman el mismo argumento del principio de la conservacién de la energia,
en la siguiente ecuacion se indica el proceso para el caso de una armadura (Hibbeler,
2012).

Donde:

1= carga unitaria virtual externa que actta sobre la junta de la armadura en

la direccion indicada A.

n= fuerza normal virtual interna en un elemento de una armadura causada

por la carga unitaria virtual externa.

A= desplazamiento externo de la junta causado por las cargas reales sobre

la armadura.

N= Fuerza normal interna en un elemento de la armadura causada por las

cargas reales.

L= Longitud de un elemento.

A=érea transversal de un elemento.

E=mddulo de elasticidad de un elemento.
L% A zanL
* A= —_—
AE

Las ecuaciones deducidas mediante la conservacién de la energia son:

1n*Md 1+8 mg * M
* =
Exl E+l

1A=

10
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En el libro redactado por Aslam Kassimali, Structural Analysis,
desarrolla distintas metodologias para encontrar respuestas estructurales. El trabajo
realizado por el autor, en la determinacion de desplazamientos mediante la ecuacion
del trabajo virtual, presente mucha similitud al trabajo realizado por Nelson
Gonzélez Villanueva, la cual se detalla a continuacion. Utiliza la conservacion de
la energia donde el trabajo externo virtual y trabajo interno virtual son iguales
(Kassimali, 2020).

Un diferencial de trabajo virtual.

dw,; = M,do

Un diferencial de flexion do.

M
E+1%"

Reemplazando d6 en dW(vi), luego se integra.

do =

M
dx

dei:Mv*E*I

M
in = f M,, * mdx
Igualando el trabajo externo virtual al trabajo interno virtual.

1ea= [ My«
*_f Y b

Para el caso de un giro se pude entender que el resultado sera.

Md
*Ix

1 =M
* @ f V*E

Donde el M es momento interno real y Mv es momento virtual.

11
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En el libro redactado por Felix F. Udoeyo, Structural Analysis,
desarrolla distintas metodologias para encontrar respuestas estructurales. El trabajo
realizado por el autor, en la determinacion de desplazamientos mediante el método
del trabajo y energia. Utiliza la conservacion de la energia donde el trabajo externo
virtual y trabajo interno virtual son iguales, a continuacion, se detalla el
procedimiento (Udoeyo, 2020).

Trabajo externo realizado es igual al trabajo interno realizado. 1 carga
virtual externa, f carga interna virtual, A desplazamiento real, ds deformacion
interna real,

1+xA=fxds

Esfuerzo virtual originado por un momento virtual y calculamos la fuerza.

O"_m*y
I
m *
f=o'+dA= Iy*dA

Calculamos el esfuerzo por carga externa real debido a un momento real,

luego calculamos desplazamientos.

0= dx =—==xd
— c % — *
& X X
EI tl’abajo I’ealizado pOI’ Ia luerza ’ que aCtUa SObI’e el érea diler9| |Cia| d9b|d0

a la deformacion de la longitud diferencial de la viga dx es la siguiente:

mxy My
*dA*E*Idx

El trabajo interno realizado por la fuerza total se puede obtener con la carga

AW =f+68 =

unitaria virtual aplicada cuando la longitud diferencial de la viga es dx y esta se

deforma en 6.
mx*x M x yz

aw = Evlvl * dA * dx

12
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aw= [ToMY e o we= [TM
= | ———M% * N =
f f Exl+] x f Bl

mx*M

I dx

Wi =
Por el principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo es igual

al trabajo interno.

We=1xA
We = Wi
1ep= [Mxm,
* _fE*I X
a= (MM,
_fE*I x

Donde 1 es la carga externa virtual, A es el desplazamiento externo debido
a cargas externas reales, M momento real originado por cargas reales, m es el
momento interno virtual originado por una carga virtual externa.

Similar al procedimiento anterior se deduce para el calculo de un giro, es

decir el resultado seria.

0 — M*mgd
_f Ex] X

Donde, 0 es el giro externo debido a cargas externas reales, m0 es el

momento interno virtual originado por una carga virtual externa.

13
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En el libro redactado por Kenneth M. Leet, Chia-Ming Uang, Joel T.
Lanning y Anne M. Gilbert, Fundamentals of Structural Analysis, desarrollan
distintas metodologias para encontrar respuestas estructurales. El trabajo realizado
por los autores, en la determinacion de desplazamientos mediante la ecuacién del
trabajo virtual en vigas y barras. A continuacion, se representa el planteamiento por
los autores mediante la energia de deformacion (Leet et al., 2018).

Un diferencial de giro d6.

do = My d
“E Y

Trabajo virtual externo WQ.
Wo=) Qx5
Se plantea la energia de deformacion virtual en un elemento infinitesimal e
integramos para calcular la energia total.
dUg =My +xdf - UszMQ*dH
Mediante el principio de la conservacion de la energia, el trabajo virtual

externo es igual a la energia de deformacion interna.

ZQ*(S‘p:fMQ*dB

Mp
ZQ*(SPZIMQ*E*ICZX

Donde Q es la carga ficticia, dp desplazamiento real, MQ momento

producido por la carga ficticia, MP Momento producido por la carga real.

14
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En el libro redactado por Jerome J. Connor y Susan Faraji,
Fundamentals of Structural Engineering, desarrollan distintas metodologias para
encontrar respuestas estructurales. El trabajo realizado por los dos autores, en la
determinacion de desplazamientos mediante desplazamientos con el método de
fuerzas virtuales. A continuacion, se detalla el principio (Connor & Faraji, 2016).

principio de la fuerza virtual.

d 6P = f(Deformacién por flexion) * (6M(x))dx

Donde d es el desplazamiento deseado, 6P es la fuerza virtual en direccion
del desplazamiento, 6M(x) es el momento virtual debido a 8P, aqui no incluye la
deformacion por cortante ya que es despreciable.

ae  M(x)

D . lexién = -2 —
eformacion por flexion i

Reemplazando en el principio de la fuerza virtual.

M,
d*bp =f ;;)*5M(x)dx

La fuerza virtual correspondiente o el momento virtual en la direccion del
desplazamiento o rotacion deseados, determina el momento virtual dM(X) O

dMBO(x), se obtiene como resultado.

M
v = f% * SM,, (x)dx

M
= f E(;‘) * My (x)dx

15
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En el libro redactado por T. H. G. Megson, Aircraft Structural
Analysis, desarrollan distintas metodologias para encontrar respuestas
estructurales. EIl trabajo realizado por el autor, en la determinacion de
desplazamientos mediante el trabajo virtual para el caso de las distintas fuerzas
internas presentes. A continuacion, se detalla el planteamiento del autor (Megson,

2010).

Fuerza normal.

N . :
6N =0*6A = 1* SA Donde: 6 es diferencial
Planteamos el trabajo virtual interno realizado por la fuerza axial.
N
Sw; N =fz*dA*sv*5x - 6wy =N * g, x 6x
El trabajo virtual por N es. Si cuenta con varios miembros se suma.

Win = fN * g,dx

Wl-,sz_fN*e,,dx

Para un material linealmente elastico, en otras palabras, uno que obedece la
ley de Hooke. podemos expresar la deformacion virtual en términos de una fuerza

normal virtual equivalente:

Si designamos la fuerza normal real en un miembro por NA, la ecuacién

puede expresarse en la forma siguiente.
NA * N,
Win = Zf T

16
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Fuerza cortante.

0S =1*6A

Planteamos el trabajo virtual interno realizado por la fuerza cortante.

é‘wi,szft*dA*yv*é‘x - 6w;s = *S*y, *6x

El trabajo virtual por S es. Si cuenta con varios miembros se suma.

Wi,s=fﬁ*5*ndx

Wis =y | B5wrdx

Para un material linealmente elastico, en otras palabras, uno que obedece la
ley de Hooke. podemos expresar la deformacion virtual en términos de una fuerza

cortante virtual equivalente:

Para una estructura que comprende varios miembros elasticos, el trabajo

interno total realizado por la fuerza cortante SA.

Sqp*S
Wi,5=Zﬁf 2 dx

17
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Momento flector.
Trabajo virtual interno realizado por el momento M.
Swi m =fa*dA*ev*6x
La deformacion virtual gv, en el elemento dA % § X es, a partir de la ecuacion.
donde Rv es el radio de curvatura del miembro producido por el desplazamiento
virtual.

y
€v=R—
v

Planteamos el trabajo virtual interno realizado por el momento flector.

y M
6Wi,M=fa*R—dA*6x _)6Wi,M=R—*5X

v v

El trabajo virtual por MA es.
Wim = f—dx
Para un material linealmente elastico, en otras palabras, la curvatura virtual,
puede expresarse en términos de un momento flector virtual equivalente Mv.
1 M,

R, EI

Para una estructura que comprende varios miembros elasticos, el trabajo

interno total realizado por el momento flector MA.

M, *M
Wi = [ A5 d

MA*M
W= M

Momento torsor.
Debido a la torsion en el caso particular de una seccién circular linealmente

elastica, se puede encontrar de manera similar y viene dada por.

ZJ‘TA*T
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En el libro redactado por Kenneth M. Leet y Chia-Ming Uang,
Fundamentals of Structural Analysis, desarrollan distintas metodologias para
encontrar respuestas estructurales. El trabajo realizado por los dos autores, en la
determinacion de desplazamientos mediante la conservacion de la energia
aplicando el trabajo virtual externo igual al trabajo interno. A continuacion, se
detalla el planteamiento de los autores (Leet & Uang, 2005).

Definiendo un diferencial de giro en la curvatura.

My

do =
E 1

* dx

El trabajo virtual externo WQ originado por la carga ficticia Q.
Wo = Z Q*6p

La energia de deformacion virtual, originado por el momento MQ. Luego

integramos, para calcular la totalidad de la energia.

Mediane la conservacion de la energia. Reemplazamos df.

ZQ*(Sp:fMQ*dB

M,
ZQ*6p=fMQ*E*I*dx

Donde, Q es la carga ficticia, dp Desplazamiento real, MQ momento

producido por la carga ficticia, MP momento producido por la carga real.
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En el libro redactado por S. T. Mau, Fundamentals of Structural
Analysis, desarrollan distintas metodologias para encontrar respuestas
estructurales. EIl trabajo realizado por el autor, en la determinacion de
desplazamientos mediante la el método de la carga unitaria y conservacion de la
energia. A continuacion, se detalla el planteamiento del autor (Mau, 2003).

Definimos el &ngulo que esté relacionado con el momento interno segun la

siguiente ecuacion.

Mediante el principio de conservacion de la energia mecénica para encontrar
la rotacion de la punta, que se denota por 0. El trabajo realizado por las fuerzas

externas es.

1
Wext = E*Mo*go

Se platea la ecuacion de la energia de deformacion, donde M(x)= MO.
u-[12
= — ¥ —— X
2 "B

Mediante el principio de la fuerza virtual establece que el trabajo virtual
realizado por una fuerza virtual externa, fuerza sobre un sistema de desplazamiento

real es igual al trabajo virtual realizado por la fuerza virtual interna.
M (x)
*

I dx

SW = 86U - 6U=fm(x)*
El trabajo virtual externo es el producto de la unidad de carga y la flecha
que se desea calcular A. Mediante el principio de la fuerza virtual conduce a la

formula util del método de carga unitaria.

M)
El

SW = 1xA > 1*A=Jm(x)* * dx

20
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2.2. Bases teoricas
2.2.1. Energia de deformacion interna
La energia no desaparece solo se trasforma, en el caso de una barra o
elemento estructural esta se encuentra sometido a fuerzas externas y estas generar
un trabajo externo que serd igual al efecto que esta genera transformandose en
energia interna de deformacion, a este efecto se denomina el equilibrio que se
presenta. La energia de deformacion le permite al elemento estructural recuperar su
estado inicial sin deformacion cuando se retiren las cargas externas, esto se
presentard bajo la consideracion del elemento estructural un cuerpo eléstico (Luthe,
1997).
2.2.1.1. Energia de deformacion interna originado por esfuerzo
normal
La energia sera calculada para los esfuerzos normales que actual en el
elemento estructural, para lo cual se va considerar un elemento diferencial
(Gonzalez, 2007).
Figura 1

Elemento Diferencial Bajo Esfuerzos Normales

dz ,v"% L,
-

X

Nota. Tomada de (Gonzalez, 2007)
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Por conservacion de la energia.
W, ! PxA
= — %k *
¢ 2
Se sabe por la resistencia de materiales.
an=Z—>P=anA e=Z—>A=£L

Planteamos la energia de deformacion.
1
U= 5 * (o, x A)(e*L) — V = A=xL,Volumen del elemento

1
Uzzan*s*V

Plantearemos la energia de deformacion interna total bajo el efecto del

esfuerzo normal.

1
du = > [anx *Ex  Opy * &y + Opy * ez]dxdydz

1
U:E*fff[anx*sx+any*sy+anz*ez]dV

Formula 6
Energia de deformacion interna bajo el efecto del esfuerzo normal
2.2.1.2. Energia de deformacidn interna originado por esfuerzo
cortante
La energia sera calculada para los esfuerzos cortantes o llamado también
tangenciales que actual en el elemento estructural, para lo cual se va considerar un

elemento diferencial (Gonzélez, 2007).
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Figura 2

Elemento Diferencial Bajo Esfuerzos Tangenciales

Plano x-y:

' ¥

/—’Tﬂ [ Tay Av
Txzy A — +—
tz)i :
szT / dy .‘ Tyx = Ty
dz = ; S S Ty
T. X
¥x A ——
Tyx
dy
X
Nota. Tomada de (Gonzélez, 2007)
Por conservacion de la energia.
1
aw, = > * P * Av,
Se sabe por la resistencia de materiales.
P Av,
L I P =1ydxdz Yy = ay = Avy = yyy * dy

Planteamos la energia de deformacién.

dWe=§Tyx*dx*dz*yxy=§Tx3’*yxy*dx*dy*dz

Plantearemos la energia de deformacion interna total bajo el efecto del

esfuerzo Cortante o Ilamado tangencial.

1
du = > [Txy * Yy F Tyz ¥ Vyz + Tyz * yxz]dxdydz

1
U= 2 * .U:f [Txy *Vay t Tyz * Vyz + Txz * yxz]dV

Formula 7

Energia de deformacion interna bajo el efecto del esfuerzo tangencial
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2.2.2. Energia de deformacion interna de un elemento reticular

Un elemento reticular sera considerado todo aquel elemento estructural
donde, las dimensiones longitudinales son mucho mayores a las dimensiones de la
seccion transversal, ademas, se cumplird la ley de Hooke y que se encuentra sujeto
a fuerzas normales o axiales, cortantes o tangenciales, momento flexionante y
momento torsor. Estas fuerzas son originadas por efectos de la carga externa que
afecta a los elementos estructurales mediante la disipacion de la energia mediante
la deformacion (Luthe, 1997).

2.2.2.1. Energia de deformacion interna originado por la fuerza
axial

La energia sera calculada para los esfuerzos normales que se presentan bajo
la existencia de fuerzas normales o axiales (Gonzélez, 2007).
Figura 3

Barra Sometido a Fuerza Normal

Nota. Tomada de (Gonzélez, 2007)

Célculo de un diferencial de energia.

1 1
Uy = 5PA~ dUy =5 PdA

Aplicando la ley de Hooke y célculo de la energia de deformacion.
dA= P d
“EA”

P 1 P?
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Formula 8
Energia de deformacion interna bajo el efecto de la fuerza axial
2.2.2.2. Energia de deformacion interna originado por la fuerza
cortante

La energia sera calculada para los esfuerzos cortantes o llamados también
tangenciales que se presentan bajo la existencia de fuerzas cortantes (Gonzalez,
2007).
Figura 4

Barra Sometido a Fuerza Tangencial

Nota. Tomada de (Gonzélez, 2007)

Célculo de un diferencial de energia.

1 1
U, = EVy -dUu, = Ede
Aplicando la ley de Hooke y célculo de la energia de deformacion.

d —hvd
Y=%6a®

de:EV*GAdS=7adS
U —thiz
v=1726a%

Formula 9

Energia de deformacion interna bajo el efecto de la fuerza cortante
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2.2.2.3. Energia de deformacion interna originado por el
momento flector
La energia sera calculada para los esfuerzos normales que se presentan bajo
los efectos del momento flector (Gonzalez, 2007).
Figura 5
Barra Sometido a Momento Flector

HCF::::ju

da

Nota. Tomada de (Gonzélez, 2007)

Célculo de un diferencial de energia.

1 1

Aplicando la ley de Hooke y calculo de la energia de deformacion.

a6 =" 4
“E®
v, =My —1M2d
MZyMrE ST E Y
_leZd
M=) 3E®
Formula 10

Energia de deformacion interna bajo el efecto del momento flector
2.2.2.4. Energia de deformacion interna originado por el
momento torsor
La energia sera calculada para los esfuerzos cortantes que se presentan bajo

los efectos del momento torsor (Gonzalez, 2007).
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Figura 6

Barra Sometido a Momento Torsor

Nota. Tomada de (Gonzélez, 2007)

Caélculo de un diferencial de energia.

1 1
UT —ETG il dUT = ETdQ

Aplicando la ley de Hooke y célculo de la energia de deformacion.

6 = 4
vy =tre Las =1
=_—T %« — E—
TN g Y T g ®
o= [Ae
r= 3%
Férmula 11

Energia de deformacion interna bajo el efecto del momento torsor
2.2.2.5. Energia de deformacidn interna total en un elemento
reticular en el plano
Bajo la consideracion de ser un elemento estructural reticular y en el plano
la energia interna total bajo las distintas fuerzas que se presentan sera (Gonzalez,

2007).

U=UN+UV+UM+UT
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U= (1P g [l g (1M, +f1T2d
_fiﬁs 264" fEEIS *

Formula 12
Energia de deformacion interna total de un elemento reticular

2.2.3. Desplazamiento de un punto en una estructura teorema de

Castigliano

Considerando una estructura sujeta a fuerzas y bajo el principio de la
conservacion de la energia, donde el trabajo realizado por las fuerzas externas sera
igual a la energia de deformacion interna de la estructura. Identificamos el punto
donde deseamos calcular el desplazamiento y se aplica una fuerza si se desea saber
el giro que se presenta en dicho punto se coloca un momento o par, el teorema nos
dice derivar parcialmente la energia de deformacion respecto a la fuerza colocada
en el punto de interés, de esta manera se obtiene el desplazamiento o giro segun la
fuerza aplicada. A este teorema se le conoce como el segundo teorema de
Castigliano (Hibbeler, 2012).

Conservacion de la energia.

El trabajo externo esta en funcion de la carga externa.

Uy=U, = f(PL,P2,...,Pn) n U, = szdx

Incrementando una diferencia dPi a la carga Pi, el efecto que se presenta es
un desplazamiento diferencial dA, también se incrementa la energia de
deformacion.

U,
Ui +dUl - Ui +—dPl

ap;
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Como no existe restriccion en el orden de aplicacion de la carga, primero
aplicaremos la diferencia de carga dPi y el planteamiento seré.
U; + dU; = U; + dP; * A
El cuerpo sujeto a las cargas y luego aplicando la diferencia posee la misma
energia de deformacién al aplicar primero el diferencial de carga luego las cargas.

De esta manera se obtiene al igual el teorema de Castigliano.

Férmula 13
Desplazamiento de un punto con el teorema de Castigliano

2.2.4. Trabajo virtual

Método conocido como la carga unitaria, con este método podemos calcular
desplazamientos y pendientes en un punto de interés. Del grafico para calcular el
desplazamiento A del punto A, desplazamiento originado por las cargas externas
(P1, P2, P3). En el mismo cuerpo si calculamos el desplazamiento del punto A
colocando una carga virtual P’. Se van relacionar mediante la ecuacion de equilibrio
la carga virtual externa P’ con la carga virtual interna u. Realizando un trabajo
virtual externo con la carga virtual P’=1 también conocido como carga unitaria
segun la conservacion de la energia esta sera igual al trabajo virtual interno, la

notacion se escribe de la siguiente manera (Hibbeler, 2012).
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Figura 7

Cuerpo Elastico(a) Sometido a Carga Virtual, EI Mismo Cuerpo (b) Sometido a

Cargas Reales

e A /
™ i _/,fv \
Fel A
Py
Aplicacion de Ia cargn vietual 2 = 1 Aplicacion de las cargas reales Py, Py, P,

(&) (b)

Nota. Tomada de (Hibbeler, 2012)

Trabajo virtual externo = trabajo virtual intenro

1*A=Zu*dL

Formula 14

Desplazamiento de un punto segun el Trabajo Virtual

Donde:
P’=1= carga unitaria virtual externa que actia en la direccion indicada A.
u= carga virtual interna que actla sobre el elemento en la direccion de dL
A= desplazamiento externo causado por las cargas reales.
dL= deformacion interna del elemento causada por las cargas reales.
L= Longitud de un elemento.
A=érea transversal de un elemento.

E=mddulo de elasticidad de un elemento.
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2.3.Definicion de términos

1 Andlisis estructural: Es la basqueda de valores desconocidos como las
fuerzas que reaccion en la estructura, las fuerzas internas en la estructura,
desplazamientos y otros, a los cuales llamaremos respuesta estructural. El
proceso es identificar la estructura: Puentes, casas, represas, otros. Estas
estructuras se idealizan para el proceso de andlisis (Hibbeler, 2012).

2 Lema: Proposicidn, teorema que sirve de base fundamental para demostrar
otro teorema (Soto, 2011).

3 Teorema: Es una proposicién donde el enunciado puede ser probado
mediante una demostracion (Rosas, 2009).

4 Proporcion directa: Se da cuando dos magnitudes estan en proporcion donde
ambas magnitudes crecen o ambas magnitudes disminuyen (Soto, 2011).

5 Carga virtual: Es aquella fuerza que en realidad no existe como parte de la
carga real ya que es imaginario, en particular se usa la carga virtual unitaria
donde el valor es la unidad (Hibbeler, 2012).

6 Conservacion de la energia: En una estructura sujeto a fuerzas externas, el
trabajo realizado por las fuerzas externas genera un trabajo interno o energia
de deformacién todo esto bajo los limites elasticos del material (Hibbeler,
2012).

7 Fuerzas externas: Las cargas se idealizan segun el tipo de estructura y las
conexiones que tiene entre ellas ademas de basarse en el c6digo o normativa
del pais, para el caso de la norma peruana se tomara en cuenta el reglamento

nacional de edificaciones la E .030 cargas (Hibbeler, 2012).
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2.4 Hipotesis
2.4.1. Hipotesis general
El teorema planteado crea la relacion entre la fuerza interna virtual y la

fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el
analisis estructural.
2.4.2. Hipdtesis especificas

e Existe una relacién matematica entre los lemas para la creacién del teorema
de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado
parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis estructural.

e Se calcula el desplazamiento de una estructura mediante la aplicacion del
teorema de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis
estructural, mediante la energia de deformacion interna.

e Se plantea el método de flexibilidad mediante la aplicacion del teorema de
la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado
parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis estructural,
mediante la energia de deformacion interna.

2.5.Variables
2.5.1. Variable independiente

X: Fuerza interna real y virtual.
2.5.2. Variable dependiente
Y: Teorema de la relacion de la fuerza interna virtual y la fuerza interna real

derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa.
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2.6.0peracionalizacion de variables
Tabla 1

Operacionalizacion de las Variables De Investigacion

DEFINICION
VARIABLES INDICADORES INSTRUMENTOS
CONCEPTUAL
Fuerza interna Fuerza internareal < Analisis lineal
real y virtual. y virtual, se elastico.
||-|_J presenta dentro del < Fuerza axial.
5 elemento * Fuerza cortante.
% estructural, a causa * Momento flector. ~Calculo matemético
L
m de una carga * Momento torsor.
% externa real y
virtual.
Teorema de Teoremaque  * Teorema de
la relacion de relaciona mediante Castigliano
la fuerza una ecuacion la ¢ Ecuacion del
interna fuerza interna  trabajo virtual.
. virtual y la fuerza
virtual y la y
- interna real
= fuerza )
W derivado
Q  internareal . Calculo matematico
=z parcialmente
LLI -
o derivado respecto a una
=) i .
parcialmente  co00 virtyal
respecto a externa.
una carga
virtual
externa.
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1. METODOLOGIA

3.1.Tipo de Investigacion
Es una investigacion basica o pura, considerando que se concentra en
demostrar la existencia de un teorema que relaciona la fuerza interna virtual y la
fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en un
analisis estructural, a fin de brindar un aporte en la rama de estructuras y brindar
una solucién alterna del método de flexibilidad (Borjas, 2016).
3.2.Diseflo de investigacion
Desde el punto de vista metodoldgico se sustenta en una investigacion no
experimental, donde la informacion que se va obtener serd informacion sin
manipular las variables, ya que se identifican las variables que son las fuerzas
internas virtuales y las fuerzas internas reales y se busca una relacion matematica
entre ellas sin alterar su estado o naturaleza de las variables (Borjas, 2016).
3.3.Poblacion y muestra
3.3.1. Poblacion
Dentro de la investigacion, la poblacién es definida como un conjunto de
individuos donde reinen una serie de caracteristicas a ser estudiadas. Por ende, en
base a este razonamiento podemos indicar que la investigacion no cuenta con una
poblacidn, ya que estamos haciendo un estudio tedrico de un tema en singular que
es la demostracion de un teorema que relaciona la fuera interna virtual y la fuerza
interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis

estructural.
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3.3.2. Muestra

La muestra, es definida como un subgrupo de la poblacion, el problema de
estudio es algo singular. Dentro de este marco conceptual, se ha adoptado como
carencia de muestra, ya que estamos haciendo un estudio tedrico de un tema en
singular que es la demostracion de un teorema que relaciona la fuera interna virtual
y la fuerza interna real en el anlisis estructural.

3.4.Técnicas e Instrumento(s) de recoleccion de datos

La observacion cientifica y el calculo matematico, mediante la percepcion
intencionada, haciendo uso de los conocimientos adquiridos en la formacion
profesional, precisamos la observacion en el anlisis estructural, donde se observa
caracteristicas comunes en dos teoremas para proceder a obtener la relaciona
matematica y demostrar el teorema (Borjas, 2016).

3.5.Plan de procesamiento y analisis estadistico de datos

3.5.1. Plan de procesamiento

El procesamiento de datos esta estructurado en tres etapas las cuales van
relacionadas con los objetivos, se programa de la siguiente manera:

En una etapa inicial se va determinar y analizar los lemas, estos teoremas
nos serviran de base para poder determinar una relacion matematica entre los lemas.
Para poder demostrar la férmula que nos permita aplicar para cualquier tipo de
fuerza interna que origina el desplazamiento bajo la energia de deformacion; vamos
a definir las fuerzas internas y el esfuerzo en forma general, es decir una expresion
de fuerzay esfuerzo que sea aplicado para cualquier tipo de naturaleza de la fuerza
ya sea fuerza axial, fuerza cortante, momento flector y momento torsor. Para poder

definir estas expresiones en forma general se definira algunos conceptos y algunas
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expresiones de caracteristicas de seccion que dependen de la posicion del elemento
de andlisis més no de las cargas que estan en ellas afectdndolas.

Se va expresar la ecuacion de la energia de deformacion interna en forma
general, es decir serd4 determinado bajo las caracteristicas generales de fuerza,
esfuerzo y propiedades de seccion; luego calculamos el desplazamiento mediante
la energia de deformacion interna general de un elemento estructural. Por otro lado,
mediante la ecuacion del trabajo virtual calculamos el desplazamiento, nuevamente
precisando la incorporacion de las expresiones generales deducidas.

Aplicando la relacion matematica de los lemas y reemplazando los
desplazamientos determinados mediante la energia de deformacion interna y la
ecuacion del trabajo virtual, se demuestra el teorema de la relacion de la fuerza
interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa.

Segunda etapa se va determinar los desplazamientos de una estructura
mediante la aplicacion del teorema de la relacidn de fuerza interna virtual y la fuerza
interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis
estructural, para todas las fuerzas internas de un elemento reticular.

Tercera etapa del plan de procesamiento consiste en determinar el
planteamiento del método de flexibilidad aplicado el teorema de la relaciéon de
fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una

carga virtual externa.
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Figura 8

Esquema para el Proceso de la Demostracion del Teorema

Teorema de la relacion de la fuerza interna virtual y la fuerza interna
real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa

N
Fuerza interna en forma Expresion general del
genera| esfuerzo
J
Ecuacién de la energfa de Ecuacion del trabajo virtual
deformacién interna en en forma general
forma general
Aplicando el teorema de Aplicando la ecuacion del
Castigliano, calculamos el trabajo virtual, Calculamos
desplazamiento (1) el desplazamiento (1)

Relacién de los lemas en
forma general (111)

Reemplazando la ecuacion (1) y (11) en (I11), permite encontrar el teorema
de la relacion de la fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado
parcialmente respecto a una carga virtual externa

Nota. Tomada de (Fuente propia)
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V. ESTUDIO DE LA RELACION DE FUERZA INTERNA VIRTUAL Y

LA FUERZA INTERNA REAL

4.1.Relacion del teorema de Castigliano y la ecuacion del trabo virtual

Sobre un elemento reticular de cuerpo elastico, si determinamos el
desplazamiento de un punto (Sea el punto i), donde se tendrd en cuenta las
siguientes notaciones para el caso de caracteristicas reales y virtuales.

Donde:

Q= Carga externa (real).

i= Coordenada que se desea calcular el desplazamiento.

Ap= Desplazamiento de la coordenada punto p (real).

Li= Longitud inicial del elemento reticular.

dli= Deformacion de Li (real).

gi= Fuerzas internas (real).

We= Trabajo externo.

Anteponiendo el simbolo (8) significa de origen virtual.

Con el proposito de dar respuesta al problema de investigacion se
observaron multiples procesos y ecuaciones, en este proceso se identificaron dos
teoremas aplicados en el analisis estructural, estos dos sera lemas para poder definir
un teorema que relacione fuerzas internas virtuales y fuerzas internas reales en un

cuerpo elastico en los limites de un analisis lineal.
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Partimos del teorema de Castigliano, el cual consideramos como nuestro
primer lema, para lo cual utilizamos la ecuacion (13) de la presente investigacion

citada.

Esta ecuacion lo adecuamos a nuestra notacion, donde se puede interpretar
como la derivada parcial de la energia de deformacion interna respecto de una carga
virtual externa aplicado en la coordenada o punto (i) del cuerpo eléstico.

A aU;
" 960;

Férmula 15
Desplazamiento debido a la derivada parcial de la energia de deformacién interna
respecto de una carga virtual externa

Considerando el teorema del Trabajo Virtual, el cual consideramos como
nuestro segundo lema, para lo cual utilizamos la ecuacion (14) de la presente

investigacion citada.

1*A=Zu*dL

La ecuacion lo adecuamos a nuestra notacion, donde despejamos la carga
virtual externay el resultado del calculo del desplazamiento en el punto (i) sera.

5‘11’ * dll

A= L~ "t
' 60Q;

Férmula 16

Desplazamiento bajo el principio del trabajo virtual
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La ecuacion (15) y la ecuacion (16) son congruentes, igualamos las dos
ecuaciones y obtendremos la relacion del teorema de Castigliano y la ecuacion del

trabajo virtual.

A= aUl _ 5‘11 * dll
LY} 50;
an _ 5‘11 * dll
060; 50;
Formula 17

Relacion del teorema de Castigliano y la ecuacion del trabajo virtual

En laecuacidon (17) en el primero miembro se va a considerar la carga virtual
externa en modo de variable para que pueda ser derivable. En el segundo miembro
vamos a tener la consideracion del caso particular cuando la carga virtual externa

tome el valor de una carga unitaria.

oy,
080

4; =06gqixdl;  © 6Q;=1

Formula 18
Relacion del teorema de Castigliano y la ecuacion del trabajo virtual cuando la

carga virtual externa es unitario
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4.2.Relacion de la fuerza interna virtual y la fuerza interna real
Para poder demostrar la existencia de esta ecuacion, se va trabajar en un
elemento reticular. La estructura este sujeto a esfuerzo normal y de corte, estos
esfuerzos estan originados por las fuerzas internas axial y cortante; momento flector
y de torsion. Ax, deformacion en direccion longitudinal; Ay, deformacion en la
seccion transversal.

Figura 9

Elemento diferencial de una barra estructural

Nota. Tomada de (Fuente propia)

Definimos una expresion general para un esfuerzo normal y de corte.

Ojj = Oxx A 0jj = Oxy = Txy

Deformacion en direccion del esfuerzo normal y de corte.

dli = Ax A dll = Ay
Deformacion unitaria en direccion del esfuerzo normal y de corte.

dl;
9
§j T &x A & T &y = Vay
Modulo de elasticidad en la direccion del esfuerzo normal y cortante.

K=E A K=G
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Esfuerzo normal y de corte relacionado con el mddulo de elasticidad en la

direccion del esfuerzo normal y cortante.

P}
J] K

_ Oxx _ _ Oxy
Exx = K A Exy = Vxy = K

Definimos la fuerza interna (gi) en forma general, fuerza interna originada
por la carga externa donde el sistema de cagas estan incluido todas las cargas méas
la carga virtual (6Qi), solo para este caso cuando se antepone delta a la carga interna
sera netamente de origen virtual. Ademas, tener la consideracion que la carga virtual
se introduce con el fin de realizar la derivada parcial de la energia de deformacion
y poder calcular asi el desplazamiento, fuera del fin de su uso que es la derivada
parcial dicha carga virtual es nula, es decir si no existe derivada la carga interna es

netamente de origen de carga externa.

N(x) = F(XQi, 6Qi, x) Fuerza axial
a(q;) o _ | V(x) = F(ZQi,8Qi, x) Fuerza cortante
980 %= \M(x) = F(£Qi,8Qi,x)  Momento flector
T(x) = F(2Qi,8Qi, x) Momento torsor

{N (x) =F(2Qi,x) Fuerza axial
' o _JV(x) =F2Qi,x) Fuerza cortante
i 4= M(x) = F(XQi,x) Momento flector
T(x) =FQi,x) Momento torsor
Formula 19

Fuerza interna general

Deduccién de una expresion general que relaciona el esfuerzo y la fuerza
interna.
Esfuerzo normal originado por la fuerza axial.

_ Nx)
a_dy*dz
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Esfuerzo normal originado por el momento flector. Damos forma

multiplicando y dividiendo por dy*dz.

M,, dyxdzxy
= — = *

? 7 dy * dz I,,

Esfuerzo cortante originado por la fuerza cortante. Damos forma

multiplicando y dividiendo por dy*dz. (Q) es el momento estético y (b) ancho de la

fibra considerado.
Vey dy xdz * Q
- = *
Fxy dy+dz I, *b

ny*Q
Iz b

Txy
Esfuerzo cortante originado por el momento torsor. Damos forma

multiplicando y dividiendo por dy*dz.

T dy*dz*r

r
=T- =
t ] -t dy*dz* ]

Vamos a definir una expresion general del esfuerzo en funcién de las

definiciones previas indicadas. Donde Cs(x) la nominamos caracteristicas de sesion

la cual no depende de las cargas Qi y 8Qi.

o q
% =gz O

1 Fuerza axial

dy *dz x Q

- ° Fuerza cortante
Izz b

—Jdy*xdzx*

Cs(x) ={ay*az+*y Momento flector
l1zz

dy *dz*r

A Momento torsor

L)

Férmula 20

Caracteristicas de sesion
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Plantearemos la energia de deformacion interna en base a los conceptos
definidos, encontraremos una expresion general para las distintas fuerzas internas.
Para un diferencial de energia de deformacion interna sera igual al trabajo realizado

por las fuerzas internas.

1
dUzz*qi*dli

Formula 21
Energia de deformacion interna en base a los conceptos definidos
Se conoce en base a las ecuaciones definidas la deformacién unitaria general

y el esfuerzo general, despejamos los dos términos de interés y reemplazamos en la

ecuacion (21):

dl; gjj*dy *dz
17 dx = dl = g xdx A QizT(x)
1 ojj*dy=dz
dU:E*T(X)*gjj*dx

La ecuacion que se esta procesando, vamos introducir el concepto de
diferencial de volumen; y la ecuacion que relaciona el esfuerzo, deformacion
unitaria y el modulo de elasticidad. Luego integramos la expresion para calcular la
energia de deformacion interna:

dv = dx * dy = dz _Yj

_1 gjj *dy * dz

dU—Z*T(x)*ejj*dx

1 o5 o0
U==x—2_«Lyqg

27 Cs) kY

1 0'..2
dU==x—2 x4

Z*Cs(x)*K* v
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fdu f TR,
2 Cs(x) * K

Formula 22
Energia de deformacion en base a los conceptos definidos

Aplicamos el teorema de Castigliano, calculamos el desplazamiento en
direccion de la carga 6Qi en el punto de aplicacion (i).

A aU;
"7 060;

‘711
A= G501 U 2" Cst0) + K dv]

A= Ui _f jj 6(0”) dv
l 66Qi Cs(x)*K 980;

Férmula 23
Desplazamiento en direccion de la carga 6Qi

Aplicamos el teorema del trabajo virtual, calculamos el desplazamiento en
direccion de la carga Qi en el punto de aplicacién o coordenada (i), hacemos uso
de la ecuacion citada en la investigacion (16).

Aj=6q;xdl; o 60;=1

Considerando el analisis de un elemento diferencial, calculamos el

diferencial de desplazamiento. Trabajo de la fuerza virtual interna bajo una

deformacion real que es un diferencial. Reemplazamos sus equivalencias e

integramos.
dl; ajj _dyxdz
Sff:E - dly=¢j*dx, ejj=7 A 1_dy*dz
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dAi: 6ql * dll Ad 6Ql =1

dn= Yo e dxedy«dz
dy * dz
dh= dy(Sf idz i % *dv
A= dySZidz i % *dv
Foérmula 24

Desplazamiento en base a los conceptos definidos

Aplicamos la relacion del teorema de Castigliano y la ecuacion del trabajo

virtual la ecuacion nimero (18), donde se va reemplazar las ecuaciones (23) y (24).

aU;
A= 66Qli =6g;*dl; < 50;=1
f %i *a(o-jj) v = 04 *ﬂ*dv
Cs(x)*K 060; dy*dz K

Estas ecuaciones son congruentes, vamos a igualar términos para obtener

igualdades.

f O'U *6(0'”) b= Sql *@*dv
Cs(x)~K 96Q; dy+dz K

1 d(gy) 5q; ) qi
Cs(x) i 96Q; dyx*dz St %) = dy xdz * Cs(x)

1 . 0 @, Cs(x) | = 04 si: Cs(x),no depende de Qi, 5Qi
CS(X) 35Q1 dy * dZ dy % dZ 4 )

Cs(x) L9 bqi
Cs(x)*dy*dz 06Q; dy=xdz
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Laecuacion (25) representa la relacion de la fuerza interna virtual y la fuerza
interna real. Donde: qi: Fuerza interna real mas fuerza interna virtual segin la

formula (19), 3Qi: Es la fuerza externa virtual.

d(q;) _
350, 8q; © 60;=1

Féormula 25

Relacion de la fuerza interna virtual y la fuerza interna real
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V. APLICACIONES DE LA RELACION DE FUERZA INTERNA

VIRTUAL Y LA FUERZA INTERNA REAL

5.1.Desplazamiento de una estructura bajo la energia de deformacion
interna originado por cargas externas
5.1.1. Desplazamiento de una estructura originado por la fuerza axial
En base a la ecuacion (8), que representa la energia de deformacién interna
bajo el efecto de la fuerza axial denotada por N(x). Aplicamos el teorema de
Castigliano para poder calcular el desplazamiento en un punto o coordenada (i) de
la estructura. Luego aplicamos la ecuacién (25) para poder eliminar la derivada

parcial. La interpretacion sera, fuerzas internas virtuales de condicion axial, cuando

0Qi=1.
1N (x)?
U”_fi ga %
A aU;
8650,
A d le(x)z 4
L= —_ *
=350;|) 2 Ea T
Ai=fN(x)*a(N(x))*dx
A= N(x)*S ixdx o 00Q;=1
l A*E ql L
A= N(x)*SN(x)*dx o 60, =1
l A*E L
Formula 26

Desplazamiento de una estructura originado por la fuerza axial
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5.1.2. Desplazamiento de una estructura originado por la fuerza
cortante
En base a la ecuacion (9), que representa la energia de deformacién interna
bajo el efecto de la fuerza cortante denotada por V(x). Aplicamos el teorema de
Castigliano para poder calcular el desplazamiento en un punto o coordenada (i) de
la estructura. Luego aplicamos la ecuacién (25) para poder eliminar la derivada
parcial. La interpretacion serd, fuerzas internas virtuales de condicion cortante,

cuando 6Qi=1, k1 viene a ser el factor de forma.

S

ky V(x)?
Uy = f? GA

Ao U,
" 960;

le(x)2
A= 350, U 2 GA ]

([ xV(x) 0(V(x))
Ai_f -G asg,

*0qxdx o 60Q;=1

_ (kv
s= e

kq*V(x)
Ai—fﬂ*cw(x)*dx o 80Q;=1

Formula 27
Desplazamiento de una estructura originado por la fuerza cortante
5.1.3. Desplazamiento de una estructura originado por el momento
flector
En base a la ecuacion (10), que representa la energia de deformacion interna bajo
el efecto del momento flector denotada por M(x). Aplicamos el teorema de
Castigliano para poder calcular el desplazamiento en un punto o coordenada (i) de

la estructura. Luego aplicamos la ecuacion (25) para poder eliminar la derivada
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parcial. La interpretacion sera, fuerzas internas virtuales de condicion de momento

flector, cuando 0Qi=1.

U _f1M(x)2d
M= )37

Ao OU
7050,

1M(x)2
A= aanUz EI ]

M) oM()
Ai_fI*E a5Q;

M (x
Ai—fl()*dql*dx o 8Q;=1

—fM(x)*aM(x)*dx o 80;=1
1= I*E P

Formula 28
Desplazamiento de una estructura originado por el momento flector

5.1.4. Desplazamiento de una estructura originado por el momento

torsor

En base a la ecuacion (11), que representa la energia de deformacion interna
bajo el efecto del momento torsor denotada por T(x). Aplicamos el teorema de
Castigliano para poder calcular el desplazamiento en un punto o coordenada (i) de
la estructura. Luego aplicamos la ecuacion (25) para poder eliminar la derivada
parcial. La interpretacion serd, fuerzas internas virtuales de condicién de momento

Torsor, cuando 6Qi=1

_(1T(x)?
UT—JE G] ds

A U
050,

1T(x)?
A= 65QlU2 T ]
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_ (TG o)
=76 Tase

= [ 5, d 5Q;=1
_f]*G* q; *dx © Q; =

A= f;( )*(ST(x)*dx o §Q;=1
Formula 29
Desplazamiento de una estructura originado por el momento torsor

5.1.5. Desplazamiento total de un punto de una estructura

Para poder determinar el desplazamiento total en el punto o coordenada (i)
bajo todos los efectos de las cargas internas en un cuerpo elastico, sera mediante la
suma de los casos particulares analizados en las ecuaciones (26), (27), (28) y (29).
A partir del desplazamiento total encontrado podemos generar una funcién de forma

general, con el fin de realizar conclusiones generales que serviran en la aplicacion

del desplazamiento para distintas fuerzas internas.

Nx) kqy * V(x) M(x) T(x)
A= A £ qu+fW6qldx+fﬁ6qd +f] *8q; * dx
NG i+ V)
Ai A+ E(SN( )d +fw6V(X)dx+
M(x) T(x)
WSM( x)dx + ]*G*5T(x)*dx

Siendo Cse(x) caracteristicas de seccion y propiedades elasticas.
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(1 F al

15 uerza axia

k F tant

av¢ uerza cortante
Cse(x) = < 1

T+E Momento flector
1

J+G Momento torsor

Aij: f Cse(x) * (i * (Yqidx g 6Ql =1

Formula 30
Desplazamiento total de un punto de una estructura
Donde:

Aij= Desplazamiento en la coordenada (i) debido a la aplicacién del sistema
de cargas (j).

gi= Carga interna real del i-ésimo tramo del cuerpo elastico analizado. Esta
carga interna esta relacionado al sistema de carga que genera el
desplazamiento requerido, que corresponde a la coordenada (j) de la
notacién del desplazamiento.

6qi= Carga virtual interna del i-ésimo tramo del cuerpo elastico analizado,
originado por una carga virtual externa unitaria. Esta carga interna virtual
estd relacionado al sistema de carga que corresponde a la coordenada (i)

de la notacién del desplazamiento.

5.2.Planteamiento del método de flexibilidad
El método consiste en determinar las fuerzas y/o momentos llamados

también redundantes en la estructura, estas redundantes son las cantidades
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excedentes de incognitas cuando se realiza la busqueda de solucion mediante las
ecuaciones estaticas de equilibrio, la suma de fuerzas en el eje X, la suma de fuerzas
en el eje Y y el momento en cualquier punto de la estructura generado en el plano
XY (Gonzélez, 2007).

En la siguiente figura (10) lado izquierdo se observa la estructura real a
cargas Qi y en la figura (10) lado derecho se observa la estructura donde se libera
aquellas fuerzas y/o momentos que exceden el numero de ecuaciones estéticas de
equilibrio. Al liberar se coloca las fuerzas y/o momentos como carga externa.
Figura 10

Estructura real equivalente a una estructura equivalente

Qi f Qi R1
R3
_ R2
ESTRUCTURA ESTRUCTURA
REAL EQUIVALENTE

Nota. Tomada de (Fuente propia)

En el siguiente grafico (11) se puede observar, la aplicacion del principio de
superposicién, donde el efecto de la estructura equivalente sera igual a la estructura
afectado por la carga externa, por las redundantes identificadas en la estructura

liberadas.
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Figura 11

La estructura equivalente serd igual a la estructura afectado por la carga externa

y por las redundantes

1

Solucion  Solucién complementaria Solucién complementaria Solucion complementaria
particular efecto de R1 efecto de R2 efecto de R3

Nota. Tomada de (Fuente propia)

En el siguiente grafico (12) se puede observar, mediante el principio de
linealidad, para un andlisis lineal eléstico, donde el cuerpo elastico no tendra
variacion de la rigidez, se puede platear la siguiente proporcionalidad.

Figura 12

Principio de linealidad

» Desplazamiento

Nota. Tomada de (Fuente propia)
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Del grafico (12) planteamos, El desplazamiento (D) originado por una carga
(Q) es directamente proporcional a desplazamiento (f) conocido como coeficiente

de flexibilidad originado por una carga unitaria, que representa un desplazamiento.

1._ Q D=fx*Q
f D *
Formula 31

Definicion del método de flexibilidad por proporcionalidad directa

Vamos a definir el sistema de cargas en base a la figura (11), ademas de
considerar que el efecto del desplazamiento de un punto de un cuerpo elastico
debido a una carga unitaria multiplicado por el factor que es la redundante en dicho
punto cumple con la condicion de la ecuacion (31) para calcular el desplazamiento
total.
Figura 13

Sistema de cargas

*R1 *R2 *R3
Solucién Solucién complementaria Solucién complementaria Solucién complementaria
particular efecto de R1 efecto de R2 efecto de R3
Con carga Carga unitaria afectado  Carga unitaria afectado  Carga unitaria afectado
externa por el factor R1 por el factor R2 por el factor R3

Nota. Tomada de (Fuente propia)
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El siguiente paso es analizar las condiciones de contorno, se debe identificar
los desplazamientos y/o giros de los puntos de aplicacion de las redundantes, a los
cuales denominaremos desplazamientos iniciales.

A;o= Desplazamiento en condiciones iniciales en direcion de la redundante 1.
A,o= Desplazamiento en condiciones iniciales en direciéon de la redundante 2.
Azo= Desplazamiento en condiciones iniciales en direcion de la redundante 3.
Formula 32
Desplazamiento por condiciones de contorno
En el siguiente paso vamos a platear ecuaciones, basandonos en todos los

desplazamientos que se producen en los puntos identificados como redundantes, al
efecto de la combinacion de todos los desplazamientos en una direccidn se le llama
ecuacion de compatibilidad de deformacién.

Ajg=A19 + D11 + 415 + g3

Ayo=Ay0 + D21 + A3 + Ay

Azp= Azq + Azq + Az; + Az

Aplicando las condiciones aplicadas en la figura (12) es decir la formula

(312).
A1o=2A19 + f11*Ri+ fiz * Ry + fi3 * R3
Dyo= D29 + f21 * Ry + fo2 * Ry + fo3 * R3
Azo=AD3¢9+ fa31 * Ry + fao* Ry + f33 % R
Férmula 33

Ecuacion de compatibilidad de deformacion
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Este sistema de ecuaciones podemos formularlas a partir de conceptos

matriciales, logrando la siguiente expresion.

Ay A1Q fir fiz fiz Ry
Apo| = |D20| + |21 S22 fas| *|R2
Az A3Q f31 fiz2 f33 R3

Formula 34
Ecuacion de compatibilidad de deformacion mediante conceptos matriciales

En la ecuacion (34) se va introducir el concepto de la relacion de la fuerza
interna virtual y la fuerza interna real.
fij:  Desplazamiento en la coordenada (i) debido a la aplicacion de una carga
unitaria en la coordenada (j). La coordenada (i) esta relacionada al sistema de cargas
de la redundante cuando se aplica una carga unitaria; i=1 sera sistema de carga
redundante uno, i=2 sera sistema de carga redundante dos y i=3 sera sistema de
carga redundante tres. La coordenada (j) esta relacionada al sistema de carga que
genera ese desplazamiento requerido cuando j=1 sera sistema de carga redundante
uno, j=2 sera sistema de carga redundante dos y j=3 sera sistema de carga

redundante tres. Para calcularlo podemos aplicar la formula (30).
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VI. RESULTADOS Y DISCUSION

6.1.Comparacion de las demostraciones

Dada distintas propuestas que conducen a resultados iguales en la
determinacion del desplazamiento de una coordenada en especifico de un cuerpo
elastico. Realizando una comparacion entre lo sostenido por los autores citados en
los antecedentes de la investigacién y la demostracion de un nuevo teorema que se
plantea en la investigacion se logra obtener resultados iguales.

En el libro redactado por Rodolfo Luthe Garcia, en la ecuacion que
plantea se observa el desplazamiento total de una coordenada de una estructura
elastica, haciendo uso de una proporcién directa de las fuerzas internas originado
por una carga virtual y en el trabajo de deformacidn interna total se deriva respecto
de la carga virtual y teniendo en cuenta consideraciones iniciales de la
proporcionalidad y que la carga ficticia toma el valor nulo se encuentra la ecuacién

que nos permite calcular desplazamientos de un punto de un cuerpo elastico.

L(N +np )? L (T, +tp)* L (Ty+t,p)°
WT:_[ ﬂds_kf k#ds_kf W v
o 2EA ) 2GA ] 2GA

N fL(Mx+mxzoy)2 ds + JL(My+myzov)2 ds + JL(MZ+mzzou)2 s
0 0 0

2EI, 2EL, 2G]

= =
Jp,

+ JL K (Ty + typy)ty ds + JL (My + mypy)my ds
. GA , El

=" J W, f GRS
. EA . GA

LM, +m m LM, + m,p,)m
+f ( y ypv) de-l-J. (M, 2Pv) Z is
0 0

EL, Glm

L L L
Nn T,t Tt
5r = —ds+f k ”ds+f K22 ds
0 0

o EA GA GA
LM,.m LpM,m LMm,m
+J o xds+fuds+f Z Zds
0 Elx 0 Ely 0 G]m
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En el libro redactado por Nelson Gonzélez Villanueva, se basa en la
formulacion del principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo es
igual al trabajo interno, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se
formula el desplazamiento de una coordenada de una estructura elastica. Para el
calculo del desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de
fuerza interna que genera el desplazamiento.

M mx* M

dx -2 1xA=

1«A=m=x0 A =
de E %] E =1

dx

En el libro redactado por Russell C. Hibbeler, se basa en la formulacion
del principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo es igual al trabajo
interno, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se formula el
desplazamiento de una coordenada de una estructura elastica. Para el céalculo del
desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de fuerza interna
que genera el desplazamiento.

nNL
1A= z E

En el libro redactado por Aslam Kassimali, se basa en la formulaciéon del
principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo es igual al trabajo
interno, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se formula el
desplazamiento de una coordenada de una estructura elastica. Para el célculo del
desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de fuerza interna

gue genera el desplazamiento.

dW,; =M,d8 AN dg =
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En el libro redactado por Felix F. Udoeyo, se basa en la formulacion del
principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo es igual al trabajo
interno, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se formula el
desplazamiento de una coordenada de una estructura el&stica. Para el calculo del
desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de fuerza interna
que genera el desplazamiento.

m* M

xy M=y | =
]dxe Wi I dx

m
1*A=fxds A dW=f*6=T*dA*E

ES

;P 1xA=| M Md
We = Wi * A= ”*E*Ix

En el libro redactado por Kenneth M. Leet, Chia-Ming Uang, Joel T.
Lanning y Anne M. Gilbert, se basa en la formulacion del principio de la
conservacion de la energia, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se
formula el desplazamiento de una coordenada de una estructura elastica. Para el
calculo del desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de
fuerza interna que genera el desplazamiento.

Yoty =|Mm " 4
Q * 0p = f Q* Exl X

En el libro redactado por Jerome J. Connor y Susan Faraji, se basa en

la formulacion del principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo es
igual al trabajo interno, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se
formula el desplazamiento de una coordenada de una estructura eléstica. Para el
calculo del desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de

fuerza interna que genera el desplazamiento.
d*o6P = f(Deformaci()n por flexion) * (6M(x))dx
do  M(x)

D -, lexion = 2 —
eformaciéon por flexion T Exl

M
d *8p =f E(;‘) « SM (x)dx

60

@ @®®®  Repositorio Institucional - UNASAM - Pera




En el libro redactado por T. H. G. Megson, se basa en la formulacion del
principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo es igual al trabajo
interno, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se formula el
desplazamiento de una coordenada de una estructura elastica. Para el célculo del
desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de fuerza interna
que genera el desplazamiento.

Sw; n =f%*dA*e,,*6x - 6w;y = N *g, * 6x

Wiy = fN * g,dx

c 2T _ M
YV E EA
N, = N,

Wi = [ 2 dx

En el libro redactado por Kenneth M. Leet y Chia-Ming Uang, se basa
en la formulacion del principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo
es igual al trabajo interno, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se
formula el desplazamiento de una coordenada de una estructura elastica. Para el
calculo del desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de

fuerza interna que genera el desplazamiento.

zQ*6p=fMQ*d9

M,
ZQ*6p=fMQ*E*I*dx
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En el libro redactado por S. T. Mau, se basa en la formulacién del
principio de la conservacion de la energia, el trabajo externo es igual al trabajo
interno, aplicando el trabajo virtual mediante esta ecuacion se formula el
desplazamiento de una coordenada de una estructura el&stica. Para el calculo del
desplazamiento con este criterio depende de la naturaleza del tipo de fuerza interna

que genera el desplazamiento.

= * *
* A= * * X

En la investigacion desarrollada en la tesis, se plantea y se demuestra la
ecuacion que representa el teorema de la relacion de fuerza interna virtual y la
fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el
analisis estructural. Mediante esta ecuacion y de por medio la ecuacién del teorema
de Castigliano podemos calcular el desplazamiento de una coordenada de un cuerpo

eléstico.

a(q;)
350, =4gq; o §0;=1

N(x)
Ai: m6N(X)dx+ f

kqy*V(x)

YPY; SV (x)dx +

M(x)
I *E

T(x)
J*G

oM (x)dx + f 6T (x) * dx

A= f Csey) * q; * 6q;dx
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6.2.Contrastacion de hipdtesis

Bajo Las limitaciones de un andlisis lineal en un cuerpo elastico
identificamos dos lemas, teorema de Castigliano y la Ecuacion del trabajo virtual.
Estos lemas nos sirven de base para la determinacion del proceso de demostracion
de un teorema que se plantea como una relacion de fuerza interna virtual y la fuerza
interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis
estructural, para el célculo del desplazamiento de una coordenada de una estructura
elastica.

El teorema demostrado y el primer lema considerado nos conducen a la
aplicacion en el calculo del desplazamiento de una coordenada de una estructura y
plantear el método de flexibilidad mediante la aplicacion del teorema que relaciona
la fuerza interna virtual y la fuerza interna real, por lo tanto, se pueda afirmar que
quedan demostrado las hipdtesis plateadas en el presente trabajo de investigacion,
mediante las siguientes ecuaciones.

Teorema de la relacion de la fuerza interna virtual y la fuerza interna real

derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa

d(q;)
=0q; 60; =1
aan ql < Ql
Desplazamiento total de una coordenada de una estructura
1
Ajj= f Cseqy) * q; * 6q;dx A Fuerza axial
k
N(x) kqy*V(x) Fuerza cortante
A= m(SN(x)dx + fw(ﬂ/(?é’)dx + Cse(x) = AIG
T+E Momento flector
M&M(x)dx + f I * 0T (x) * dx ! Momento torsor
I *xE J*G J*G
Método de flexibilidad
A1o A1Q fir fiz fi3 Ry
AZO = AZQ + f21 f22 f23 * RZ Para un fIJ=A|j
Az Azq fa1 fz2 faz| IR3
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VII. CONCLUSIONES

El objetivo general crear el teorema de la relacion de fuerza interna virtual
y la fuerza interna real, los objetivos especificos conducen a determinar el objetivo
general y darle utilidad. Célculo de desplazamiento de una coordenada de una
estructura y también en aplicar en la formulacion del método de flexibilidad.

Esta tesis ha demostrado que existe un teorema de la relacion de fuerza
interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el analisis estructural.

Se afirma que existe una ecuacion matematica que relaciona las fuerzas
internas virtuales y fuerzas internas reales, que son obtenidas con los lemas.

Se puede calcular el desplazamiento de una coordenada de una estructura
aplicando el teorema de Castigliano y el nuevo teorema que relaciona la fuerza
interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el anlisis estructural.

Se pueden calcular las redundantes de un cuerpo elastico aplicando el
método de flexibilidad donde se introduce el teorema de Castigliano y el teorema
de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente
respecto a una carga virtual externa en el analisis estructural.

Por ultimo, mediante un solo procedimiento podemos demostrar el
desplazamiento de una coordenada de una estructura, sea cual sea la naturaleza de
la fuerza interna. Esto aplicando la energia de deformacién interna de la estructura,
el teorema de Castigliano, el teorema de la relacion de la fuerza interna virtual y la

fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa.
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VIII. RECOMENDACIONES

Incentivar la produccion de investigacion basica o pura, para la obtencién
de conocimientos nuevos y/o complementarios a los ya existentes, con el fin de
hacer nuevos descubrimientos.

Se recomienda al lector que este teorema de la relacion de fuerza interna
virtual y la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual
externa en el andlisis estructural, es aplicable a elementos estructurales en un
andlisis linea elastico.

Se puede hacer uso de este teorema de la relacion de fuerza interna virtual y
la fuerza interna real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en
el andlisis estructural, en el proceso de ensefianza y aprendizaje en los cursos donde
se ensefie el analisis estructural, donde se determinen desplazamientos de una
coordenada de una estructura elastica y redundantes de una estructura hiperestatica.

Se recomienda continuar con el trabajo de investigacion, buscar otras
aplicaciones del teorema de la relacion de fuerza interna virtual y la fuerza interna
real derivado parcialmente respecto a una carga virtual externa en el analisis
estructural. También se pueden aumentar condiciones teniendo en cuenta los limites
del analisis, se puede realizar un estudio para posteriores investigaciones en un

rango no lineal.
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X. ANEXOS

10.1.Cronograma
Tabla 2

Cronograma de Actividades

ACTIVIDADES Duracion (semanas)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Ejecucién del Proyecto X X X X

Determinar los lemas que sirven de base para

poder formular la relaciébn matematica que

existe entre las fuerzas internas virtual y X X X
fuerzas internas reales derivado parcialmente

respecto a una carga virtual externa.

Demostrar el teorema de la relacién de la
fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa.

Captacion de datos X X X X X X X X X

Aplicacion del instrumento de recoleccién de

datos, observacion cientifica y el calculo X X X X X X X X X
matematico.

Procesamiento y Analisis X X X X X

Determinacion del desplazamiento de una
coordenada de una estructura mediante la
aplicacion del teorema de la relacion de la
fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa.

Planteamiento del método de flexibilidad
mediante la aplicacion del teorema de la
relacion de la fuerza interna virtual y la fuerza X X
interna real derivado parcialmente respecto a

una carga virtual externa.

Elaboracion del Informe Final X X X X
Revision general de los resultados X X X
Preparacién del informe final X X X
Publicacion X
Presentacion y sustentacion del informe final X
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10.2.Presupuesto

Tabla 3

Presupuesto de la Investigacion

iTEM Umd.ad cantidad P.U.S/. Sub Total
medida

PRESUPUESTO TOTAL S/. 5,642.00
Servicio S/. 4,159.00
Fotocopias global 2000 §/.0.40 S/. 800.00
Internet meses 7 S/. 110.00 S/.770.00
Antivirus global 1 S/.300.00 S/.300.00
Microsoft 365 global 1 S/.290.00 S/.290.00
Office Profesional global 1 $/.1,999.0 S/.1,999.0
Utiles y materiales de oficina S/.1,104.00
Papel bond millar 10 S/.20.00 S/.200.00
Folder manilo A4 unidad 10 $/.1.00 $/.10.00
Sobre manila A4 unidad 10 S/.1.00 S/.10.00
Lapiceros caja 1 S/.20.00 S/.20.00
Anillados unidad 10 S/.3.00 S/.30.00
Archivadores unidad 4 S/.17.00 S/. 68.00
USB unidad 2 S/.75.00 S/.150.00
Libros de Especialidad unidad 8 S/.90.00 S/.720.00
Libros de investigacion unidad 4 S/. 65.00 S/. 260.00
Tramite administrativo S/.15.00
Revision y designacion de global 1 S/.15.00 5/. 15.00

jurados
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10.3.Matriz de consistencia

Tabla 4
Matriz de Consistencia

TITULO: “PROPUESTA DEL TEOREMA DE LA RELACION DE FUERZA INTERNA VIRTUAL Y LA FUERZA INTERNA REAL DERIVADO PARCIALMENTE
RESPECTO A UNA CARGA VIRTUAL EXTERNA EN EL ANALISIS ESTRUCTURAL”

FORMULACION DEL PROBLEMA
GENERAL

OBJETIVO GENERAL

VARIALBES

HIPOTESIS GENERAL

METODOLOGIA

¢Existe algin teorema que relacione la
fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el analisis estructural?

Crear el teorema de la relacion de fuerza
interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el analisis estructural.

PROBLEMAS ESPECIFICOS

OBJETIVOS ESPECIFICOS

¢Coémo influyen los lemas para crear el
teorema de la relacion de fuerza interna
virtual y la fuerza interna real derivado
parcialmente respecto a una carga virtual
externa en el analisis estructural?

Determinar los lemas para crear el teorema
de la relacion de fuerza interna virtual y la
fuerza interna real derivado parcialmente
respecto a una carga virtual externa en el
analisis estructural.

¢Cémo se determina el desplazamiento de
una estructura mediante la aplicacion del
teorema de la relacion de fuerza interna
virtual y la fuerza interna real derivado
parcialmente respecto a una carga virtual
externa en el andlisis estructural?

Determinar el desplazamiento de wuna
estructura mediante la aplicacion del
teorema de la relacion de fuerza interna
virtual y la fuerza interna real derivado
parcialmente respecto a una carga virtual
externa en el analisis estructural.

¢Como se plantea el método de flexibilidad
mediante la aplicacion del teorema de la
relacion de fuerza interna virtual y la fuerza
interna real derivado parcialmente respecto
a una carga virtual externa en el analisis
estructural?

Plantear el método de flexibilidad mediante
la aplicacion del teorema de la relacién de
fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el analisis estructural.

VARIABLE
INDEPENDIENTE

Fuerza interna
real y virtual

VARIABLE
DEPENDIENTE

Teorema de la

relacion de la

fuerza interna
virtual y la fuerza

parcialmente
respecto a una
carga virtual

interna real
derivado

externa

El teorema planteado crea la relacion entre la
fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el andlisis estructural.

HIPOTESIS ESPECIFICA

Existe una relacion matemética entre los lemas
para la creacion del teorema de la relacion de
fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el andlisis estructural.

Se calcula el desplazamiento de una estructura
mediante la aplicacion del teorema de la
relacién de fuerza interna virtual y la fuerza
interna real derivado parcialmente respecto a
una carga virtual externa en el analisis
estructural, mediante la energia de deformacion
interna.

Se plantea el método de flexibilidad mediante
la aplicacion del teorema de la relacion de
fuerza interna virtual y la fuerza interna real
derivado parcialmente respecto a una carga
virtual externa en el andlisis estructural,
mediante la energia de deformacion interna.

TIPO DE
INVESTIGACION
Investigacion bésica o
pura

DISENO DE
INVESTIGACION
No experimental

POBLACION
No cuenta con una
poblacién

MUESTRA
No cuenta con una
muestra

INSTRUMENTO
Célculo matematico

HIIOS/DEPENDE ELERC)

5
Oia3md 501

30[0s3u0

) @96
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10.4. Ejemplos de aplicacion

DENOMINACION DE LOS TERMINOS

EEE: Ecuaciones estaticas de equilibrio, en el plano serian: la sumatoria de fuerzas
en el X igual a cero, la sumatoria de fuerzas en el Y igual a cero y el momento total
en un punto igual a cero.

Isostatica: Cuando las reacciones de una estructura pueden ser determinadas con
las EEE.

Hiperestatica: La estructura esta en equilibrio y las EEE no son suficientes para
determinar las reacciones y/o fuerzas internas.

&: cuando se antepone a cualquier notacion, esta expresa ser de origen virtual.
GHT: Grado de hiperestatizidad total, resulta de la suma de GHE méas GHI.

GHE: Grado de hiperestatizidad exterior, Son el nUmero de reacciones
denominadas redundantes que no pueden ser determinadas con las EEE.

GHI: Grado de hiperestatizidad interior, Son el nimero de fuerzas internas
denominada redundantes que no pueden ser determinadas con las EEE.

RAxQ: Reaccion en el punto (A) en la direccidn (X) en el sistema de cargas (Q).
RAx1: Reaccion en el punto (A) en la direccion (X) en el sistema de cargas (1).

6RAx1: Reaccion virtual en el punto (A) en la direccion (X) en el sistema de cargas
(1), cunado (dR1=1).

Ac: Desplazamiento en el punto (C).
Acq: Desplazamiento en el punto (C), bajo el sistema de carga (Q).
Ac1: Desplazamiento en el punto (C), bajo el sistema de carga (1).

Aij: Cuando aplicamos el nuevo teorema, desplazamiento en direccion de la
redundante y/o coordenada (i) bajo el efecto de la carga en la redundante y/o
coordenada (j).

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga y/o coordenada (j). Fuerzas
internas virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de cargas y/o coordenada (6Ri=1).

AAij: Cuando aplicamos el nuevo teorema, desplazamiento en el punto (A) en
direccién de la redundante y/o coordenada (i) bajo el efecto de la carga en la
redundante y/o coordenada (j).

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga y/o coordenada (j). Fuerzas
internas virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de carga y/o coordenada (5Ri=1).
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1) Calcular el desplazamiento lineal en el punto medio y el giro en el apoyo (A)

en la viga isostatica con una carga distribuida (w), las propiedades de EIl = cte.

w

Solucion:

e Determinacion de las fuerzas internas reales debido a la carga real externa.

w

>
3¢
*a w

[17.%) LTy, ;- ™R8
X . X
o Cdlculo de las reacciones.
ZFY=O - Rpa+Rg=w*L ...(EEE1)
L L
ZMA:O - RB*sz*L*E - RB=W*§ ... (EEE2)
Reemplazando la EEE (2) en (1)
w * L w * L

Ry+Rg=w=+*L - Rp+ =wxL - Ry =

2
o Fuerzas internas reales, en direccion de las referencias tomadas.

v4 M(x) V(x')a w
i | . i
y : 3 N(X) N(x')
i < .

0<X<L/2

X w
ZMA,=O - M(X)=RA*X—W*X*E=5(L*X—X2)
0<X'<L/2

X' w

ZMB,zo - M(X,)zRB*X'—w*X’*Z 5

(LxX' —X'?)
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e Determinacion de las fuerzas internas virtuales debido a la carga virtual externa.
a(q;)

— =4gq; © §0Q; =1 ...Aplicando el nuevo teorema
06Q;

o Para el cdlculo del desplazamiento lineal del medio.

YA i 8Qi=1 1
; : l :
o X | |
" o "
1 m I B
1 1
1 1
1 1 :ge 4
SRA - R P BRB
N » L l<___)_(___5
0 Calculo de las reacciones virtuales.
Z Fy=0 — 8R,+6Rg=1 ... (SEEE1)
L 1
ZMA=O > 8Rgrl=1+5 - 8Rp=7 ... (SEEE2)

Reemplazando la 6EEE (2) en (1)
1 1

o Fuerzas internas virtuales, en direccion de las referencias tomadas.

vA 16M(x) 8V(x')a
i : ‘"x |E
: BN(x) BN
et e i) Qe

0<X<L/2
ZMA,=O S SM(X)=8RA*X:%*X
0<X <L/2

ZMB,=O S SM(X,)=6RB*X’=%*X’

o Para el cdlculo del giro en el apoyo A.

3
=
s

1
1
[}
1
L
}
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o Calculo de las reacciones virtuales.

Z Fy =0 - 6R, = 6Rp ... (SEEE3)

1
ZMAzo > BRpxL=1 - 8Ry=r ... (SEEE4)
Reemplazando la 6EEE (4) en (3)

1
5RA=8RB :E

o Fuerzas internas virtuales, en direccic’m de las referencias tomadas.

A BN(x) 5N(x'r“""x_

v4 -6M(x) sV(x')! .A

0<X<L/2

X
ZMA,ZO d SM(X)=1_8RA*X=1_E
0<X <L/2

!

ZMBI =0 - SM(X,) = 8RB * X' =

e Calculo del desplazamiento lineal en el punto medio y el giro en el apoyo A.
o Desplazamiento lineal en el punto medio.
Aplicando el nuevo teorema

M(x)
=fﬁ*8M(x)*dx < 8Q;=1

L
21 2 w 1’ 72 X, ’
Am—J EI*—(L*X X)*—dx+J —*—(L*X -X )*?dx

A=2 71 W(L X = X2) % dx = JL/Z(L X2 — X3)d

=2 % —x— (L * *— = —x * —

m s EI T2 ), X
w 5xL*  SwL?

A= — =
m= 2E[ " 192  384EI
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O Giro en el apoyo A.
Aplicando el nuevo teorema

Gi=]M(X)*8M(x)*dx o 8Q; =1

[«E
L
) 21 Y LeX—X2)x(1 X +Fl W(L X' —X'%) X’d’
= —x—(L*X— * - — — % — * — * —
AT ) ELT2 A=p)dx+ ) 5% 2 Lo
5 X 5 X’
w 2 w 2
O0p=— | (L*X=X)x(1—=)d —f LxX' —X'?%)*—dx'
A ZEI,[O(* )= ( L)X+2E10(* ) dx
w 1112 w 513 wlL3
A= T F + — % — =
2El 192 ' 2EI 192 24EI
\"\")
A A
A B
B B)
S 7
L >
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2) En la estructura propuesta en el plano se pide calcular las reacciones y el
desplazamiento lineal en el punto (C) en la estructura hiperestatica con las

siguientes propiedades.

ELEMENTO El RIGIDEZ

BARRA 1 (B1) oo (Solido rigido)

BARRA 2 (B2) 68266.66 ton*m?2

BARRA 3 (B3) oo (Solido rigido)

BARRA 4 (B4) 68266.66 ton*m?2

RESORTE RL (deformacién lineal) ki1 1000ton/m
RESORTE RA (deformacién angular) k61 2000ton*m/rad
RESORTE RAR (deformacién angular Rigida) k62 oo (rigido)

., 1
Solucidn::

e Estructura real en equivalente.
Isostatizamos la estructura
GHT=GHE+GHI=1+1=2
Liberamos una carga interna R1 y una carga externa R2.

ko2

B E B RN c?”

f j) R2

v

Estructura real Estructura equivalente
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e Principio de superposicion.

k62 k62
10 ton/m 80 ton

80 ton

R1
10 ton/m

Solucion particular
Efecto carga Exterior Q

k62

Solucién complementaria 5
Efecto redundante R1

Soluciéon complementaria
Efecto redundante R2

e Principio de linealidad.

Al aplicar una carga unitaria se obtiene un desplazamiento f, si queremos calcular
el desplazamiento total multiplicamos el f por Q.
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e Sistema de cargas.

10 ton/m

Solucidn particular
Efecto carga Exterior Q

k62
l‘\
]
c\r >
'|‘6R2=1
S~
—
f22
: ]
T ¥R1 T¥R2
Carga unitaria afectado Carga unitaria afectado
por la redundante R1 por la redundante R2
e Desplazamiento por condicién de contorno.
Planteamos las ecuaciones de compatibilidad de deformacion.
Reemplazando por el principio de linealidad.
010=0 - 010=019+ 011+ 013 & 010=010+ fr1*Ri+ f12* R,
D0=0 = Ayp=A20 +Ap1 + 855> Dpo=Ds0+ f21*R1 + fo2 %R,
Bajo conceptos matriciales.
Reemplazando valores
610 _ 010 n fir fiz . Ry 5 |0| _ 010 n fir fiz . Ry
Az Ay fa1 fz2l IRz 0 Ayg fa1 fazl IRz
Simplificando
Para un fij=Aij
—b1q fir fiz Ry
A;;i= | Cseqn * q; * 5q;dx = * -
= | 5o+ acsa ~toql Ifr farl " IR 0)
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e Fuerzas internas en los Sistemas de cargas.
a(q;)

=4q; < 00Q; =1 .. Aplicando el nuevo teorema
06Q;
Sistema de carga Exterior Q
k62
vA 10 ton/m 80 ton Z Fy =0 — Ruy =60ton
i cL W
H 1 1 ¢ ZFY:O d RAy=140t0n=Fkll
1 1
1 1
' ' ZMA=O - M. =1160 = My,
1 XI 1
H_____I M91 = 0
m0<x<3 m0<x'<3
M,y = 200x — 10x? My = 1160
m3<x<6 m3<x'<7
M(x) =200x — 1Ox2 M(x,) = 1400 — 80x’

ZMA=O S 8M, = 0 = 5M,,
5M91:1

m0<x'<3

5M(x,) == 0
m3<x'<7
6M(x,) = 1
L——p!
6Mc
Sistema de carga 6R2 k62
ZFX=0 S SRy =1

Y4 B C

6R2=1Z FY =0 - SRAy =0= (SFkll

ZMA=0 S 8M, = 6 = 5M,,

5M91 =0
m0<x'<3
(SM(X,) =6
E3<x'<7
SM(X,) =6
V(xX’) A '
; : NOC) e, g )
paeeaiP . S oLC L i Su——
“a...” Parafuerzasinternas p’
; V(x) M(x’) W
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Sistema de carga 6p
Este sistema de carga se utiliza con el fin de determinar el desplazamiento en el punto C.

6Mc
k62
ZFXZO g SRAXZO
C r)

: ZFY:O i SRAy::l:aFkll
1
: 15p=1 ZMAzo S 8M, = 13 = 5M,,
1 ’ 1
«X_ 2 Mgy =0

m0<x<3 m0<x'<3

(SM(X) =X 6M(x,) =13 — x'
m3<x<6 m3<x'<7
GRAy ’ X 5M(x) =X 6M(x,) =13 —x'
Lo

e Determinacion de las redundantes.
Segun la ecuacién (I).
Para un fij=\ij
Ajj= | Csewy *q; *6qidx  © 6Q; =1

‘_QIQ fir fiz] | |R: 0
AT fa1 fa2l IRz

*

0 01Q: Giro en direccidn de la redundante 1 bajo el efecto de la carga externa Q.
Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga externas (Q). Fuerzas
internas virtuales (6qi) bajo el segundo sistema de cargas (6R1=1).

Aplicando el nuevo teorema

M(x) N *8Nxy  Mx) * My,

0,0 = SM(x) * d 8R, =1
12 .[I*E *OM(x) » dx + ki ¥ ko1 (_) !
) fG ! (200X — 10X2) * (1)d +f3 1 (1160) * (0)d ) 140+0

= — % — * — % * _—
0= & ax+ | & (O’ +

+0*—1
koq

61 . 2070
01q = f =+ (200X — 10X%)dx ==~ = 0.03032
3

0 A2qQ: Desplazamiento en direccion de la redundante 2 bajo el efecto de la carga
externa Q.

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga externas (Q). Fuerzas
internas virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de cargas (6R2=1).

Aplicando el nuevo teorema

M(x Nixy * 6N M\ x M
A2Q=J ()*SM(X)*dx+ &) (X)+ &) ¥ o SR, =1

I+E kll k91
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1 5 1 ,  —140%0
Ayq= L T (200X — 10X7) * (X)dx + L 0t (1160) * (6)dx" + Tk
4 0*0
kg1
A f() ! (200X — 10X?) * (X)d +f3 ! (6960)dx’ 00885 _ 0446
20— — *k —_ * X — % X =——=(.
Q™ ), EI o EI 2EI

o f11: Desplazamiento en direccidn de la redundante 1 bajo el efecto de la carga
de la redundante 1 cuando 6R1=1.

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga (6R1=1). Fuerzas internas
virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de cargas (6R1=1). “Se esta resolviendo un
caso de desplazamiento o giro de una estructura isostatica, donde la estructura
estd sujeto a una carga unitaria en direccion de la redundante que es considerado
su carga externa para este subproblema, por eso se obtiene fuerzas internas (qi).

Nx) * 6N(x) N M x) x M x,
ki ko1

M(x)
fllsz*E*SM(x)*dX-l_ 8R1:1

f f61 (1) * (1)d +f31 (0) 0ydx' + 0 Tl
= — %k * — %k k
11 , EI (Ddx o EI (0)dx kit ko1

f f61d+1 3+1 0.00054

11 = — ax _— _— .
5 EI kg~ El  kgq

o f12= f21: Desplazamiento en direccion de la redundante 1 bajo el efecto de la

carga de la redundante 2 cuando 6R2=1.

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga (6R2=1). Fuerzas internas

virtuales (6qi) bajo el segundo sistema de cargas (6R1=1).

M(x) Nix)* 8Ny | Mx) * M x,
f12 = f [+E * SM(X) * dX + kll + kel R d 8R2 =1
f f61 (1) d+f31 0 * (©)dx + 20 4 20
= — % * — % *
12 , EI (x)dx o EI (6)dx kit ko1

f f61 x)d 27 0.00019
12 = —* X)X = — = VL.
, EI 2El

o f22: Desplazamiento en direccidn de la redundante 2 bajo el efecto de la carga
de la redundante 2 cuando 6R2=1.

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga (6R2=1). Fuerzas internas
virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de cargas (6R2=1).

M(x) Nix)*8Nx)  Mx) * My,
fzz—JI*E*SM(x)*dx+ Ko + Kor < B8R =1
f fl x) d+f31 6) + (©)dx + 20 4 220

= — %k * — % *
22 3 El X G o EI (6)dx ki1 kgq
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f f6 ! (x®)d +f3 ! (36)dx’ 171 0.00250
= —_— % — % = —= 0.
2= ) gV RT ) R * TR

0 Determinacion de la redundante.

2070 3 1 27

— _+_ -
El | _|El ko1 2EIf |Ry
60885 — | 27 171] (R,
2E] 2EI  EI

—0.03032| _ |0.00054 0.00019] R1|

—0.446 |~ 10.00019 0.00250! " [R;
Ri| _10.00054 0.00019 ‘1*|—0.03032
Rz 10.00019 0.00250 —0.446

Ry 1902.7323 —144.6076 *|_0'03032
R, —144.6076 410.9901 —0.446

R,y 6.8041 ton *m
R, —178.9171 ton

e Determinacion de las reacciones.
Para determinar las reacciones hacemos uso del sistema de cargas. Conociendo
las redundantes la estructura equivalente es un caso isostdatico y bajo el principio
de superposicion podemos determinar las reacciones que estos tres sistemas
independizados generar sobre las reacciones.
- Principio de superposicién.
- Planteamos las ecuaciones reemplazando por el principio de linealidad.

Rux = Raxg + Rax1 + Raxz = Rax = Raxg + 6Ryx1 * Ry + 0Ryx2 * R
RAy = RAyQ + RAyl + RAyZ d RAy = RAyQ + 6RAy1 * Rl + 6RAy2 * RZ
MC :MCQ +MC1+MC2 4 MC :MCQ +6MC1 *Rl +6MC2 *RZ

Bajo conceptos matriciales.
Reemplazando valores

Ryx RAXQ 8 Ryx1 6 Rux

R
RAy = RAyQ + 6RAy1 6RAy2 * Rl

2
MC MCQ 6MC1 6MC2
Rux| 160 10 1 ~1189171 ton
Ryyl=|140|+]0 0 *|_16%%0§1171 =| 140.0000 ton
M. l11eol lo 6 : 86.49729 ton * m
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e Determinacion del desplazamiento en el punto (AC).
Para determinar el desplazamiento hacemos uso del sistema de cargas.
Conociendo las redundantes la estructura equivalente es un caso isostatico y bajo
el principio de superposicién podemos determinar los desplazamientos que estos
tres sistemas independizados generar sobre el desplazamiento del punto C. Para
este caso necesitamos un sistema de carga donde se desea calcular el
desplazamiento, conocido como Sistema de carga 6c=1.
- Principio de superposicién.
- Para calcular el desplazamiento en cada sistema, combinamos con el

sistema de cargas 6c=1.

- Planteamos las ecuaciones reemplazando por el principio de linealidad.

AC: ACQ + ACl + ACZ d AC: ACpQ + Acpl * R1 + Acpz * Rz ™ (II)
M(x Nx) x 6N M x, x 6M
Ach:f—IfE)*SM(x)*dH B2 —0 o §=1
1 o1

6 1 3 1
Acpo= L = * (200X — 10X?) = (X)dx + fo =7+ (1160) = (13 = X)dx’

—140+x—-1 0=%*0
+

+
ki1 ko1
A —fé ! (200X? — 10X3)d +f3 ! 15080 — 1160X")d ’+140
Q= | EJ x*) gl Y+
A 99165 N 140 0.86630
QT 2E1 Kk

A fﬁl (1)« (¥)d +f31 0+ (13— xydx' + L1y 1 7h
= — % * — % * —
1= ) EI (X)dx . EI ( '+ = ko1

A j "L ydx ot
= — X+ —
s EI ko1

27 1
Acp1= ——+— = 0.00069
P17 2E1 ' kyq

61 31 . 0%x—=1 0%0
Acp2=f —*(X)*(X)dx+-[ —x(6) * (13 =X)dx' +
, EI o EI kip

ko1
6 1 5 3 1

A =f — (X )dx+f — (78 — 6X")dx’

2™ | EI o EI

270
cp1= F =0.00395

Reemplazando en la ecuacxiom (I1)

AC= ACpQ + ACpl * R1 + ACpZ * Rz

Ac= 0.8663 + 0.00069 * 6.8041 + 0.00395 * (—178.9171) = 0.164 m
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3) En unaviga inextensible se pide terminar su matriz de rigidez, donde la viga
cuente con 4 grados de libertad (4gdl), 2 gdl traslacionales y 2gdl rotacionales.
Tomar el efecto a flexion y corte, con las siguientes propiedades: El=cte,

GA=cte. Y EA=o0,

1 3

A B

N—y

12 14
e — >

Solucion:

e Calculo de los elementos de la matriz de rigidez kil.
0 Cuando A1=1y 02=A3=04=0
La estructura puede idealizarse en ambos extremos empotrado sujeto a una carga
externa originado por un desplazamiento segun las condiciones del problema.
Donde kij son las reacciones o fuerzas de empotramiento de la estructura
hiperestatica.
> Estructura real: Estructura idealizada que posee la caracteristica
hiperestatica.
GHT=GHE+GHI=2+0=2
» Estructura equivalente: Estructura idealizada que posee la caracteristica
isostatica.
Debido a que el GHT=2, las dos redundantes del extremo (A) se liberany
son consideradas cargas externas.

k11 k31 k11 k31
A B A B
k21 | ka1 A1Y k21 L ka1
A LT g D L g
’ Estructura real ' ' Estructura equivalente '

La estructura equivalente por condiciones iniciales del problema posee una
deformacién, es como se muestra en el grafico izquierdo. Pero debido al uso de
la energia de deformacién, implica determinar las reacciones para poder
determinar las fuerzas internas, es por eso que el equilibrio se realiza en la
estructura no deformada en el grafico derecho.

kil ki1 k31
~~~~~~~~~ k31
k21 e A B
Al 7 B :
A= T
| 7 ALY k21 ka1
i | ka1 D R >
A T » i Estructura equivalente !
i (Estructura deformada) ! (Estructura no deformada)
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Nota: Por condiciones de equilibrio no es necesario determinar la deformacién, pero si
tener en cuenta que es una condicidn inicial del problema y las EEE se realizan en la
estructura no deformada. En los siguientes planteamientos se considerara esta nota.

o Sistema de cargas Q

Carga externa originada por un desplazamiento A1=1y 62=0.

ki1 k31
<., M(x)
P A ZFYZO - ky1 = —kg;
A i B
:-.-’ RV i ZMBZO d k21:k11*L_k41
1
v k21 I;V(x) ka1 o <l
i L——z(———ﬂ My = kg xx —ky
L
X V(x) = Kkqq
o Sistema de cargas 6Q1=1
a(q:) .
—— = 4g; o 60, =1 ...Aplicando el nuevo teorema
d60Q;
5Q1=1 <. SM(X) 5k31
s A’ ."_ Z FY = 0 g 61{31 = _1
A 1 i i B
) g ZMB=0 o 8kyy =1L
1
YA | X §5V(x) 5k41l0SxSL
E L= »! 6M(x) =x
| Sy
> X V=1
o Sistema de cargas 6Q2=1
a(q) .
=4q; o §0Q; =1 ...Aplicando el nuevo teorema
d60Q;
6Q2=1 <. 8M(x) 6k31
. e ZMB=0451<41_—1
1
Al y 8V(x) Bkl < x<1
E L= » 5M(x) =-1
| Sy,
> X V=0

o Desplazamiento por condiciones de contorno.

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga externas (Q). Fuerzas
internas virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de cargas (6Q1=1).

El factor de forma lo cambiaremos k1=f (para evitar la confusién con la rigidez).
Aplicando el nuevo teorema

A= (MO sMeo < d ki VO | svix) » d 8Q, =1
1__fl*E* (%) * X+fﬁ* x)xdx o 8Q=

L1 L f
A:f — s (kyy * X — k )*(X)dX+f o * Gan) * (1)dx
1 0 El 11 21 0 GA 1
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1 L f L
A1: 1 zﬁ*.l;) (k11 *XZ _k21 *X)dX"‘a*J(; (kn)dx
=l B B S (ki) * L L a0\ D
= — % —_— — — % x [, = — — —
5 B e T Y B e N 3El ' GA ) M T 2p @
1 L +—f*L k L k I
— F3 —_—— % s
3El  GA ) ) B )

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga externas (Q). Fuerzas
internas virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de cargas (6Q2=1).
Aplicando el nuevo teorema
M(x ki * V(X
()*SM(x)*dx+f—1 )

AxG

0, = *Vx)xdx & 8Qy=1

I[+E

L 1 L f
eZ:fO ﬁ*(kn*X—k21)*(_1)dX+L a*(kn)*(o)dx

L 1 L? kyp * L
62 = 0 = -f;) ﬁ(_kll * X + k21)dX = ﬁ _kll? + k21L 4 2 = k21 e (11)

Reemplazado (Il) en (l). Dividiendo al numerador y denominar por GA luego
factorizamos L3, se da forma para cambiar por el siguiente valor.

3EIf
= GALZ
12EI = GA 12E1 12E1 6E1
" T GAL + 12BIfL 3 3EIF. M T B an) T 2 1 40)
(1 +4-73)
Los elementos de la matriz kil
12E1
k11 k31 L3(1 + 40)
A B Kyq i
: P L2(1 + 40)
ALY k21 | ka1 1 ks —12EI
e R » kal 11301 + 40)
| ' 6EI
L*(1 + 40)

e Calculo de los elementos de la matriz de rigidez ki2.
0 Cuando 02=1 y A1=A3=04=0
La estructura puede idealizarse en ambos extremos empotrado sujeto a una carga
externa originado por un desplazamiento segun las condiciones del problema.
Donde kij son las reacciones o fuerzas de empotramiento de la estructura
hiperestatica.
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k12 k32 k12

k32
A B A B
= 2
k22 ka2 P k22 ka2
o LT g o LT »
' Estructura real ' Estructura equivalente '
o Sistema de cargas Q
Carga externa originada por un desplazamiento A1=0y 62=1.
k12 k32
<., M(x)
P A ZFY=0 - kyp = —kg;
A Y B
£ |
rE ZMB:O d k22=k12*L_k42
1
vA ! k22 |V(x) k42 mO<x<lL
i ‘———2(———# M) = kyp * x — Ky,
L
X V(x) =kq
o Sistema de cargas 6Q1=1
a(q:) .
=4q; o §0Q; =1 ...Aplicando el nuevo teorema
d480Q;
8Q1=1 , sp(x) 6k32
A 1 Y . B
1 'E"- * z MB = 0 i 6k42 = L
1
YA | X ,‘5\/(’() 5k42l0SxSL
E b= » 5M(x) =x
X 5V(X) =1
o Sistema de cargas 6Q2=1
a(q;) .
=4q; o §0Q; =1 ...Aplicando el nuevo teorema
3480Q;
6Q2=1 <. 5M(x) 6k32
A E:IA' ’::: BZFyzo d 8k32:0
| - ;.- = Z MB —_ 0 d 8k42 —_ _1
1
AL ¥ 8vix TPy
E L= » 5M(x) =-1
> X (SV(x) =0

o Desplazamiento por condiciones de contorno.

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga externas (Q). Fuerzas

internas virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de cargas (6Q1=1).
Aplicando el nuevo teorema

M ky*xV
A1=f lf)g*SM(x)*dx+f%*8V(x)*dx

< 8Q =1

L1 Lf
Azf —x (ki * X —k )*(X)dx+f — * (kyp) * (1dx
1 0 El 12 22 0 GA 12
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1
— %
El

1 L L? f L fxL L?
Ozﬁ* klz*g_kzz*? +G_A*(k12)*L: ﬁ*‘ GA * Ky — o * Ky

L2 . L3 +f*L N (2L+2L*3Elf) .
—_— % frd —_— —_— E3 - = —_— —_— %
2E1 %2 7 \3El  GA 127 a2 3 3GAL? 12

L f L
A1: 0 = f (klz * Xz - k22 * X)dX + - % f (klz)dx
0 GA 0

Dando forma para cambiar por el siguiente valor.

3EIf

O=taz”

2L
k,, = ?(1 + @) * ki, e

Fuerzas internas (qi) bajo el primer sistema de carga externas (Q). Fuerzas
internas virtuales (8qi) bajo el segundo sistema de cargas (6Q2=1).
Aplicando el nuevo teorema

M(x)
I+ E *8M(x)*dx+f

ky * V(x)
AxG

0, = *§V(x)xdx o 8Q;=1
L 1 L f
0, = fo ﬁ * (kyp * X — kyp) * (—1)dx + J;) a * (kyp) * (0)dx

b1 1 L’
62 = 1 = -f;) a(_klz *X + kzz)dx 4 1 = ﬁ _k12?+ k22L ...(II)

Reemplazado (l) en (ll).

. 1 (217 (14 Bk L? 6EI 4EI(1 + ©)
= —| —— — —_— = —— = ———
EI\ 3 1272 5 VU2 +4ag) P L(1+40)
Los elementos de la matriz ki2
6EI
A @ B Ky 4EI(1 + ©)
. - o = |22 _ | L+ 40)
| k22 i k42 27 |kgy| |  —6FEI
[emenmene A » kel | 1201+ 40)
’ ' 2EI(1 — 20)
L(1 + 40)

e Calculo de los elementos de la matriz de rigidez ki3.
0 Cuando A3=1y A1=02=04=0

La estructura es simétrica respecto a los grados de libertad y a la rigidez que se
presenta cundo se analiza e Kil y ki2. Solo se tendria que ver los signo en funcién
de la direccion de los grados de libertad.
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Los elementos d

e la matriz ki3

2EI(1 - 20)

ki3 k33
A B Ky3
kin = kas =
| k23 A3Wya3 B [k
r ---------------- TR : Ky3
e Cdlculo de los elementos de la matriz de rigidez ki4.
0 Cuando 04=1y A1=02= A3=0
Los elementos de la matriz ki4
k14 k34
A B Kq4
k‘ _ k24 —
| k24 047 kaa # kay
r ---------------- TR ' K4
e La matriz de rigidez de una viga inextensible con 4gdl
kll k12 k13 k141-
|k| — k21 k22 k23 k24
k31 kzz ki3 ks
k41 k42 k43 k44
12E1 6E1 —12E] 6EI
LP(1+40) L[2(1+40) L[PQA+40) L[2(1+40)
6E1 4EI1(1 + Q) —6E1 2EI(1 - 20)
k| = [2(14+49) L(A+49) L[2(1+40) L(1+40)
| —12EI —6E] 12E1 —6E]
L3(1+40) L[2(1+40) L[3(1+40) L?(1+40)
6E1 2EI(1 - 20) —6E1 4E1(1+ Q)
[?(1+40) L(1+49) L[2(1+40) L(1+49)

> Elvalor de g es:
_ 3EIf

~ GAI?
E: Mddulo de elasticidad longitudinal o médulo de Young.

I: Momento de inercia o el segundo momento de area.
f: Factor de forma de una seccion trasversal.

© ®906

—12EI

L*(1 + 40)
—6EI

L*(1 + 40)
12E1

L3(1 + 40)
—6EI

L*(1 + 40)

6EI
L*(1 + 40)

L(1 + 49)
—6EI

L*(1 + 40)
4EI(1 + ©)

L(1 + 40)

..(a)
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- G:Mobdulo de elasticidad transversal o médulo de cizalla.
- A:Area de la seccidn transversal.
- L: Longitud del elemento estructural.

> La matriz de rigidez (a), es determinada bajo la consideracién de la viga
de Timoshenko. La consideracidn de Timoshenko hace una aproximacion
de la distribucion real de esfuerzo de forma parabdlica, mediante la
aproximacion por el efecto del factor de forma (f), trasformando a una
distribucidn constante considerado un valor promedio.
La ecuacién que define (f) es:

Y+

eje neutral E"’”’. -

cemt Tt TT AT pg)
—_'_‘*?H" !

2
-
A TZ.IZ. b(z)

Diferencial de area:
dA = b(z). dy

Donde:
- f: Factor de forma de una seccion trasversal.
- Q: Momento estatico de area o primer momento de area.
- r: Radio de giro de un drea.
- l: Momento de inercia o el segundo momento de area.
- B(z): Ancho de la fibra considerada.

e Caso particular cuando se desprecia o se anula el efecto de corte.

_ 3EIf -
T GALZ T
12E1 6EI —12EI 6FEI
L3 L2 L3 L2
k11 k12 k13 k14 6EI 4EI _6EI ZEI
k| = ko1 Kaz kaz Kys _| L? L L2 L
k31 k32 k33 k34_ _12E1 _6EI 12EI _6EI
ka1 Kaz Kkaz Kug L3 L? L3 L2
6EI 2E1 —6EI 4E]1
L? L L2 L
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